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Resumo

O presente trabalho trata de uma nova metodologia para a precificagdo de opgoes europeias
do mercado brasileiro: a proposta de uma nova resolucao da Equacao de Black-Scholes
através de uma Rede Neural Multi Layer Perceptron. Trata-se de um problema de aprendi-
zado supervisionado no qual a resposta da Rede Neural ¢ dada pela resolugao da Equacao
Diferencial e as condi¢des de contorno sao os pregos praticados no mercado de derivativos
brasileiro. A Equacao Diferencial de Black-Scholes admite uma solugao analitica, mas
esta solucao ficou muito distante dos dados praticados no mercado, tornando-a inviavel
para o uso comercial. Foi verificado que a Rede Neural consegue aprender com os dados e
apresentou resultados melhores que a solu¢do analitica de Black-Scholes, aproximando-se
mais dos dados praticados no mercado de derivativos. Também foi testada a capacidade
de aprendizado da Rede Neural em comparacdo com a modelagem ARIMA e esta foi
mais precisa para hozintontes curtos de previsao, mas para horizontes maiores a Rede
Neural apresentou resultados mais satisfatérios. A metodologia apresentada neste texto
demonstra que é possivel fazer previsoes de precos de opgoes europeias com uma pequena

quantidade de dados reais e com a nova soluc¢ao da Equacgao Diferencial de Black-Scholes.

Palavras-chaves: Econofisica. Derivativos. Op¢oes Europeias. Redes Neurais.



Abstract

The present work addresses a new methodology for the pricing of European options in the
Brazilian market: the proposal of a new resolution of the Black-Scholes Equation through
a Multi-Layer Perceptron Neural Network. This is a supervised learning problem in which
the response of the Neural Network is determined by solving the Differential Equation,
and the boundary conditions are the prices practiced in the Brazilian derivatives market.
The Black-Scholes Differential Equation has an analytical solution, but this solution has
diverged significantly from the data observed in the market, making it unfeasible for
commercial use. It was verified that the Neural Network can learn from the data and
showed better results than the analytical solution of Black-Scholes, getting closer to the
prices practiced in the derivatives market. The learning capacity of the Neural Network was
also tested in comparison with ARIMA modeling, and it was more accurate for short-term
forecasting horizons, but for longer horizons, the Neural Network showed more satisfactory
results. The methodology presented in this text demonstrates that it is possible to make
predictions of European option prices with a small amount of real data and with the new

solution to the Black-Scholes Differential Equation.

Key-words: Econophysics. Derivatives. European options. Neural networks.
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1 Introducao

A precificacao de opgoes é um dos principais problemas em financas quantitativas,
sendo a literatura sobre este tema repleta de trabalhos recentes (DENG; YAO, 2024,
SHVIMER; ZHU, 2024; MA; SHI; HON, 2024; GAO et al., 2024; GUO; KANG; WANG,
2024).As Opgoes constituem um subconjunto dos derivativos: o titular de uma opgao
tem o direito de comprar ou vender um ativo numa data predeterminada e por um preco
acordado no momento da negociacao do derivativo (LO., 2018). As opgoes podem ser
europeias ou americanas. As opgoes europeias, tema central deste texto, s6 podem ser
exercidas numa data especifica, ja as opgoes americanas podem ser exercidas em qualquer

data dentro de um intervalo de tempo.

O modelo matematico mais famoso para a precificagdo de opgoes europeias foi
desenvolvido nos anos 1970 e é conhecido como Equagdo de Black-Scholes (BLACK;
SCHOLES, 1973). Trata-se de uma Equacao Diferencial Parcial Parabédlica de Segunda
Ordem e ja foram propostas diversas formas para resolver esta Equacao de forma analitica
e numérica (HULL, 2016; MOLERO; MELLO, 2020; LO., 2018). H& outra modalidade
de opgoes, as americanas, para as quais ha estudos sobre a resolucao desta equagao para
a precifica¢ao deste tipo de derivativos (SHEN; HUANG; MA, 2023; YAN et al., 2022;
SHASHIASHVILI, 2023; HUSSAIN et al., 2023).

O presente trabalho trata de uma nova metodologia para a resolugdo da Equagao
de Black-Scholes: através de uma Rede Neural (Neural Network) do tipo Multi Camadas
de Perceptrons (Multi Layer Perceptron). A resolugdo de uma Equagao Diferencial por
uma Rede Neural ¢ um problema de aprendizado supervisionado, no qual a resposta para
a Rede Neural ¢ a resolucao da Equacao e as condigoes de contorno sao os dados reais

obtidos no mercado de derivativos brasileiro.

Para resolver a Equagao de Black-Scholes, esta foi transformada na Equacao de
Fourier (AIUBE, 2013; IORIO, 2011) e como condigbes de contorno utilizaremos os pregos
de opgoes negociadas no mercado brasileiro sobre as agoes de Petrobras (PETR4) e Vale
(VALE3). Para cada acao, ha um conjunto de opgoes disponiveis com datas de vencimento
e precos de negociacao diferentes. Os derivativos utilizados neste trabalho foram as séries
de opcoes de compra europeias sobre as acoes PETR4 com vencimentos em janeiro e abril
de 2023; e as opgoes de compra eurpeias sobre as acoes de VALE3 com vencimento em
abril de 2023.



O trabalho sera dividido em duas etapas: aprendizado e previsibilidade (Forecast).
Para efeito de comparacao, sera utilizada também a solugao analitica da Equacao de
Black-Scholes. Na primeira etapa sera estudada a capacidade de aprendizado da Rede
Neural (NN) apenas apresentando os dados reais e verificando quao préximo do valor real
a solucao numeérica da NN consegue chegar. Na segunda etapa sera estudada a capacidade
de previsibilidade, onde serao utilizados trés horizontes de previsao: 1 dia, 5 dias e 10
dias. Nesta segunda etapa também utilizaremos uma metodologia bem estabelecida: a
modelagem ARIMA (BOX et al., 2015). A solugao analitica da Equagao de Black-Scholes

também sera exibida em todos os graficos para efeitos de comparacao.

Neste texto foi utilizada a seguinte convenc¢ao: o termo Rede Neural, do inglés,
Neural Network, serd abreviado por NN; uma rede do tipo Multi Camadas de Perceptrons,

também do inglés Multi Layer Perceptron sera abreviada por MLP.

Este trabalho traz a seguinte organizacao: no Capitulo 2 serao discutidos os conceitos
basicos de derivativos e opgoes, é apresentado o modelo de Black-Scholes e as Redes Neurais.
Em seguida sao apresentados os objetivos no Capitulo 3. No Capitulo 4 é apresentada
a configuracdo da NN implementada e as métricas de erro utilizadas na avaliacao dos
resultados obtidos. No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados tanto do aprendizado da
NN como de sua capacidade de previsibilidade e no Capitulo 6 sdo descritas as conclusoes

desta pesquisa e os préximos trabalhos.



2 Revisao de Literatura

2.1 Derivativos

Uma boa definigdo para derivativos, segundo (DODD; GRIFFITH-JONES, 2006):
“Um derivativo é um contrato financeiro, cujo valor deriva de um ativo subjacente, preco de
commodity, indice ou evento. Eles comumente sao designados por nomes, como termo, futuro,

opcao e swap, e frequentemente estao embutidos em titulos hibridos ou estruturados”.

Os derivativos podem ser utilizados para reduzir o risco associado a volatilidade
de precos de ativos ou taxas de juros, permitindo que as partes se protejam de grandes
oscilagoes do mercado. Eles também sao utilizados para aproveitarem oportunidades de
arbitragem: ocasioes em que é possivel obter lucro por conta de discrepancias temporarias
nos precos dos ativos subjacentes. Outra utilidade dos derivativos é a especulacao, porque
é possivel lucrar com as oscilagoes dos pregos e taxas no curto prazo (desde alguns dias até
algumas semanas)(HULL, 2016). H& basicamente quatro tipos de derivativos: swaps, opgoes,
futuros e termo. O presente trabalho concentrar-se-a no estudo das opgoes sobre acoes. Este
documento concentrar-se-a no estudo das opg¢oes, que tem sido alvo de diversos estudos
em Econofisica recentemente (LIN; HAN; LI, 2021; HALPERIN, 2022; CAPUOZZO et al.,
2021; LIN et al., 2021; OSPINA-FORERO; GRANADOS, 2023).

Um exemplo disso é o trabalho de (DENG; YAO, 2024) no qual o mercado de
derivativos chinés e propde um modelo GARCH continuo para a descricao da dindmica da
relacdo dos riscos de inventario e uma formulacao analitica geral para pregos de opgoes e

volatilidade implicita.

Em outro trabalho recente, (SHVIMER; ZHU, 2024) desenvolveu um modelo
hibrido para precificacao de opg¢des com redes neurais profundas que melhora a previsao
de opc¢oes em todos os niveis de monetizacao, mas com énfase nas opc¢oes Fora do dinheiro,
também conhecidas como Out of The Money, conceito este explicado na secao 2.2.2. Este

modelo também explica o desvio de paridade Put-Call observado em dados reais.

Ainda podemos citar o trabalho de (MA; SHI; HON, 2024) no qual foi desenvolvido
um Método de Integracao Finita Generalizada (GFIM) com a técnica de transformacao de
Laplace para opcoes de pregos sob o modelo Black Scholes e modelo Heston, respectivamente.
O Método de Integracao Finita Generalizada foi explorado para lidar com os operadores

diferenciais espaciais no espaco transformado e a partir do algoritmo de inversao numérica



de Laplace, foi restaurado o preco de opgao dependente do tempo necessario.

2.2 Opcoes

2.2.1 Definicoes basicas

Opgoes sao um tipo particular de derivativos no qual o detentor (ou titular) de
uma opcao tem o direito, nao a obrigacao, de exercé-la. No presente texto trataremos

somente sobre as opgoes sobre agoes.

A seguir seguem algumas defini¢oes no mercado de opgoes:

« Exercicio: Exercer uma opcéao, seja de compra ou de venda, significa exercer direito
contratual sobre a comercializagdo de um ativo subjacente. No caso de uma opgao de
compra, o titular exerce sua opgao ao comprar o ativo subjacente da contraparte do
contrato de opgao, também conhecido como o lancador da opg¢ao (ou simplesmente
langador). No caso de uma opgao de venda, este direito é exercido ao se vender o

ativo a contraparte do contrato de opgao (langador).

o Strike: o preco de Strike, ou simplesmente Strike, ou ainda preco de exercicio, é
o preco especificado no contrato de opcao. Este é o preco exercido pelo titular da
opcao no momento do exercicio. Nas equagoes ele costuma ser representado pela
letra K.

« Expiragao: a data de expiracao é o momento em que o titular da opc¢ao deve decidir
se vai exercer ou nao o seu direito de compra ou venda do ativo subjacente. O tempo

até a expiracao do contrato de opg¢ao costuma ser representado por 7'.
« Estilo de exercicio: Ha basicamente 3 tipos de estilo de exercicios de opgoes:
1. Europeias: estas opgoes s6 podem ser exercidas na data de expiragao (instante

T). Sao as mais comercializadas no mercado brasileiro.

2. Americanas: sao opg¢oes que podem ser exercidas a qualquer momento durante

o prazo de expiragao.

3. Bermudas: este estilo de opgoes podem ser exercidas em datas predeterminadas,

geralmente um dia em cada més.

O presente trabalho concentrar-se-a4 no estudo das opgoes europeias, por serem as

com maior liquidez na B3 (Brasil, Bolsa, Balcao).



2.2.2 Classificacao

Outra classificagao das opgoes é se sao de compra (Call) ou de venda (Put). Uma
call d& ao seu titular o direito de comprar o ativo subjacente por um preco predeterminado.
Considere o seguinte exemplo: um investidor compra uma opg¢ao de compra europeia da
empresa ABC com preco de Strike 30 BRL. Como trata-se de uma op¢ao do tipo europeia,
s6 pode ser exercida numa data especifica. O valor da agao da empresa ABC no momento
da compra é 31 BRL. Como o preco de strike da opg¢ao é inferior ao preco atual da agao,
que é o ativo subjacente, diz-se que a op¢ao estd dentro do dinheiro (In The Money).
Na data de exercicio da call, tipicamente a terceira sexta-feira de cada més no mercado
brasileiro, a acao esta sendo negociada na B3 por 28 BRL. Como a opc¢ao de compra dava
o direito ao titular o direito de comprar a agao da empresa ABC por 30 BRL, nao faz
sentido exercer esta op¢ao. Logo, o valor dela vai para zero e diz-se que ela virou po. Neste
caso, o investidor titular perdeu o valor pago pela opgao (prémio da opgao) e o investidor

que disponibilizou a op¢ao no mercado (langador da opg¢ao) embolsou o valor do prémio
pago.

Considere agora que a agao da empresa ABC esta sendo negociado por 35 BRL no
momento do exercicio da opcao. O titular da op¢ao tem o direito de comprar a acao da
empresa ABC por 30 BRL, que é o prego de strike, e vendé-la imediatamente por 35 BRL
no mercado, auferindo desta forma um lucro de 5 BRL = 35 BRL - 30 BRL = Sy — K.
Desta forma, o lancador da opgao sera obrigado a comprar a acdo por 35 BRL e tomard o

prejuizo.

As opgoes também podem estar relacionadas ao direito de venda do ativo subjacente
e neste caso elas sao denominadas opgoes de venda (Put). Para exemplificar, considere
um investidor que comprou uma opcao de venda da empresa BCD, a qual estava sendo
negociada a 50BRL no ato da compra da opc¢do de venda. Considere que o preco de
Strike seja K = 48 BRL. Se no momento do exercicio da put a acao negociada estiver
sendo negociada a S = 40BRL o titular da put pode comprar a agdo no mercado por
S =40BRL e vendé-la imediatamente a contraparte do contrato de put por K = 48 BRL
e terd um lucro de K — S =48 BRL — 40BRL = 8 BRL. O titular da put tem o direito,
nao a obrigagao, de exercer a op¢ao, todavia, a contraparte do contrato da opgao (langador
da put) tem a obrigacao de comprar a agdo pelo preco de Strike, caso o titular queira
exercé-la. Se, todavia, no momento do vencimento da opg¢ao a acao da empresa BCD
estiver sendo negociada a S = b5BRL, entao a Put perde seu valor, o titular perde o
dinheiro investido e o lancador da Put embolsa o valor pago pelo investidor no ato da
compra da opg¢ao. Note que as Puts funcionam como um seguro: caso a valor do ativo

subjacente caia, o titular da opc¢ao pode vendé-lo por um valor predeterminado. Este é o



principio dos seguros automotivos e dos planos de satide. Pode-se entender que as opcoes
de venda funcionam como uma ferramenta de protegao (hedge) dos ativos do proprietério.
Para obter mais informagoes sobre estratégias de hedge usando opgoes de venda, consulte
os trabalhos (ANDEREGG; ULMANN; SORNETTE, 2022; BOROCHIN; WU; ZHAO,
2021; BRIGATTO; FANZERES, 2022; CHI; LIU; CHANG, 2023; CHO; KIM; LEE, 2022;
CHUNG; SHIH; TSAI, 2013; DANILIUK; ROZHKOVA, 2015; NIAN; COLEMAN; LI,
2021). Desta forma, pode-se perceber que hé quatro possibilidades de posigoes em opgoes:
comprado em opcao de compra, comprado em opcao de venda, vendido em opgao de

compra e vendido em opcao de venda.

2.2.3 Moneyness

As opgoes elas ainda podem estar dentro do dinheiro (ITM - In The Money), no
dinheiro (ATM - At The Money) ou fora do dinheiro (OTM - Out Of the Money). No caso
das opcoes de compra, elas estao dentro do dinheiro que o prego da agao S é superior ao
preco de strike K, estdo no dinheiro se S = K e estao fora do dinheiro se S < K. As puts
funcionam de maneira inversa, caso S < K a put esta ITM, se S = K ela estd ATM e
caso S > K, ela esta fora do dinheiro. As opgoes devem ser exercidas se estiverem I'TM.
Esta classificagdo denomina-se moneyness e a Tabela 1 a seguir resume esta classificagdo
(HULL, 2016):

Call | Put

S>K |ITM | OTM
S=K | ATM | ATM
S< K |OTM | ITM

Tabela 1 — Moneyness da opgoes de compra e de venda.

Uma opgao pode iniciar sua vida em um moneyness e ao longo do tempo mudar

esta classificacao, dependendo da flutuagao de seu preco e da agao subjacente.

2.2.4 Payoff

Uma grandeza importante no calculo dos pregos de opgoes é o seu payoff, que pode
ser definido como a diferenca entre o preco de exercicio da op¢ao K e o valor da agao
S. O célculo do payoff depende do tipo de opgao (se call ou put) e da posi¢ao nela (se
comprado ou vendido) (AIUBE, 2013).

Considere um investidor que esteja comprado em uma op¢ao de compra (posigao

Long Call) europeia, o seu payoff serd dado por (LO., 2018):



B S(T) - K, se S(T) > K,
Long Call Payoff = { 0. se S(T) < K (2.1)
= [5(1) - K], (2:2)

A Figura 1 representa o payoff de uma posicao comprada numa opgao de compra:

Long Call Payoff
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Figura 1 — Payoff de uma posi¢ao comprada numa opg¢ao de compra.

Um investidor que esteja comprado em uma opgao de venda (posigdo Long Put)

europeia, o seu payoff serd dado por:

B K —S(T), se K> S(T),
Long Put Payoff = { 0. se K < S(T) (2.3)
= [K-S(1), (2.4)

A Figura 2 representa o payoff de uma posicao comprada numa opg¢ao de venda:

Para um investidor que esteja vendido em uma opgao de compra (posicao Short

Call) europeia, o seu payoff sera dado por (LO., 2018):

Short Call Payoff = { S(T) — K, se K < S(T), (2.5)
0,se S(T) <K
= [K=5(T), (2.6)

A Figura 3 representa o payoff de uma posicao vendida numa opcao de compra:



Long Put Payoff
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Figura 2 — Payoff de uma posi¢do comprada numa opc¢ao de venda.
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Figura 3 — Payoff de uma posicdo vendida numa opgao de compra.

Agora considere um investidor que esteja vendido em uma opgao de venda (posicao

Short Put) europeia, o seu payoff serda dado por:

Short Put Payoff = { K= 5(T), se K> 5(T), (2.7)
0, se K < S(T)
_ K- S(T), 23)

A Figura 4 representa o payoff de uma posicao vendida numa opcao de venda:
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Figura 4 — Payoff de uma posi¢ao vendida numa opc¢ao de venda.

O grande questionamento no mercado de opgdes é: qual o valor justo (fair value)

de uma opg¢ao?

2.3 Distribuicao lognormal

Uma importante distribuicao de probabilidade que aparece constantemente em
finangas é a distribuicao lognormal. Ela é comumente utilizada para modelar os pregos
de ac¢oes no mercado. Considere uma variavel aleatéria X que segue uma distribuicao

lognormal com parametros i e o tem fungdo densidade dada por (HULL, 2016):

1 (Inz — u?)
fx(@|p, o) = oy l_W] (2.9)

Se X segue distribui¢do lognormal, entdao ¥ = In X segue distribuigdo normal
com média p e varidncia o?. Simbolicamente: Y ~ N (i, 0?). A média e a variancia da

Distribuicao Lognormal é dada pelas Equacoes 2.10 e 2.11, respectivamente, por:

(X) = B[X] = Elexp(Y)] = exp <u + ";) (2.10)

Var[X] = Var[exp(Y)] = exp(u + 0?) [exp (02) - 1} : (2.11)
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Distribuigao lognormal - densidade de probabilidade.

= parametros: u =0, o = 0,5.

0.8 1

0.6

0.4

0.2 1

0.0 1

Figura 5 — Funcao densidade da distribui¢do Lognormal.

O modelo de comportamento dos pregos das agoes (spot price), Sr, usado por
Black, Merton e Scholes pressupoe que as mudancas percentuais em S em um periodo de
tempo bastante curto sao lognormalmente distribuidas. Seja p o retorno esperado sobre
a acao por ano e seja o a volatilidade do preco do acao por ano. Uma variavel aleatoria
lognormal pode assumir qualquer valor entre zero e infinito. A Figura 5 ilustra o formato
dessa distribuicao. Diferentemente da distribuicdo normal, ela é assimétrica de modo que
a média, mediana e moda sejam todas diferentes. Utilizando as Equagoes 2.10, 2.11 e as

defini¢oes de p e o é possivel demonstrar que:

(St) = Soexp(uT), (2.12)

Var(Sy) = 53 exp(2uT) [exp(o®T) — 1] . (2.13)

2.4 O Modelo de Black-Scholes

No inicio da década de 1970, Fischer Black, Myron Scholes e Robert C. Merton
desenvolveram um modelo de precificacao de opc¢oes europeias que ficou conhecido como
modelo de Black-Scholes-Merton ou simplesmente Black-Scholes (BLACK; SCHOLES,
1973). O modelo de precificagdo de Black-Scholes é aplicado somente a opgoes do tipo
europeias. Nao ha ainda um modelo analitico para a precificacao de opgoes do tipo
americanas; todavia, ha diversos trabalhos nos quais sao desenvolvidos modelos numéricos

para a precificagdo de tais derivativos, como pode ser visto nos trabalhos de (SHEN;
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HUANG; MA, 2023; YAN et al., 2022; SHASHIASHVILI, 2023; HUSSAIN et al., 2023;
SHIRZADI et al., 2023; LI; WU, 2023; XIANG; WANG, 2022; HUANG et al., 2024,
LEE; HA; KONG, 2024; BOIRE; REESOR; STENTOFT, 2023). Outra ideia por tras do
modelo de Black-Scholes é que os retornos esperados, u, exigido pelos investidores em uma
acao depende do nivel de risco da ac¢ao. Quanto maior o risco envolvido, maior o retorno
esperado. O retorno também depende do nivel das taxas de juros na economia: quanto

maiores as taxas de juros, maior o retorno esperado exigido sobre uma agao.

0f L, g0f |1 2600°F _
5, TS gt o0t o =t (2.14)

onde f é o prego da opgao, S € o spot price, r é a taxa de juros livre de risco, em particular,
n6s usamos a SELIC: 13, 75% por ano (taxa que vigorou durante a coleta dos pregos das

opgoes estudadas neste documento) e o é a volatilidade da agao.

A volatilidade, o, de uma agdo é uma medida da incerteza sobre os retornos ofere-
cidos por ela. Ha diversas formas de se calcular a volatilidade de uma acao, constituindo
assim, um ramo da pesquisa em Econofisica e Econometria (COOK; LUO, 2023; PEL-
LEGRINO; COSTANTINO; TAURO, 2019; DAGLIS et al., 2020; SONG et al., 2024;
MOHSIN; JAMAANI, 2023; LU et al., 2023; YANG et al., 2022; LIN et al., 2022; CHEN;
ZHENG; HAO, 2022).

A solucao da Equacao 2.14 sao as féormulas de Black-Scholes-Merton para a precifi-

cagdo de uma Call (¢) e de uma Put (p) europeias. As férmulas sao:

¢ = SyN(dy) — K exp(—rT)N(ds) (2.15)

p = Kexp(—rT)N(—ds) — SoN(—d) (2.16)

onde:
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ln<?>+<r+gj(T—ﬂ
= oVl —t
5 T | (2.17)
d21“<K)+a<T2t><T LR

O termo N (ds) nas Equagdes 2.37 e 2.16 é a probabilidade de que uma opgao de

compra sera exercida em um mundo neutro ao risco.

0,

2 4

Figura 6 — A area sombreada representa N(z = 2).

No modelo de Black-Merton-Scholes é utilizada a capitalizagao continua:

2.4.1 Capitalizacao continua

Sejam PV e FV respectivamente o capital inicial (Present Value - PV) e o capital
(Future Value - F'V') ao fim de um periodo. Se aplica-se capitalizagdo anual, a taxa de
rentabilidade, R, resultaria da resolu¢ao da equagao (NICOLAU, 2012):

FV = PV(1 + R,). (2.18)

Aplicando 100 BRL a uma taxa de 10% a.a. durante um ano: FV = 100(1 +
0,1) = 110 BRL. Quando a taxa de juros é mensurada com capitalizagdo semestral, isso
significa que Ry = 5% (onde Ry é a taxa de capitalizacao semestral) sao obtidos a cada 6

meses (0,5 ano), com os juros sendo reinvestidos. Nesse caso, os 100 BRL crescem para
100 x 1,05 x 1,05 = 110, 25 BRL; ou

R 2
FV:PV@+ﬂ. (2.19)
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Se a taxa de juros for mensurada com capitalizacao trimestral, significa dizer que
Ry = 2,5% (onde Ry, é a taxa de capitalizagao trimestral) sdo obtidos a cada trés meses,
com os juros sendo reinvestidos. Logo, os 100 BRL crescem para 100 x 1,025* = 110, 38

BRL. De maneira algébrica, temos:

Rtr 4
FV = PV (1 - ) | (2.20)

Se a capitalizacdo é continua (capitalizagdo minuto a minuto, segundo a segundo,

etc) entao o capital F'V pode interpretar-se como o limite de

FV = lim PV (1 4 T) . (2.21)
n—oo n
Mas
r n
lim (1+) —e. (2.22)
n—oo n

Logo, para generalizar nossos resultados, considere um capital inicial PV investido

por T" anos a uma taxa de juros R por ano, o valor final do investimento é

FV =PV(1+R). (2.23)

Se a taxa é composta m vezes por ano, o valor final do investimento é

R Tm
FV =PV (1 + ) . (2.24)
m

Quando m = 1, a taxa também é chamada de taxa de juros anual equivalente
(HULL, 2016). Com capitalizacao continua, o valor PV investido por T anos a taxa r

cresce até

FV = PVexp (rT). (2.25)

Desta forma, o termo que aparece nas Equagoes 2.37 e 2.16 representa um desconto
sobre o preco de strike K. Dito de outra forma, o valor K é preco que o titular da opcao
exercera numa data futura, caso a opgao esteja dentro do dinheiro (/7TM). Como o dinheiro
muda seu valor com o decorrer do tempo, o valor K da data de expiragao da opg¢ao nao
tem o mesmo valor hoje. Para descobrir qual o valor de K hoje, aplica-se um desconto em

capitalizacao continua: K exp(—rT).
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2.5 A equacdo do calor e o modelo de Black-Scholes

2.5.1 A equacao do calor

A mais geral Equagao Diferencial Parcial Linear de Segunda Ordem é dada
por (BASSALO; CATTANTI, 2011):

0%u 0%u 0%u ou
—4+B —+D —+F
(%2%— (x, t)6x8t+o(x’t) 5 +D(z,t) 8a:+ (z,t)

du

A

+F(z,t)u = G(z,t). (2.26)

A Equagao 2.26 segue a seguinte classificagdo (para qualquer ponto (x,t) no dominio

de u(x,t)):

Hiperbdlica | B? — 4AC > 0
Parabdlica | B? — 4AC =0
Eliptica B? —4AC <0

Tabela 2 — Classificacao da Equacoes Diferenciais Parciais Lineares de Segunda Ordem.

Como exemplo, podemos citar a Equacao de Fourier ou da Condugdo de Calor
(IORIO, 2011):

ou 0%

— =o', 2.27

ot Ox? (227)
onde u = u(z,t), r € R, t > 0 e a? é uma constante. Em dimensoes maiores, a Equacgio

de Fourier fica

0
84: = a2Au, (2.28)
onde u = u(x,t), v = (x1, -+ ,x,) € R", t >0 e A é o laplaciano em R" (para varidveis

espaciais q, - -+ , x,). A Equacio 2.27 é parabdlica, pois A =1, B=C =0 — B?—4AC =
0.

Ha pesquisas sobre a resolugao da equacao de Black-Scholes, como pode ser visto
nos trabalhos de (MOHAMMADIZADEH et al., 2023; PATSIUK; KOVALENKO, 2018;
ARABAS; FARHAT, 2020; RASHIDI; HEJAZI; MOHAMMADIZADEH, 2022; CHOI;
CHOI, 2018; WANG; YUAN, 2019; RAO; MANISHA, 2018). No presente documento, a

equacao de Black-Scholes foi transformada na equagao de Fourier e depois resolvida.

2.5.2 Transformando a equacao de Black-Scholes na equacdo do calor

Para transformar a Equagao Diferencial de Black-Scholes (2.14) na Equagao de

Fourier (2.27), devemos, primeiramente fazer uma mudanga de notagao: escrevemos que o
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preco da opgao serd ¢ = ¢(Sy, tlo, K, r), uma vez que o valor justo de uma op¢ao é fungao
do prego do ativo (S;), do tempo () até a maturidade da opgao e o terno (o, K, ) sdo os
parametros: volatilidade o do ativo, o preco de Strike K e a taxa de juros livre de risco
(r). Esses pardmetros sdo mantidos constantes durante o intervalo de tempo das opgoes
estudadas. A volatilidade é usada neste texto é definida como o desvio padrao da série
de precos de opcoes desde seu langamento até a data de expiragdao. O preco de Strike
(K) é fixado no langamento da op¢ao no mercado e também nao pode ser alterado ao
longo do tempo. A taxa SELIC (Sistema Especial de Liquidagao e Custédia) é fixada pelo
Comité de Politicas Monetarias (COPOM) a cada 90 dias e durante a coleta das séries de
precos das opgoes usadas no presente documento a referida taxa nao sofreu alteragoes,
permanecendo constante e igual a 13, 75%. Para facilitar a notagdo, escreveremos S; = s,
destacando a diferenca entre a variavel aleatoria S; e o valor assumido por ela s. Logo,

escrevemos ¢ = ¢(s, t):

dc de 1 , 0%
E—FTS%—F?U S @—TC, (229)

onde S >0e0<t<T.

Agora, tomemos as seguintes condigoes de contorno:

« Se o valor da empresa zera, ou seja, S; = 0, todos os precos subsequentes também
sao iguais a zero. Isso pode ser compreendido como uma barreira de absor¢ao do

Processo Geométrico Browniano. Matematicamente podemos escrever que limg, ¢:

limc(s,t) =0, (2.30)

s—0

te[0,T).

e Se o valor da empresa cresce indefinidamente, o mesmo ocorre com o preco da op¢ao,

matematicamente:

lim ¢(s,t) = s, (2.31)

S§—00

te€0,7).
« a condicao terminal, ou seja, a data da maturidade da opcao (t — T') é dada por

lim ¢(s,t) = [S(T) — K]

t—=T

o (2.32)

conforme a Equagao 2.2.
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A primeira mudanga de varidveis a ser realizada transformard c(s,t) em f(z,7),

onde 7 é o tempo remanescente para a maturidade da opgao, serda (AIUBE, 2013):

s = K exp(z), (2.33)

onde —0o < r < o0 e K é uma fator de escala que sera eliminado. Tomando a

derivada:

dx 1
- _ 2.34
s exp(—x) (2.34)

Essa sera a definicdo de 7 para estas transformacoes matematicas:

S ;UZ(T _— (2.35)

1
ondeO§t<TeO<T§§0'2T.

Tomando a derivada da equacao 2.35:

dr 1,
_ L 2.
o 20 (2.36)

Agora definiremos uma fungao f(z,7) que mapeard a c(s,t):

c(s,t) = Kf(x,1). (2.37)

Onde o fator de escala K (prego de Strike da opgao) serd eliminado em passagens
futuras. Para reescrevermos a equacao de Black-Scholes, precisaremos calcular as seguintes

derivadas:

dc 1 , . 0f
oc af
M exp(—a:)—ax, (2.39)

Pc  exp(—x)0f N exp(—z) 0 f

95 K o0 K 012 (2:40)

2
Fazendo r = k;% e utilizando as equagoes 2.38, 2.39 e 2.40 obtemos:
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O*f of of B
@‘F(K—l)%—g_kf—o' (2'41)

Agora utilizaremos a seguinte condi¢ao de contorno:

c(s,T) = Kf(z,0) = K max[exp(x) — 1,0)]. (2.42)

Logo,

f(z,0) = [exp(z) — 1], . (2.43)

Agora precisaremos de outra transformacao:

f(z, 1) = exp(ax + Br)u(z, 7). (2.44)

A condigao de contorno em termos de u:

u(z,0) = exp(—azx) f(x,0). (2.45)

Precisaremos calcular novamente as derivadas parciais:

g‘j = exp(azx + O71) <5u + ?j) ; (2.46)
gi = exp(ax + 571) (au + ?;) : (2.47)
2 2
gxé = exp(azx + A7) <a2u + 2042/; + g;g) . (2.48)

Inserindo as equagoes 2.46, 2.48 e 2.48 na equagao 2.41, obtemos:

ou  0*u ou
5 = o T Qatk =12 +[(a+k)(a—1) - flu (2.49)

Impondo a condi¢ao de que os coeficientes dos dois tltimos termos do segundo

membro sao nulos, obtemos:

a = —=(k—1), (2.50)

f o= —i(k+1)2. (2.51)
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Agora podemos escrever:

(@, 7) = exp ;(/f g i(k + 192 u(z, 7). (2.52)

Podemos reescrever o problema da seguinte forma:

g:f _ gig, (2.53)
u(z,0) = max {exp B(l{: + 1)x] — exp B(l{: — 1)4 ,0} . (2.54)

ondeco <z <ooerT>0.

Ou seja, o problema descrito em 2.53 é a classica equacao de difusdo do calor. Esta
foi a equacao resolvida pela rede neural neste trabalho. No mundo real, temos o prego
das opgoes (c) em BRL (Reais) e a rede resolve a equagao de Fourier utilizando um prego
generalizado (u), cuja unidade é uma unidade arbitraria. A relacdo entre ¢ e u pode ser
obtida através das equagdes 2.37 e 2.52 (AIUBE, 2013):

o(s,1) = K exp ;(k e i(k + 1027wz, 7). (2.55)

Com a Equacao 2.55 é possivel tomar o prego generalizado, oriundo da resolucao

da NN e transformé-lo no preco real da op¢ao, medido em BRL.

2.6 Redes Neurais

Na tentativa de simular processos de aprendizagem de maquina, o cérebro humano
se mostrou como um modelo natural que inspirou diversas pesquisas. Os neuronios sao
células relativamente simples que trocam informacoes por meio de sinapses. Cada um
desses neurdnios esta conectado a varios outros, o que permite muitos atuem em paralelo

e isso ¢é responséavel pelo funcionamento do cérebro (FACELI et al., 2023).

O presente texto apresenta a solucao da equacao de Fourier através de uma Rede
Neural Artificial (ANN - Artifitial Neural Network) ou simplesmente Rede Neural (NN -

Neural Network). Neste texto utilizaremos a ultima nomenclatura.

As NN sao sistemas computacionais distribuidos compostos de neurdnios artificiais
(também conhecidas como unidades de processamento simples) densamente interconectadas
que computam fungdes matemdticas (FACELI et al., 2023). Segundo (HAYKIN, 2001):
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Uma Rede Neural (NN) pode ser entendida como um grafo orientado que possui

elos sinapticos e de ativagdo. Uma rede neural (NN) tem quatro propriedades:

1. Cada neurtnio da rede apresenta um conjunto de elos sinapticos lineares, um bias
aplicado externamente (coeficiente linear) a uma entrada fixa em +1 e um elo de

ativacao tipicamente nao linear.
2. Os sinais de entrada nos elos sinapticos sao ponderados pelos elos sinapticos.

3. A soma ponderada dos sinais de entrada define o campo local induzido do neurénio

em questao.

4. Para produzir a saida do neur6nio, o campo local induzido pelo neurénio é limitado

pelo elo de ativagao.

2.6.1 O neurdnio

Input Neurdénio com bias
) N
n
p. w ; a

) 4

a=f(wp+b)

Figura 7 — Diagrama de um neurdnio.
Fonte: autoria propria.

A entrada do neurdnio é o escalar p o qual é transmitido através de uma conexao
que multiplica sua forca pelo peso escalar w, para formar o produto wp, também um
escalar. Em seguida ¢é adicionado um bias escalar b, deslocando a funcao para a esquerda.
O bias é muito parecido com um peso escalar, a nao ser pelo fato de ser constante e igual
a 1. A entrada ponderada wp + b é o argumento da fungao de transferéncia (ou fungao de
ativagdo) f (DEMUTH; BEALE, 2004).

Essas caracteristicas podem ser descritas de maneira mais aprimorada por uma

funcao nao-linear. Uma transformacao afim com pardmetros de aprendizagem é usada
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pela maioria das redes neurais, que sao entao seguidas por uma funcao fixa, nao-linear
conhecida como funcao de ativacao ou funcao de transferéncia. Essas func¢oes sao aplicadas
a cada neuronio na rede neural e introduzem nao-linearidades no modelo. As fun¢oes de
transferéncia permitem que a rede neural aprenda a representar relacoes complexas nos

dados de entrada (GOODFELLOW; BENGIO; COURVILE, 2016).

2.6.2 Uma camada de neuronios

Dois ou mais neurénios como os representados na Figura 7 podem ser combinados
em uma estrutura denominada camada de neurdnios, e uma rede especifica pode conter
uma ou mais dessas camadas. Primeiro considere uma tnica camada de neurdnios como

representado na Figura 8:

Input Camada de neurdnios
in nq al,l\
>< "
f, CEW)
f_3 A3
b3

L G J
a=f(Wp+b)

Figura 8 — Diagrama de uma camada de neur6nios.
Fonte: autoria prépria.

Nesta rede, cada elemento do vetor de entrada p = {p1, p2,p3} é conectado a cada
entrada de neurdnio através de uma matriz de pesos W, exibida na Equacao 2.56. Nesta
matriz, as colunas representam os elementos do vetor de entrada p e as linhas representam
os neurdnios da camada. No presente exemplo, temos 3 elementos no vetor p e temos 3
neurdnios de entrada, resultando numa matriz 3 x 3. O i-ésimo neur6nio recebe o produto
interno p - W e ¢é acrescido do bias b; (o conjunto de bias forma o vetor b = {by, by, b3}).
O resultado dessa operagao é o escalar n; (n = {ny,n2,n3}). Ao aplicar n; a fungao de
transferéncia f obtemos a saida da rede: o escalar a;, que constituem o velor de saida

a = {ay,as,a3}. A expressdo matematica é mostrada parte inferior da Figura 8.
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w1 Wi W13
W = |wy1 wyo wag (2.56)

w31 W32 W33

De maneira geral, considere um vetor de entrada com R entradas p = {p1,...pr}
e uma rede constituida por S neurdnios. A matriz de pesos Wgen é dada por(DEMUTH;
BEALE, 2004):

wyp Wi ... W1R
W1 W22 ... W2R

Wen = (2.57)
wSJ ws’g Ce UJS’R

Para facilitar a visualizacdo, vamos construir um diagrama de camada de rede

neural resumido na Figura 9:

Na Figura 9 a matriz de pesos Wgey, tem dimensoes S x R. Como definido anteri-
ormente, uma camada de neuronios é constituida pela matriz de pesos, as operagoes de
multiplicagdo (produto interno), o vetor de bias b = {by,...bs} e as fungdes de transferén-
cia f. Apés as entradas do vetor p serem aplicadas a matriz peso e adicionado o bias da
respectiva entrada i, b;, é gerado o vetor n = {n;,...ng}, o qual serd aplicado a funcao de

transferéncia f. A saida da rede serd o vetor a = {aq,...ag}.

Input Camada de neurdénios

( \ A
p

—— W a
e
1

T—| b

(" J U )
a=f(Wp+b)

Figura 9 — Diagrama resumido de uma camada de neurdnios.
Fonte: autoria propria.
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Input Camada 1 Camada 2 Camada 3
C N N N A
P o o [w32 a’=y
n1 51)(7 2 1 |']z 52X7 3 2 n3 53)(7
>| 1 $°xS >| 2 xS >|f3
® S'x1 ® Sx1 ® S3x1
1—> 1—> 1 m
S'x1 S' s2x 1 s* $x1 5
(FJ J U ) U )
a’=f’(IVV"1p+b') 02=f2(L W2'1a1+b2) a3=f3(LW3,1a2+b3)

a*=fALWAFH(LWA 'f (IW"'p+b")+b?)+b=y

Figura 10 — Diagrama resumido de trés camadas de neurénios.
Fonte: autoria proépria.

2.6.3 Multi Layer Perceptron

A Figura 10 apresenta um diagrama resumido para uma Rede Neural com trés
camadas. Os pesos das camadas sao representados por IW (Input Weights), ou seja, os
pesos da camada de entrada; e por LW (Layer Weights): pesos das camadas intermediarias

(ocultas).

A metodologia mais utilizada no treinamento de NN é o de Propagacao Retroativa
do Erro (Error Backpropagation) ou simplesmente Backpropagation. Trata-se de um método
de aprendizagem supervisionado, no qual o ajuste dos pesos sinapticos ¢é realizado de
forma a minimizar o erro total das saidas da NN. O principal objetivo desta metodologia é
ajustar esses pesos sinapticos da NN durante o treinamento com base em um conjunto de
pares de entrada-saida. Esses pares sdo denominados padroes de aprendizagem (FILHO,
2023). Para que esse algoritmo pode ser utilizado a fungao de ativagao precisa ser continua,
diferenciavel e, de preferéncia, nao decrescente. Para mais detalhes sobre Backpropagation

ver (GOODFELLOW; BENGIO; COURVILE, 2016).
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3 Objetivos

3.1 Objetivo Geral

Estudar metodologias de resolucao da Equacgao de Black-Scholes, Equacoes Dife-
renciais Parciais Parabodlicas, por meio de redes neurais e utilizar essas metodologias para

a previsao de séries temporais continuas.

3.2 Objetivos Especificos

o Estudar o funcionamento das op¢oes europeias.

« Modificar a equagao de Black-Scholes (Equagao Diferencial Estocastica) para transformé-

la na equagao do calor (Equagao Diferencial Parcial Parabdlica de Segunda Ordem).

o Implementar uma rede neural utilizando os pacotes: Torch e Neurodiffeq. Essa rede

resolverd a equacao diferencial proposta.
 Coletar séries de precos de opgoes europeias disponiveis na B3 (Brasil, Bolsa, Balcéo).

» Resolver a equacao do calor equivalente a equacgao de Black-Scholes e comparar com

os dados obtidos do mercado brasileiro.

« Avaliar o desempenho da rede neural através de medidas estatisticas.
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4 Metodologia

4.1 Sobre os dados

Neste trabalho foram utilizados pregos de opcoes de compra (calls) sobre as agoes
preferenciais de Petrobras (PETR4) e sobre a¢oes ordinarias de Vale (VALE3). As cotagoes

didrias das acoes podem ser obtidas gratuitamente no site do Yahoo Finance !.

No mercado brasileiro sao comercializadas opgoes de compra e venda europeias e
opgoes de compra americanas. Nao ha comercializacdo de puts americanas. As cotagoes
didrias das opcoes também podem ser obtidas gratuitamente no site da ADVFEN 2. Estes
dados apresentam uma particularidade em sua disponibilidade: a data padrao para o
exercicio das opg¢des no mercado brasileiro é a terceira quinta-feira de cada més. Na época
da aquisicao dos dados deste texto, s era possivel visualizar as séries até a quinta-feira
a noite e o preco que aparecia era o da quarta-feira. Por volta das 19:00 da quinta-feira
anterior ao vencimento da série de opgoes, os precos eram retirados do ar. Portanto, para
realizar a aquisicao dos dados desta tese, era necessario realizar a coleta na quinta-feira

anterior ao vencimento da opc¢ao até o inicio da noite.

As opcgoes sao nomeadas da seguinte maneira: os primeiros quatro caracteres
informam o ativo, o quinto caractere informa se é uma opcao de compra ou venda e a data
de seu vencimento. Ainda ha 2 ou 3 caracteres numéricos para a identificagdo da opcao.
Por exemplo: a opcado VALEDG655 é uma opg¢ao de compra sobre a acao ordinaria VALE3
cujo valor de Strike é K = 66,97 BRL. A letra D indica que é uma call com vencimento
em abril (MOLERO; MELLO, 2020).

No mercado brasileiro, as opcoes tem vencimento mensal, normalmente na terceira
sexta-feira de cada més, embora esta data possa variar. A Tabela 3 mostra a organizacao

dos vencimentos das op¢oes no mercado brasileiro:

A escolha pelas opgoes sobre Petrobras e Vale se deve ao alto volume de negociacao
envolvendo os derivativos sobre essas empresas, possibilitando assim a obtencao de séries

de precos mais longas e melhorando o treinamento da NN.

https://finance.yahoo.com
2 https://br.advfn.com/
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Tabela 3 — Vencimentos da séries de opcoes no mercado brasileiro.

MES | CALL | PUT
Janeiro A M
Fevereiro B N
Margo C O
Abril D P
Maio E Q
Junho F R
Julho G S
Agosto H T
Setembro I U
Outubro J A%
Novembro K A\
Dezembro L X

4.2 Sobre a NN

Foi utilizada uma rede neural (NN) Multi Layer Perceptron (MLP) implementada
em uma biblioteca denomianda Neurodiffeq (CHEN et al., 2020), escrita em linguagem
Python 3. A NN foi treinada por 30000 épocas na primeira etapa do trabalho, onde foi
verificada a capacidade de aprendizado da rede. Na segunda etapa, quando foi avaliada a
capacidade de previsibilidade da NN, esta foi treinada por 60000 épocas. Foram utilizadas
duas camadas ocultas, cada uma com 32 neurdnios. Foram utilizdas duas variaveis de
entrada: 7 (Equagao 2.35)e z (Equacao 2.33) e a saida da rede foi u(7,x), um prego de

opcao generalizado.

Trata-se de um problema de aprendizado supervisionado, no qual a resposta correta
é dada pela equacao diferencial dada pela Equacao 2.27. As condi¢oes de contorno foram
dadas pelos pregos reais das opgoes sobre as agoes preferenciais de Petrobras (PETR4) com
vencimento em janeiro (PETRA) e abril (PETRD). Também foram utilizadas as opgoes de
compra sobre as acoes ordinarias da VALE (VALE3) com vencimento em abril (VALED).
Essas opcoes foram obtidas gratuitamente no site a ADVFN 3. Na primeira etapa do
experimento essas séries foram utilizadas para avaliar a capacidade de aprendizado da NN,
nao havendo tentativa de previsao. Na segunda etapa do trabalho, essas mesmas séries
foram utilizadas para tentar avaliar a capacidade de previsao da NN. Nas duas etapas
também foi inserida o grafico exibindo a soluc¢ao analitica de Black-Scholes para efeito de

comparagao com os métodos numéricos apresentados.

A fungao de ativagao utilizada foi a Tangente Hiperbdlica:

3 http://https://br.advfn.com/
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tanh(x) — exp(2x) — 1

" exp(n) 1 )

O gréafico da Tangente Hiperbdlica é exibido na Figura 11:

109

0.8
0.6
0.4

0.2

-15 -1 -0.5 0.5 1 15

04F
06

-0.8

Figura 11 — Tangente Hiperbodlica. Fonte: autoria prépria.

O dominio da fungao tangente hiperbélica é (—oo, 00), contradominio (—1,1) e

apresenta assintotas horizontais em y = —1 ey = 1.

4.2.1 Como a NN resolve uma Equacao Diferencial

A resolucao de uma Equacao Diferencial através de uma NN pode ser encarado
como um problema de otimizacao. Seja D(-) um operador diferencial e seja u uma possivel

solucao de D(+). Agora considere uma Equagao Diferencial na forma

D(u) — F = 0. (4.2)
onde F é conhecida como Funcao Forca. Em Fisica esta funcao pode ser entendida
como um termo de fonte ou de sumidouro.

Seja @ a saida da NN se @ é uma solugao trivial da Equagao DiferencialD(-), entao

o resido R (@) é dado por:

R(@) = D(d) — F. (4.3)

Desta forma, uma NN pode ser treinada para otimizar a solugao @ com uma funcao
perda dada pela Equacao 4.3. Portanto, resolver uma Equacao Diferencial é um problema

de minimizacao.
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Para garantir que as condig¢Oes iniciais sejam satisfeitas, a funcao @ pode ser
substituida pela solu¢ao modificada %. Por exemplo, se é dada uma Equacao Diferencial
no espago x e no tempo t com condigoes iniciais em t = ¢, dadas pela fungao wu,(x), a

solucao pode ser escrita como

a(z,t) = wp(x) + [1 - e’(t’tO)} a(z,t). (4.4)

De maneira geral, outras condi¢oes iniciais podem ser implementadas na forma

u(x,t) = Az, t; Thoundary, to)U(z, ) (4.5)

onde A(z,t; Tpoundary, to) € selecionada de forma que @(z,t) tenha as condicoes iniciais e de
contorno corretas. Todas essas condigoes estao implementadas na biblioteca Neurodiffeq
(CHEN et al., 2020).

No presente trabalho, a NN gera o conjunto de dados a cada época de treinamento,
ou seja, o target é dado pela resolugao da Equacao do Calor (Equagio eq:GeneralHeatEquation)
e a Condigoes de Contorno sao dadas pelas séries de precos praticadas no mercado de
derivativos. Cada vez que a Equagao Diferencial é resolvida, é gerado um novo conjunto

de dados. Ou seja, é possivel gerar infinitos conjuntos de dados de treinamento.

4.2.2 Aprendizado da rede

Este trabalho foi dividido em duas etapas, na primeira foi avaliada apenas o

aprendizado da NN e na segunda foi testada a capacidade de previsao da NN.

Na primeira etapa foram utilizadas as séries completas de pregos para treinar a NN.
Como foram utilizados precos generalizados (x e u) e a medida de tempo generalizada (1),
foi necessario transformar para as unidades que utilizamos no mercado (BRL e dias). Isso
foi feito utilizando a Equacao 2.55. Esses resultados serdo exibidos nas tabelas 4, 5 e 6 no
Capitulo 5.

Na segunda etapa as séries de pregos foram divididas em 2 conjuntos: treinamento
e teste. As janelas de previsao foram de 1 dia, 5 dias e 10 dias. Assim como na primeira
etapa, foi necessario transformar os precos generalizados em precos reais e os resultados
podem ser vistos nas tabelas 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 e 15 no Capitulo 5. Para avaliar o

desempenho da NN foram utilizadas as métricas de erro apresentadas na Secao 4.3.
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4.3 Meétricas de erro

4.3.1 Erro Médio Absoluto (MAE)

O MAE (Mean Absolute Error) uma medida de erros entre pares de observagoes.
E calculado como o valor absoluto da diferenca entre os valores reais (Y;) e os valores
estimados (}Afz)7 sobre o tamanho da amostra. Tal como acontece com outras medidas de
erro, quanto mais perto de zero, menor o erro da estimativa e melhor o desempenho do

modelo.
1 X .
MAE:—Z|Y,-—Y,-| (4.6)
N =

4.3.2 Erro médio quadrado (MSE)

O MSE (Mean Square Error) é a distancia euclidiana dos quadrados dos erros. E a
diferenga quadrada entre os valores reais (Y;) e os valores estimados (Y;). Uma vez que as
diferencas sao quadradas, isso sempre resulta em valores positivos. Quanto mais préximo

o MSE estiver do zero, menor serd o erro associado as medigoes.

1 & .
MSE = ¥ (Y- Y;)? (4.7)
=1

4.3.3 Erro percentual médio absoluto (MAPE)

E também uma medida de precisio. O MAPE (Mean Absolute Percentage Error)
E a diferenca entre os valores estimados (V;) e os valores reais (Y;), divididos pelo valor
real, no médulo. A soma destas proporcoes é dividida pelo tamanho da amostra. Quanto

mais perto de zero, menor o erro da estimativa.

1 N
MAPE:N;

Y, -V,
Y;

(4.8)

4.3.4 Previsdo de Mudanca de Direcdo (POCID)

Ao prever se o valor da série ird aumentar ou diminuir nas préximas etapas do
tempo, o indicador Previsdo de Mudanga de Dire¢gao (POCID - Prediction of Change in
Direction) é uma medida que permite uma contabilizagdo do niimero de decisdes precisas.
Matematicamente (FERREIRA; VASCONCELOS; ADEODATO, 2008):
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N
> D;

POCID = 100% (4.9)

onde

(Y= Yi) x (Yi=Yi) >0
I L (4.10)
0, Caso contrario.

—_

O valor do POCID pode variar de 0 a 100%, onde o modelo perfeito atinge o valor
de 100

4.3.5 Variancia Média Relativa (ARV)

A ltima medida de avaliagdo relevante é a Varidncia Média Relativa (ARV -
Average Relative Variance) (FERREIRA; VASCONCELOS; ADEODATO, 2008):

>

=
|
>

s
Il
—

ARV = (4.11)

==
M=
A
=

ﬁ
I
—

onde N, Y e Y s30 0s mesmos parametros das outras medidas de avaliacdo, e 0 Y é a
média da série temporal. Quando o valor ARV é igual a 1 (um), o predictor executado
comporta-se como se fosse a média da série; quando o valor é maior do que 1 (um), usar o
preditor é pior do que usar a média da série temporal; e quando o ARV é menor do que 1
(um), o preditor realiza uma estimativa melhor do que a média. Portanto, o preditor tende
a ser o modelo ideal quando o ARV diminui para zero e é 1til se o valor do ARV é menor

que 1.
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5 Resultados

Neste capitulo sao analisados os resultados obtidos. Foram analisadas trés séries de
precos de opcoes: PETRA (opgoes de compra sobre PETR4 com vencimento em janeiro
de 2023), PETRD (op¢oes de compra sobre PETR4 com vencimento em abril de 2023) e
VALED (opgoes de compra sobre VALE3 com vencimento em abril de 2023). Os custos
operacionais foram desprezados nas analises realizadas. Nos graficos a serem exibidibos

também foi apresentada a solugao analitica de Black-Scholes (BLS).

5.1 Aprendizado da NN

5.1.1 PETRA

Para as calls sobre PETR4 com vencimento em janeiro de 2023 foram tomadas 12
séries de opgoes. A Tabela 4 exibe as métricas de erro entre os valores calculados pela NN
e os valores de mercado das respectivas opgoes. As métricas de erro calculadas foram o
MAE, MSE, MAPE, POCID e ARV, as quais foram definidas no Capitulo 4. A Tabela 4
também exibe o tamanho N da série de precos e os respectivos precos de Strike K, em
BRL.

Tabela 4 — Erros Estatisticos para Rede Neural (NN) MLP das Opgoes de Petrobras com
o modelo de Black-Scholes - Série A para PETR4. O melhor valor para cada
medida de erro da NN estd em negrito.

PETRA | K (BRL) MAE MSE MAPE POCID ARV N
332 24,76 0,980 1,295 1,257 75,000 0,004 61
357 26,26 1,145 1,641 2,590 77,358 0,023 54
356 25,76 1,345 2,064 2,733 82,353 0,020 52
366 26,76 1,141 2,337 2,114 71,667 0,020 61
342 25,26 1,530 2,706 2,357 84,314 0,019 52
266 17,76 5,749 37,778 0,800 53,333 0,013 61
391 22,76 1,179 1,888 0,528 78,333 0,003 61
321 22,26 1,670 4,563 0,533 71,667 0,006 61
282 18,76 6,231 42,81 1,084 72,340 0,019 48

53 15,26 2,800 10,538 0,598 46,154 0,023 40
108 13,76 8,418 73,457 0,820 72,414 0,032 30
362 27,26 1,011 1,942 2,163 68,333 0,020 61
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Nesta etapa do experimento estamos interessados em avaliar a capacidade da NN
em modelar os dados e comparar tais resultados com a solucdo analitica da Equacao de
Black-Scholes, Equacao 2.37. Como pode-se observar, a call PETRA332 (K = 24,76 BRL)
apresentou os menores valores de MAE e MSE (0,980 e 1,295, respectivamente) sendo a
melhor em dois critérios, todavia, a opcao PETRA391 (K = 22,76 BRL) apresentou os
menores valores de MAPE e ARV (0,528 e 0,003, respectivamente), também sendo a melhor
em dois critérios. Por conta disso, os seus graficos sao exibidos nas Figuras 12a e 12b,
respectivamente. Ao observar os graficos, pode-se verificar que a modelagem de PETRA332
estd ligeiramente mais proxima dos valores reais da opgao (curva azul). Escolhemos o MSE
como a principal métrica de erro para critérios de desempate de desempenho entre os
dados. O pior caso apresentado pela NN foi o de PETRA108 (K = 13,76 BRL), a qual
apresentou o valor mais alto de MSE (73,457). A solugao analitica de Black-Scholes (curva
magenta) seguiu praticamente os mesmos valores do preco da agdo subjacente: PETR4
(curva roxa), convergindo em diregao ao prego da opgao (curva azul) somente nos pontos

mais préximos ao vencimento deste conjunto de calls.
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. Comparacéo -PETRA332 (K =24.76 BRL) . Comparacéo -PETRA391 (K =22.76 BRL)
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Figura 12 — (a) Resultados para PETRA332 (menor MSE), (b) Resultado para o PE-

TRA391 e (c) resultados para PETRA108 (maior MSE). Para todos os graficos,

existem quatro curvas: o prego do activo PETR4 subjacente - SPOT (curva

roxa); o prego calculado pela solugdo analitica Black-Scholes - BLS (curva

magenta); o preco calculado pelo NN (curva verde); e o preco de mercado de
opgdes - OPCAO (curva azul).

A opcao PETRA108 esta com o strike muito baixo, ou seja, ela é profundamente
ITM, apresenta maior risco de nao ser exercida. Talvez esse fato tenha contribuido para os

elevados valores de métricas de erro para esta call.

5.1.2 PETRD

No caso das calls sobre PETR4 com vencimento em abril de 2023, foram tomadas

11 séries de precos com maior volume de negociagao. A Tabela 5 segue o mesmo modelo
da Tabela 4, da subsecao anterior.
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Tabela 5 — Erros Estatisticos para Rede Neural (NN) MLP das Opgoes de Petrobras com
o modelo de Black-Scholes - Série D para PETR4. O melhor valor para cada
medida de erro da NN esta em negrito.

PETRD | K (BRL) MAE MSE MAPE POCID ARV N
291 28,26 0,727 0,906 1,922 16,667 0,028 61
222 26,76 1,114 1,664 3,324 8333 0,069 61
266 27,76 0,670 0,751 2,115 11,667 0,054 61
271 2726 0,806 1,020 2,507 13,333 0,067 61
220 26,26 1,198 1,997 2231 10,000 0,056 61
227 25,26 1,539 3,602 0,938 10,000 0,030 61
202 25,76 1,301 2484 1377 6,667 0,040 61
194 23,76 2,173 6,636 0,771 16,667 0,024 61
183 24,76 1,798 4,599 1,080 11,667 0,036 61
198 22.76 2,848 9,541 0,855 33,333 0,019 61
122 22,26 2,751 8,501 0,822 35,000 0,018 61
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(c) PETRD198

Figura 13 — (a) Resultados para PETRD266 (menor MSE), (b) Resultado para o PE-

TRD122 e (c) resultados para PETRD198 (maior MSE). Para todos os graficos,
existem quatro curvas: o prego do activo PETR4 subjacente - SPOT (curva
roxa); o prego calculado pela solugdo analitica Black-Scholes - BLS (curva

magenta); o preco calculado pelo NN (curva verde); e o preco de mercado de
opgdes - OPCAO (curva azul).

Nas opgoes de PETR4 com vencimento em abril também houve empate em duas
métricas de erro: PETRD266 (K = 27,76 BRL) obteve os menores valores de MAE e MSE
(0,670 e 0,751, respectivamente) e PETRD122 (K = 22,26 BRL) obteve um desempenho

melhor no POCID e no ARV (35 e 0,018, respectivamente). Esses valores estao mostrados

em negrito na Tabela 5. As Figuras 13a e 13b mostram os graficos dessas duas opgoes.

Observando o gréafico, nota-se que em PETRD266 a NN conseguiu chegar significavamente

mais préoxima do valor real do derivativo, em relacdo a PETRD122. Tomando por base
os valores de MSE | o pior caso foi o de PETRD198 (K = 22,76 BRL) que obteve os
maiores valores de MAFE e MSE (2,848 e 9,541, respectivamente). Seu grafico pode ser

visto na Figura 13c. Note que todas as séries de precos das op¢oes VALED apresentam
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o mesmo tamanho: 61 dias. Novamente também observamos que as opgoes mais [TM,
ou seja, com o preco de Strike menor que o prego da acao (veja a Tabela 1) apresentam
maior erro na NN. No caso de PETRD266 o preco de Strike era 27,76 BRL enquanto o
preco de PETRA4 estava bem préximo de 25 BRL, ou seja, PETRD266 estava ligeiramente
OTM. J& as opgoes PETRD122 e PETRD198 estao ITM com precos de Strike iguais a
respectivamente 22.26 BRL e 22.76 BRL. A solugdo analitica de Black-Scholes (curva
magenta) mais uma vez apresentou praticamente os mesmos valores do prego da agao
subjacente: PETR4 (curva roxa), convergindo em dire¢ao ao prego da opgao (curva azul)

somente nos pontos mais proximos ao vencimento da opcao.

5.1.3 VALED

Tabela 6 — Erros estatisticos para a Rede Neural MLP das Opc¢oes Vale com modelo de
Black-Scholes - Série D para VALE3. O melhor valor para cada medida de erro
da NN estd em negrito.

VALED | K (BRL) MAE MSE MAPE POCID ARV N
80 7807 5,164 32,565 0,792 58333 0,019 61
77 7597 4,539 26,032 0547 77,778 0,025 46
765 76,97 3,435 15,172 0540 78,378 0,020 38
79 7797 6,727 59,320 0,771 60,000 0,021 61
743 7497 4213 22,747 0510 71,429 0,033 36
81 7997 5617 41571 0850 56,667 0,021 61
83 81,07 4,901 35771 0951 73214 0,025 57
82 80,07 5,536 42,683 0887 66,667 0,022 61
75 73,07 4814 29249 0,484 60,976 0,028 42
655 66,97 10,604 115290 0,715 20,690 0,034 30
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Figura 14 — (a) Resultados para VALED765 (menor MSE) e (b) resultados para VALEDG655
(maior MSE). Para todos os graficos, existem quatro curvas: o prego do activo
PETR4 subjacente - SPOT (curva roxa); o preco calculado pela solugao
analitica Black-Scholes - BLS (curva magenta); o preco calculado pelo NN
(curva verde); e o prego de mercado de opgoes - OPCAO (curva azul).

Observando os resultados da Tabela 6 podemos verificar que a call VALED765 (K
= 76,97 BRL) apresentou melhor desempenho em trés indicadores: MAE (3,435), MSE
(15,172) e POCID (78,378). Pode-se observar o grafico desta opgao na Figura 14a. Assim
como as Tabelas 4 e 5, os melhores resultados para os indicadores foram colocados em
negrito. O pior caso para as calls sobre VALE3 foi VALEDG655 (K = 66.97 BRL) e seu
grafico pode ser observado na Figura 14b. Atentar novamente para o comportamento da
solugdo analitica de Black-Scholes (curva magenta), que apresenta praticamente os mesmos
valores do prego de VALE3 (curva roxa), seguindo em dire¢ao ao preco da opgao (curva

azul) somente nos tltimos pontos do gréfico.

Nestas opgoes pode-se observar o mesmo comportamento das opgoes sobre PETR4:
a opc¢ao mais IT'M, ou seja, com o prego de Strike menor que o prego da acao, foi a que
apresentou o maior erro no aprendizado da NN. Quanto mais préximo o valor do prego
de Strike estiver do valor da agdo, menor o risco associado a opg¢ao, menor o erro de

treinamento da NN.

5.2 Forecasting

Além do aprendizado, também foi realizada a pesquisa para avaliar a capacidade
de previsao da NN. Para isso foram tomadas as séries ja estudadas (PETRA, PETRD
e VALED) e separadas em conjunto de treinamento e teste. Esta etapa foi separada em

trés horizontes de previsao: 1 dia, 5 dias e 10 dias, sendo estes horizontes os conjuntos de
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testes e o restante da série, o conjunto de treinamento. Por exemplo, a série de pregos de
PETRA332 tem 61 valores (Tabela 4), o conjunto de treinamento para o horizonte de um
dia foi 60 valores, para o horizonte de 5 dias, foi de 56 valores e para o horizonte de 10
dias, o conjunto de treinamento foi de 51 valores. Também foi tomado um outro método
para efeito de comparagao: o ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average). Para
mais detalhes sobre a modelagem ARIMA ver (NICOLAU, 2012; ATUBE, 2013). Assim
como nas tabelas da secao anterior, os melhores resultados para a NN foram apresentados

em negrito nas tabelas a seguir:

5.2.1 PETRA

5.2.1.1 PETRA -1 Dia

Comparacgao -PETRA357 (K =26.26 BRL) - 1d Comparacéo -PETRA266 (K =17.76 BRL) - 1d
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Figura 15 — (a) Resultados para PETRA357-1d (menor MSE), (b) Resultado para
PETRA266-1d (maior MSE). Para todos os graficos, existem quatro cur-
vas: o pre¢o do activo PETR4 subjacente - SPOT (curva roxa); o prego
calculado pela solucao analitica Black-Scholes - BLS (curva magenta); o preco
calculado pelo NN (curva verde); o preco de mercado de opcoes - OPCAO
(curva azul) e o prego previsto pela modelagem ARIMA (curva amarela).
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Observando a Tabela 7, vemos que a melhor desempenho foi de PETRA 357 (K
= 26,26 BRL). Esta op¢ao apresentou o menor valor de MAE (0,8044) e o maior valor
de POCID (69,8113). Observando a Figura 15a vemos que no tltimo ponto, ou seja, o
ponto de previsao, a NN ficou mais proxima do valor real da op¢ao do que a estimativa do
modelo ARIMA. O pior caso da NN, segundo o critério de maior MSFE, foi PETRA266
(K = 17,76 BRL): MSE = 86,8673. Seu grafico pode ser visualizado na Figura 15b e
observando-o vemos que neste caso o modelo ARIMA conseguiu chegar mais préximo do
valor real da op¢ao. Assim como na se¢do anterior, comegamos a observar o mesmo padrao
de comportamento: quanto mais ITM, maior o risco associado, maior o erro da NN. A call
PETRA266 tem valor de Strike muito inferior ao valor da agao (aproximadamente 25,00
BRL), aumentando seu risco. A solucao analitica de Black-Scholes (curva magenta) segue
praticamente os mesmos valores do prego do ativo (curva roxa), seguindo em diregao ao
preco da opgao (curva azul) somente nos tltimos pontos do grafico, ou seja, a solugao de
Black-Scholes aparentemente tem maior eficiéncia somente quando esta bem proxima do

vencimento da op¢ao, embora os valores ainda estejam distantes dos valores reais.

5.2.1.2 PETRA -5 Dias
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Figura 16 — (a) Resultados para PETRA282-5d (menor MSE), (b) Resultado para
PETRA53-5d (maior MSE). Para todos os gréficos, existem quatro curvas: o
prego do activo PETR4 subjacente - SPOT (curva roxa); o preco calculado
pela solugdo analitica Black-Scholes - BLS (curva magenta); o preco calculado
pelo NN (curva verde); o preco de mercado de opcoes - OPCAO (curva azul)
e o prego previsto pela modelagem ARIMA (curva amarela).
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Observando a Tabela 8, na qual seguimos a mesma convencao de colocar os
melhores valores da NN em negrito, observamos que o melhor desempenho da NN ocorreu
em PETRA282 (K = 18.76 BRL), cujo grafico esta exibido na Figura 16a. Neste caso
exibimos o horizonte de previsao (5 dias) numa pequena janela dentro da figura. Percebe-
se que a solucdo analitica de Black-Scholes (curva magenta) apresenta praticamente os
mesmos valores do pre¢co de PETR4 (curva roxa), seguindo em dire¢ao ao pre¢o da opgao
(curva azul) somente nos ultimos pontos do grafico, ou seja, a solu¢ao de Black-Scholes
parece ser mais eficiente somente quando estd bem proxima do vencimento da opcao.
E possivel perceber que o preco da opgao calculado pela NN (curva verde) chega bem
préximo ao valor real da opgao (curva azul).Observando as métricas de erro, vemos que
esta opgao apresentou os menores valores de MAE (0,7529), MSE (0,8106) e MAPE
(0,1429). Para o pior caso da NN, temos PETRA53 (K = 15,26 BRL), para a qual o
ARIMA (curva amarela) se aproxima mais do prego real da call do que a NN. E notério
que o mesmo padrao anteriormente observado se repete: quanto mais ITM a opcao, maior
o risco associado, maior o erro da NN. O grafico com o desempenho da opcao PETRA53

pode ser visto na Figura 16b.

5.2.1.3 PETRA - 10 Dias
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Figura 17 — (a) Resultados para PETRA356-10d (menor MSE), (b) Resultado para
PETRA108-10d (maior MSE). Para todos os graficos, existem quatro curvas:
o prego do activo PETR4 subjacente - SPOT (curva roxa); o prego calculado
pela solugao analitica Black-Scholes - BLS (curva magenta); o preco calculado
pelo NN (curva verde); o prego de mercado de opgdes - OPCAO (curva azul)
e o preco previsto pela modelagem ARIMA (curva amarela).
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Para o horizonte de 10 dias de previsao, observa-se que a opg¢ao com melhores
indicadores foi PETRA356 (K = 25.76 BRL), apresentando os menores valores de MAE
e MSE (1,3044 e 1,9618, respectivamente) e o valor mais alto de POCID: 80,3922. Seu
grafico pode ser visto na Figura 17a, no qual pode-se observar que no final do periodo
de previsao a NN (curva verde) se aproxima mais do valor real da opc¢ao (curva azul)
do que a modelagem ARIMA (curva amarela). O pior caso observado para a NN foi o
de PETRA108 (K = 13,76 BRL), que apresentou os valores mais altos de MSE e MAE
(488,0217 e 242978,3881). Esta call estd mais ITM do que aquela, repetindo o padrao de
quanto mais I'TM estd a opc¢ao, maior a dificuldade da NN em modelar seu precgo, sendo
mais eficiente o cdlculo para opgoes pouco ITM (quase ATM) , conforme a Tabela 1. Note
que a solugao analitica de Black-Scholes (curva magenta) segue praticamente colada ao
preco de PETR4 (curva roxa), seguindo em diregao ao prego da opgao (curva azul) somente

nos ultimos pontos do horizonte de previsao.

Ao observar as figuras 15a, 16a e 17a, os casos nos quais obteve-se os menores
valores de MSE, percebe-se a NN se aproxima do valor real da op¢ao para horizontes
maiores de previsdo. Para um dia de previsao, o ARIMA apresenta melhor previsibilidade,
mas a medida que o horizonte de previsao aumenta para e 5 e 10 dias, o ARIMA se

distancia do valor da opcao e a NN se aproxima do valor real.
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Figura 18 — (a) Resultados para PETRD291-1d (menor MSE), (b) Resultado para
PETRDI122-1d, (c¢) Resultados para PETRD198-1d, (d) Resultado para
PETRD271-1d (maior MSE). Para todos os graficos, existem quatro cur-
vas: o pre¢o do activo PETR4 subjacente - SPOT (curva roxa); o prego
calculado pela solugao analitica Black-Scholes - BLS (curva magenta); o preco
calculado pelo NN (curva verde); o preco de mercado de opcoes - OPCAO

(curva azul) e o prego previsto pela modelagem ARIMA (curva amarela).
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Na previsao dos valores das opgoes de PETR4 com vencimento em abril de 2023
houve alguns empates (10). A solugao analitica de Black-Scholes (curva magenta) segue
praticamente colada ao pre¢co de PETR4 (curva roxa), convergindo para o prego da op¢ao
(curva azul) apenas nos tltimos pontos do horizonte de previsao de 1 dia. A op¢ao com
menores valores de MAE e MSE (0,7007 e 0,7645, respectivamente) foi PETRD291 (K
= 28,26 BRL). Todavia, PETRD122 (K = 22,26 BRL) também foi a melhor em dois
critérios: menor MAPE (0,5253) e menor ARV (0,0216). Observando seus graficos nas
Figuras 18a e 18b verifica-se que PETRD291 apresentou melhor convergéncia com o prego
da opcao do que PETRD122. Os piores resultado aconteceram em PETRD198 (K = 22,76
BRL), apresentando os valores mais elevados de MAE (2,2482) e de MSE (6,2510); e em
PETRD271 (K = 27,26 BRL), esta apresentando o menor valor de POCID (30) e o maior
valor de ARV (0,0292). Seus gréficos sao apresentado nas Figuras 18c e 18d, nos quais
pode-se notar a modelagem ARIMA (curva amarela) ficou mais préxima do prego da op¢ao

(curva azul) do que a NN (curva verde).
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5.2.2.2 PETRD - 5 Dias
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Figura 19 — (a) Resultados para PETRD291-5d (menor MSE), (b) Resultado para
PETRDI122-5d, (c¢) Resultado para PETRD198-5d (maior MSE). Para todos
os graficos, existem quatro curvas: o preco do activo PETR4 subjacente -
SPOT (curva roxa); o prego calculado pela solugao analitica Black-Scholes -
BLS (curva magenta); o preco calculado pelo NN (curva verde); o prego de

mercado de opgoes - OPCAQO (curva azul) e o preco previsto pela modelagem
ARIMA (curva amarela).
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Observando a Tabela 11, nos quais os melhores resultados da NN sao apresentados
em negrito, vemos que o melhor caso neste horizonte de previsao foi PETRD291 (K =
28,26 BRL). Esta call apresentou os menores valores de MAE (0,7782) e MSE (0,9273).
Neste mesmo conjunto houve outra opcao que também obteve os melhores resultados em
dois critérios: PETRD122 (K = 22,26 BRL). Esta apresentou os menores valores de MAPE
e ARV (0,5972 e 0,0133, respectivamente) e seu gréafico é apresentado na Figura 19b. Neste
grafico podemos perceber que a opgao com menor MSE (PETRD291) ainda se aproxima
mais do valor real da opcao do que a PETRD122. O pior resultado desse conjunto foi
da call PETRD198 (K = 22.76 BRL), apresentando o mais alto valor de MSE: 2,2482.
Observando a Figura 19¢, vemos que a modelagem ARIMA (curva amarela) permaneceu
durante todo o tempo mais préxima ao preco da opgao (curva azul) do que a NN (curva
verde). J& a solucao analitica de Black-Scholes (curva magenta) segue praticamente colada
ao prego da agdo (curva roxa), convergindo para o preco da op¢ao apenas nos tltimos

pontos do horizonte de previsao.

Em particular, nas séries PETRD, a modelagem ARIMA permaneceu mais préxima

do valor real da opgao em todos os casos, inclusive nas janelas de previsao de 5 dias.
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5.2.2.3 PETRD - 10 Dias
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Figura 20 — (a) Resultados para PETRD291-10d (menor MSE), (b) Resultados para
PETRD122-10d e (c¢) Resultados para PETRD227-10d (maior MSE). Para
todos os graficos, existem quatro curvas: o preco do activo PETR4 subjacente
- SPOT (curva roxa); o prego calculado pela solugao analitica Black-Scholes -
BLS (curva magenta); o preco calculado pelo NN (curva verde); o prego de

mercado de opgoes - OPCAQO (curva azul) e o preco previsto pela modelagem
ARIMA (curva amarela).
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Para o horizonte de previsao de 10 dias, a call PETRD291 (K = 28,26 BRL) foi
a que apresentou o menor MAE (0,5734) e o menor MSE (0,5374), como pode ser visto
na Tabela 12, e o seu grafico é exibido na Figura 20a. Diferentemente do que ocorreu
para as janelas de 1 dia e 5 dias, neste caso a NN (curva verde) se aproximou mais do
valor da opgao (curva azul) do que o modelo ARIMA (curva amarela). Isto se deve ao
fato de que a NN aprende com os dados, enquanto o modelo ARIMA segue os dados.
Numa janela de previsao mais curta o ARIMA consegue resultados melhores, mas para
horizontes maiores de previsao, a NN consegue se aproximar mais do valor de mercado.
Os piores casos da NN foram PETRD122 e PETRD227 (K = 22,26 BRL e K = 25,26
BRL, respectivamente). A primeira teve os maiores de MAE (8,7526) ¢ MSE (91,9409)
e a segunda teve o maior valor de MAPE (9,7896) e o menor valor de POCID (8,3333).
Seus graficos sao apresentados nas Figuras 20b e 20c. A solucao analitica de Black-Scholes
(curva magenta) segue bem proxima ao prego do ativo subjacente PETR4 (curva roxa),

diferenciando apenas nos ultimos pontos da janela de previsao.

Observando as Figuras 18a, 19a e 20a, casos nos quais foram registrados os menores
valores de MSE, pode-se perceber um comportamento parecido com as opgoes de PETR4
com vencimento em janeiro de 2023: para um horizonte curto de previsao (1 e 5 dias,
neste caso) a modelagem ARIMA consegue obter valores mais préximos dos pregos das
opg¢oes. Todavia, para um horizonte maior (Figura 20a) a NN chega mais préximo do valor
da opgao, enquanto o ARIMA diverge. Até no caso de maior MSE (Figura 20c, MSE =

31,7224) a NN chega mais préxima do valor da opgao no ultimo ponto de previsao.

5.2.3 VALED
5.2.3.1 VALED - 1 Dia

Os resultados obtidos para as previsoes nas calls de Vale com vencimento em abril
de 2023 podem ser vistos nas figuras a seguir. As métricas de erro estao exibidas nas
tabelas 13, 14 e 15.
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A Tabela 13 apresenta os resultados para as calls sobre VALE3 com vencimento
em abril de 2023 e com previsao para 1 dia, seguindo a mesma convenc¢ao das tabelas
anteriores, nas quais os melhores resultados da NN sao apresentados em negrito. Deste
conjunto, a op¢ao com melhor desempenho para a NN foi VALED79 (K = 77,97 BRL),
sendo esta a que apresentou o menor valor de MAE (2,8179), de MSE (12,2453) e de
ARV (0,0155); seu grafico é exibido na Figura 21a. Para os piores desempenhos houve
empate entre VALED77 (K = 75,97 BRL) ¢ VALED655 (K = 66,97 BRL), sendo esta
a que apresentou o menor valor de POCID (20,6897) e o maior valor de ARV (0,1203)
enquanto aquela apresentou os maiores valores valores de MAE (4,8250) e MSE (33,5871).
Os graficos destas duas opgdes sao exibidos nas Figuras 21b e 21c. Para o horizonte de
previsao de 1 dia a modelagem ARIMA apresentou melhores resultados do que a NN, ja
que o ARIMA recebe diretamente os valores de precgos, enquanto a NN precisa calcular
a partir da Equacao de Fourier. A soluc¢do analitica de Black-Scholes (curva magenta)
aparece muito proxima ao prego do ativo VALE3 (curva roxa), diferenciando apenas nos

ultimos pontos da janela de previsao.

5.2.3.2 VALED - 5 Dias
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Para um horizonte de 5 dias de previsao os resultados sao apresentados na Tabela
14, na qual o melhores valores de desempenho da NN sao apresentados em negrito. Nesta
circunstancia o melhor desempenho da NN ocorreu em VALEDG655 (K = 66,97 BRL).
Mais uma vez a solugao analitica de Black-Scholes (curva magenta) permaneceu muito
proxima ao prego da agdo (curva roxa), apenas nos ultimos pontos da janela de previsao

sofrendo uma diferenciacao.

5.2.3.3 VALED - 10 Dias
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A dltima situacao estudada foi a previsibilidade dos modelos ARIMA e da NN para
um horizonte de previsao de 10 dias para as op¢oes de VALE3 com vencimento em abril de
2023, cujos resultados sao apresentados na Tabela 15. Novamente, os melhores resultados
para a NN sao apresentados em negrito. Nesta circunstancia a melhor previsibilidade
ocorreu para VALED743 (K = 74,97 BRL) que apresentou os menores valores de MAE
(10,1095), MSE (114,4992), MAPE (1,6260) e o maior valor de POCID (71,4286). Seu
grafico pode ser visto na Figura 23a. Neste caso, mesmo o ARIMA (curva amarela) tendo
chegado mais préoximo do valor final, conseguimos perceber que a movimentacao da NN
(curva verde) é semelhante a movimentacao da opgao (curva azul), razao pela qual o
POCID teve um valor mais elevado. O ARIMA num horizonte de 10 dias ja ndo tem
capacidade de acompanhar a movimentagao do preco da opg¢ao, mas a NN sim. Isso pode
ser observado pelo aspecto do ARIMA: um reta praticamente paralela ao eixo temporal.
O pior caso da NN ocorreu em VALED79 (K = 77,97 BRL), sendo os valores mais altos
de MAE (123,1539) ¢ MSE (18474,8906); seu grafico ¢ apresentado na Figura 23b. Neste
caso também a solugao analitica de Black-Scholes (curva magenta) permaneceu muito
préoxima ao prego da acao (curva roxa), diferenciando apenas nos dltimos pontos da janela

de previsao.

Deve-se ressaltar a diferenca metodolégica entre a previsao utilizando a NN e o
ARIMA. A NN resolve a equacao de calor, dada pela Equacao 2.27 e recebe os valores
de v e 7, dados pelas Equacoes 2.35, 2.33 e 2.55, respectivamente, como condigoes de
contorno. Uma vez a equagao resolvida, os resultados devem ser convertidos para valores
reais, tempo em dias e ¢ em BRL. O ARIMA, por sua vez, recebe os valores ja em unidades

reais, dias e BRL, o que facilita bastante a previsibilidade da referida metodologia.

Nota-se que a NN aprende o comportamento dos dados e consegue resolver a
Equacao de Black-Scholes com uma pequena quantidade de dados reais, utilizados apenas
como condigoes de contorno. Isso é uma vantagem computacional, pois nao é necessaria
uma grande massas de dados do mercado financeiro para o treinamento da NN, como seria

necessario para o ARIMA.
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6 Conclusao

Este texto apresenta uma nova metodologia para o calculo de precos de opc¢oes,
com particular interesse no mercado brasileiro, com a proposta da resolucao da Equacao
de Black-Scholes através de uma Rede Neural (NN) Multi Layer Perceptron. O modelo
analitico mais conhecido para a precificacdo de opgoes europeias é a Equacao de Black-
Scholes (Equagao 2.14), uma Equacao Diferencial Parcial Parabdlica de Segunda Ordem,
cujas solugbes sao as Equagoes 2.37 e 2.16. Para que a NN pudesse resolver este problema,
a Equacao de Black-Scholes foi transformada na Equacao de Fourier, dada pela Equacao
2.27, a qual também é uma Equacgao Diferencial Parcial Parabdlica de Segunda Ordem.
As opgoes utilizadas foram calls sobre as agoes PETR4 e VALE3, devido ao alto volume

de negociacao desses derivativos.

A NN foi implementada com a biblioteca Neurodiffeq, escrita em Python 3. Este
trabalho foi dividido em duas etapas: aprendizado e previsibilidade. Para medir o desem-
penho da NN, foram utilizadas cinco métricas de erro: MAE, MSE, MAPE, POCID e
ARV. Na primeira etapa pode-se perceber que a NN é capaz de aprender com os dados e
consegue se aproximar dos precos praticados pelo mercado de opgdes bem mais que a solu-
cao analitica de Black-Scholes. Pode-se verificar que a solucao analitica de Black-Scholes
diverge significativamente dos precos das op¢oes, se aproximando destes somente em datas

bem préximas a maturidade da opgao.

Na segunda etapa foi verificada a capacidade de previsibilidade da NN e esta foi
comparada com uma metodologia ja bem estabelecida: a modelagem ARIMA. A NN foi
testada para previsoes de 1, 5 e 10 dias. Para horizontes de previsao mais curtos, o modelo
ARIMA consegue melhores resultados. Todavia, para horizontes maiores de previsao, a
NN apresenta melhor capacidade de previsibilidade, visto que ela aprende com os dados,

enquanto o ARIMA trata apenas dos valores disponiveis.

Neste trabalho foi possivel encontrar um solu¢do numérica para Equacao de Black-
Scholes 2.14 diferente da solucao analitica, dada pelas Equacoes 2.37 e 2.16, e que apresenta

maior precisao para os dados reais de precos de opcoes.

De forma comparativa, os processos de previsao que foram estudados nos permitem
concluir que a solu¢ao numérica da Equacao de Black-Scholes captura caracteristicas
dos fendmenos enquanto a modelagem ARIMA é guiada por dados. Logo, o ARIMA ¢é

mais preciso para horizontes curtos de previsao. A medida que os horizontes de previsao
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aumentam, o ARIMA nao tem capacidade de absorver as caracteristicas intrinsecas
do processo, enquanto a solu¢cdo numérica de Black-Scholes consegue absorver essas
caracteristicas. Todavia, o ARIMA consegue capturar as flutuagoes de precos instantaneas,
obtendo assim melhor desempenho para horizontes curtos de previsao de precos. Essas
flutuacoes de precos sao tidas como ruidos para a Equacgdo de Black-Scholes e isso suaviza

as previsoes para horizontes muito curtos.

Logo, a NN consegue resolver a Equacao de Black-Scholes utilizando uma pequena
quantidade de dados reais como condigdes de contorno, nao sendo necessaria uma grande
massa de dados reais do mercado de derivativos para o treinamento da NN, como seria o

caso para a modelagem ARIMA.

Como trabalhos futuros, pode-se sugerir:

« Utilizar essa modelagem para outros mercados de derivativos, como o mercado de

contratos futuros.
 Analisar a modelagem de pregos de opg¢oes de venda (puts).

« combinar os modelos ARIMA e a solu¢ao numérica da Rede Neural para obter uma
ferramenta de previsibilidade para horizontes curtos e longos. Ou seja, utilizar a
Equacao de Black-Scholes e o erro do método ARIMA como entradas da Rede Neural

e busca-se minimizar o erro da Equacao Diferencial e o erro do ARIMA.
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