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Resumo

Otdlitos sao estruturas calcificas encontradas no ouvido interno dos peixes teledsteos,
fundamentais na biologia marinha em estudos de metabolismo, idade, crescimento e
na identificacdo de estoques pesqueiros que podem resultar em praticas sustentaveis de
manejo. Uma propriedade relevante dessa estrutura é a sua densidade, porque se refere
as modificagoes na forma cristalina do carbonato de calcio durante a vida do peixe
refletindo em variagdes de sua forma final. Utilizando micro-tomografia computadorizada,
a radiodensidade interna e externa de otélitos de espécies diferentes foram obtidas em uma
perspectiva 3D. Porém, ainda nao ha uma metodologia apropriada que permita descrever
e realizar estudos comparativos. Desta forma, buscou-se revelar variagoes de densidade
de otodlitos, a partir de imagens 3D de tomografia computadorizada, aplicando a técnica
Ball Mapper (BM) da Analise Topologica de Dados (TDA). Inicialmente, preocupou-se
em reduzir o custo computacional desta analise aplicando amostragem probabilistica e
verificando seus efeitos sobre as variagoes de densidade fornecida pelo grafo BM. Para
decidir sobre o tamanho de amostra a prépria topologia foi usada para estabelecer o que
chamou-se de Validagdo Topoldgica da Amostra, que forneceu a resolu¢gdo minima com as
mesmas informagoes de densidade que dos dados brutos. A representatividade das amostras
foi verificada com testes estatisticos nao paramétricos sobre a variavel densidade. Com
base nas caracteristicas estruturais da rede, invariantes topolégicos permitiram avaliar a
similaridade entre grafos. A técnica BM além de revelar padrdes de variacoes de densidade
na estrutura do otélito também se mostrou valida como um algoritmo de pré-processamento
de imagens tomograficas, permitindo a segmentacao de caracteristicas indesejaveis no
objeto de interesse. Em adicional, outra técnica da TDA, Homologia Persistente (HP), foi
aplicada aos dados das imagens 3D na expectativa de expor um novo classificador para
a forma do otélito. A HP mostrou proeminéncia mesmo em uma amostra pequena ao
separar as classes dos otolitos adequadamente e revelar resultados quantitativos acurados
de separacao, demonstrando um potencial uso para classificacdo de otdlitos com base
em sua estrutura 3D. Por fim, uma analise de regressao demonstrou a possibilidade de
estimar idade, comprimento e a radiodensidade dos otélitos pelas caracteristicas topologicas
resultantes da classificacdo. Com base na analise topoldgica de imagens 3D de otdélitos, foi
possivel revelar padroes de densidade, segmentar caracteristicas indesejaveis, classificar
otdlitos pela estrutura 3D e estimar idade, comprimento e radiodensidade. Tais resultados
podem contribuir para estudos de metabolismo, idade, crescimento e manejo sustentavel

de estoques pesqueiros.

Palavras-chave: Tomografia 3D; Big data; Custo computacional; Anélise topoldgica de

dados; Estoques pesqueiros.



Abstract

In this thesis, we present a comparative study of otolith density variations using Topologi-
cal Data Analysis (TDA). Otoliths are calcium carbonate structures found in the inner
ears of fish and are commonly used to study age and growth patterns in fish popula-
tions. Traditionally, the analysis of otolith density variations has been a computationally
intensive task due to the high-dimensional nature of the data. However, TDA offers a
promising approach to reduce the data dimensionality and extract meaningful topological
information from otolith images. We applied the Ball Mapper algorithm to a dataset of 3D
otolith images from different fish species and ages. The algorithm allowed us to construct
topological graphs representing the density variations in otoliths. We also explored the use
of probabilistic sampling techniques to reduce the data and found that a sample size of
5% provided accurate representations of otolith density variations compared to the full
dataset, after a Sample Topological Validation procedure developed here to ensure the
efficiency and reliability of the sampling process. Topological invariants of the graphs,
such as average clustering, node connectivity, assortativity, shortest path length, efficiency,
and others, were used to comparizon between graphs. The comparizon of the topological
properties of the full dataset with those of the 5% sample found a high degree of similarity,
indicating that TDA with a reduced dataset can capture essential density information. Ball
Mapper further allowed us to identify and eliminate dirt or anomalies present in otolith
images, further enhancing the accuracy of our analysis. Overall, our study demonstrates
the efficacy of TDA in studying otolith density variations with significant computational
gains over traditional methods. The reduced data size using probabilistic sampling and the
robustness of topological invariants provide valuable insights into the density patterns of
otoliths. Another TDA technique, Persistent Homology (PH), was applied to the 3D image
data with the expectation of unveiling a new classifier for otolith shape. PH demonstrated
prominence even in a small sample by effectively separating otolith classes and revealing
accurate quantitative separation results, showcasing potential use for otolith classification
based on their 3D structure. Finally, a regression analysis demonstrated the possibility
of estimating age, length, and radiodensity of otoliths based on the topological features

resulting from the classification.

Keywords: 3D tomography; Big data; Computational cost; Topological Data Analysis;
Fish stocks.
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1 Introducao

Otdlitos sao complexos biomineralizados presentes no ouvido interno dos peixes
teledsteos essenciais para a fungao de equilibrio e audigao (LEE et al., 2019). O ouvindo
interno dos peixes vertebrados (espécies osteichthyan) é composto por, trés canais semicir-
culares, sacos 6ticos, liquido endolinfatico, maculas e os otdélitos, organizados do seguinte
modo, trés sacos Oticos chamados sacculus, utriculus e lagena, cada um contendo um
otoélito imerso em endolinfa, chamados, respectivamente, por sagitta, lapillus e asteriscus,
todos conectados por células sensoriais ciliares as maculas que enviam sinais elétricos ao
cérebro a cada movimento dos otélitos (PANFILI et al., 2002, p. 31). A Figura 1 ilustra e
descreve a organizacao da estrutura do ouvido interno dos peixes teledsteos.

(B)

Inner ear Bram Weberian ossicles

> )
e
—%2/
\:(— Swim Bladder

(C) Semi-circular channels

,—// \/_/_ - Otolith

Sensory cells

£/ 2
Lapillus ,’j/

Macula

Utriculux

Neurons
to brain

Maculae

Endolymph

Sacculus

Figura 1 — Ilustracao do ouvido interno dos peixes teledsteos. (A) Localizagao do ouvido interno
(inner ear) em relagdo a cabega. (B) Destaque dos dois ouvidos internos (direito
e esquerdo) em relacdo ao cérebro (brain), a estrutura déssea (weberian ossicles)
e a bexiga natatéria (swin bladder) do peixe. (C) Ampliacdo de um dos ouvidos
destacando os canais semicirculares (semi-circular channels), os sacos Oticos utriculus,
lagena e sacculus, as méculas (maculae), a endolinfa (endolymph) e os otdlitos
lapillus, asteriscus e sagitta. (D) Destaque da conex@o das células sensoriais (sensory
cells) ciliares a mécula e ao otélito. Adaptado de Ashworth (2016).



Capitulo 1. Introducao 2

Em termos de funcionamento, quando os peixes teledsteos se movimentam, eles
realizam movimentos da cabega ou corpo, os otélitos de movem na endolinfa estimulando
as células ciliadas das méculas. Essas células convertem o movimento dos otélitos em sinais
elétricos, que sao transmitidos ao cérebro, que interpreta esses sinais para determinar
posicao vertical e orientagao gravitacional contribuindo para o equilibrio e coordenacao
motora (POPPER; HOXTER, 1981).

Quanto ao formato, os otdlitos encontrados na maioria dos teleésteos possuem
formato eliptico e sao simétricos em relagao aos lados esquerdo e direito com excecao dos
peixes chatos e bagres. Tém um sulco caracteristico conhecido por sulcus acusticus, cuja
funcao é fazer o contato das células ciliares da macula ao otélito. Suas faces, classificadas
como interna, a que esta o sulco, e externa, sao convexa e concava, respectivamente. Sobre
tamanho, o sagitta ¢ o maior dentre os trés e geralmente o mais utilizado em estudos
(PANFILI et al., 2002, p. 34). Os termos bésicos que descrevem a estrutura morfologica

do otdlito sao detalhados na Figura 2.

15
14

Figura 2 — Terminologia morfoldgica do otdlito dentre os teledsteos. Interior: 1 — asa dorsal, 2
— asa ventral, 3 — parte anterior, 4 — parte posterior, 5 — rostro, 6 — antirostro, 7 —
poés-rostro, 8 — pararostro, 9 — sulco, 10 — éstio, 11 — cauda, 12 — excisao maior, 13 —
excisdo menor, 14 — papila, 15 — arco do sulco (antepara), 16 — drea ventral, 17 — drea
dorsal, 18 — cristas dorsais, 19 — cristas ventrais, 20 — margem com lébulos (margem
lobada), 21 — gancho (rostro tem pequena curvatura). Exterior: AB — comprimento
do otélito, AD — comprimento do rostro (Rst), AC — raio rostral (R), CB — raio
poéstrostral (Z 1), C — niicleo. Fonte: Svetocheva, Stasenkova e Fuks (2007).



Capitulo 1. Introducao 3

Em composigao, sao estruturas predominantemente compostas por aragonita, que
¢ um polimorfo de carbonato de calcio que surge como cristais biomineralizados dentro
de um liquido de endolinfa, um fluido presente no ouvido interno dos peixes, morfologia,
tamanho e organizacao cristalina desse mineral sao reguladas por proteinas especializadas
durante seu processo de crescimento (PAYAN et al., 1999). Esse processo de crescimento
resulta em otoélitos com caracteristicas distintas que sao usadas em estudos de idade,
crescimento e analises ambientais que servem para compreender a dinamica das populagoes
e a saide dos ecossistemas aquaticos (POPPER; RAMCHARITAR; CAMPANA, 2005).

O crescimento dos otélitos acontece pela deposicao de seus elementos base, aragonita
e proteinas, em camadas concéntricas e, tal crescimento é definido pelo metabolismo e pelo
ambiente que influenciam as variagoes daqueles elementos base, em padrao diario, sazonal
ou anual, de modo constante durante toda a vida do peixe. A primeira regiao formada no
otolito, denominado nucleo, é onde existe a mais baixa densidade da estrutura e é de onde
ele continua a crescer (PANFILI et al., 2002). A densidade da estrutura, por sua vez é
definida pelas modificagdes nas formas cristalinas do carbonato de célcio (CaCO3), o que a
torna uma propriedade relevante para o papel funcional dos otélitos (SCHULZ-MIRBACH
et al., 2019).

Estudos biométricos de otoélitos sao importantes para a gestao de estoques pesqueiros
(HUSSY et al., 2016), uma vez que eles podem fornecer conhecimento sobre o metabolismo
das espécies (DUARTE-NETO et al., 2014), conectividade entre populagoes (BRADBURY
et al., 2011), identificacdo, discriminacao e avaliagdo de tais estoques (HE et al., 2020;
DUARTE-NETO et al., 2008; ADAMS; ROHLF; SLICE, 2004), resultando em préticas de
manejo sustentéavel (GREEN et al., 2009; SCHULZ-MIRBACH et al., 2019) que se alinham
com os Objetivos de Desenvolvimento Sustentavel, Consumo e producao responsaveis e

Uso sustentavel dos recursos marinhos, propostos pela ONU em sua Agenda até 2030 (NJ,
2015; UN, 2015).

Quantificar densidade de otdlitos como estrutura completa 3D ainda é um campo
pouco investigado, porém recentemente uma nova area chamada eco-densitometria para
explorar variacoes de densidade interna e externa foi sugerida por Vasconcelos-Filho et al.
(2019) quando definiu uma série de parametrizagao étima para a obtengao de imagens 3D
de microtomografia computorizada de raios X (uCT), ao qual permitiu perceber em alta
resolucao variagoes de densidade na estrutura completa de otélitos. No entanto, imagens
3D de uCT sdo um conjunto de dados de alta dimensao ou Big data (no caso de imagens
3D, nuvem de pontos ou voxels), e os métodos que trabalham com grandes massas de
dados requerem o desenvolvimento técnicas, ou a aplicagao das ja existente, que consigam

processar os dados e esbogar informagoes em dimensoes mais baixas.
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Estudos e investigacoes da natureza de grandes massas de dados estao cada vez
mais recorrentes devido a grande coleta e armazenamento de dados por varias areas da
ciéncia nos dias atuais (SINGH; MEMOLI; CARLSSON, 2007; MANOGARAN; LOPEZ;
CHILAMKURTI, 2018). Uma proeminente area que trabalha com Big data, como nuvens
de pontos, é a Analise Topologica de Dados, ou TDA da sigla em inglés, porque possui
um rico conjunto de ferramentas que visam fornecer algoritmos matematicos e estatisticos
bem fundamentados para explorar, analisar e inferir estruturas topologicas e geométricas

complexas, a fim de encontrar padroes ou formas nos dados, permitindo resultados a baixas
dimensoes (CHAZAL; MICHEL, 2021; WASSERMAN, 2018).

Uma das ferramentas da TDA amplamente utilizada em varias aplicacoes cientificas,
incluindo a disseminacao do coronavirus (CHEN; VOLIC, 2021), dindmica organizacgao do
cérebro humano (SAGGAR et al., 2018) e obtengao de inferéncias sobre dados complexos
como a identificagao de subconjuntos de pacientes com cancer de mama (LUM et al., 2013),
é a técnica Mapper ou algoritmo Mapper (SINGH; MEMOLI; CARLSSON, 2007). Devido
ao grande numero de funcoes de filtro e parametros, bem como a dificuldade de ajusta-los
para obter as interpretacoes desejadas por meio do Mapper, foi desenvolvida uma versao
menos generalizada da técnica Mapper. Essa nova técnica, chamada Ball Mapper, ou
simplesmente BM, nao depende de funcoes de filtro, sendo dependente apenas da massa de
dados e requer apenas um parametro de ajuste, otimizando tempo na obtencao das analises
(DIOTKO, 2019). Esse novo algoritmo tem sido aplicado no estudo da disseminacao da
COVID-19 no Reino Unido (DIOTKO; RUDKIN, 2020), no entendimento da faléncia
de empresas (QIU; RUDKIN; DIOTKO, 2020) e na compreensao da tomada de decisoes
financeiras (DIOTKO; QIU; RUDKIN, 2022).

Outra ferramenta tao utilizada quanto Mapper em TDA, na investigacao cientifica
relacionada a grandes massas de dados na forma de nuvem de pontos, é a Homologia
Persistente (HP). Introduzida por Edelsbrunner, Letscher e Zomorodian (2002), ela é
definida como uma ferramenta algébrica capaz de capturar caracteristicas topologicas,
numero de componentes conectados, loops e vazios, em dados, formas e fun¢des numa
abordagem multiescala (EDELSBRUNNER; HARER et al.; 2008). Teve aplicacoes em
diversos dominios como: na Biologia para reconhecer a forma de biomoléculas (AMEZ-
QUITA et al., 2020) e entender o padrao de crescimento de plantas (LI et al., 2017); em
Oncologia na andlise da forma de dados subjacentes (LESNICK, 2013); em conexdes com
Geometria Computacional e tarefas de Machine Learning para reducao de dimensiona-
lidade (CARLSSON et al., 2012); em séries temporais para, detecgdo de periodicidade
e entender mudancas topologicas ao longo do tempo (PEREA; HARER, 2015; PEREA,
2019), e analise de dados financeiros (MA, 2020); em descricao e classificacao de formas

(CARLSSON et al., 2004); dentre outras.
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Um dos entraves em processar grandes massas de dados, naturalmente, sao os
elevados custos e tempos computacionais e a consequente demora na obtencao das analises.
Pensando em reduzir custo e tempo computacional nas analises, uma alternativa a ser
investigada para alcangar ganho computacional ao aplicar técnicas da TDA é explorar os
efeitos das Técnicas de Redugao de Dados bem fundamentadas na Inferéncia Estatistica,
o que pode tornar o processo menos demorado e possibilitaria explorar mais aplicagoes
em conjuntos de dados de alta dimensao, como imagens 3D de uCT com alta resolugao

obtidas de otdlitos de peixes.

Este trabalho de tese propoe uma reducao de dimensionalidade, usando técnicas
de amostragem probabilistica, em dados de imagens 3D de alta dimensao buscando ganho
em tempo e custo computacional na andlise de densidade e forma de otélitos de peixes.
Especificamente, seria avaliar os efeitos da resolugao de imagens 3D de pCT como um passo
preliminar para explorar variagoes da densidade dssea de otélitos de peixes, utilizando a
técnica BM da TDA, a baixo custo computacional. Ademais, estudar HP como um novo
classificador para a forma do otélito, uma vez que os estudos de Vasconcelos-Filho et al.
(2019) demonstraram também que existem vazios no interior dos otdlitos, o que os colocam,

do ponto de vista geométrico, na condi¢ao de serem tratados como objetos topologicos.

Os resultados dessas aplicacoes da Topologia em otélitos podem representar ampli-
acoes do conhecimento na Biologia Marinha, uma vez que os estudos sobre variagoes de
densidade otolitica sao escassos, e a topologia pode ajudar na definicdo de tamanhos de
amostras menores possibilitando outras investigacoes. Um exemplo, é a possibilidade de
expor um novo classificador com base na forma 3D completa do otélito, o que seriam uma
abordagem alternativa as metodologias existentes na literatura, dentre elas: Analise de
Discriminante e Transformada de Fourier (SALIMI et al., 2016); Método de Clusterizacao
K-means (LI et al., 2021); Parametros Geométricos e Dimensao Fractal (PIERA et al.,
2005; DUARTE-NETO et al., 2014; CONDAL; GUIDA, 2020); Transformada Wavelet e
Descritores Elipticos de Fourier (VAN; Q.T; V.D, 2022).

As metodologias supra mencionadas apoiam-se em analise de imagens de contornos
2D sobre uma variedade de métodos relacionados ou combinados a outros ja estabelecidos
(STRANSKY, 2014). E entdo intuitivo pensar que ao considerar a estrutura completa
do otdlito (imagens 3D), resultados mais acurados de classificagdo pela forma possam
emergir. Sobre essa suposicao, ainda nao foi proposta uma ferramenta unificada, que
opere a baixo custo computacional, para tornar tal hipétese realidade. Pela aplicabilidade
da TDA em diversos contextos e pelo fato dos otélitos poderem ser considerados como
objetos topoldgicos, a HP apresenta potencial para ser aplicada como tal ferramenta de

classificacao para a forma do otélito sob uma reducao apropriada da massa de dados.



2 Fundamentos tedricos

Este capitulo estrutura objetivamente a base tedrica dos principais objetos de
estudo desta tese: Otdlitos, estruturas calcificadas encontradas nos ouvidos de diversos
organismos e Analise Topolégica de Dados — TDA, abordagem inovadora na ciéncia

de dados que revela padroes e relacoes subjacentes em conjuntos de dados complexos.

Nele a TDA ¢é introduzida como um conjunto de ferramentas da analise de dados
e oferecida como uma nova abordagem para compreender a complexidade geométrica e
topologica de estruturas como nuvem de pontos extraidas a partir de dados reais, podendo
proporcionar insights valiosos para a interpretacdo de padroes na ciéncia do otdélito.
Basicamente, este capitulo estrutura uma nova ponte ligando a biologia marinha e as
técnicas avangadas atuais de andlise de dados, ao explorar o potencial da TDA na revelacgao
de informagoes fundamentais contidas nos otdlitos por meio imagens tridimensionais

provenientes de microtomografia computadorizada de raios X (uCT).

2.1 Otdlitos

Otolitos sdo estruturas calcificadas biomineralizadas encontradas no ouvido interno

de peixes Gsseos responsaveis por audigao e equilibrio (POPPER; FAY, 1993).

A partir do aparelho auditivo interno (ou sistema labirintico, ou labirinto interno,
ou ainda sistema vestibular) que se localizada na regiao superior da cabeca do peixe, em
numero de trés por ouvido os otélitos ficam imersos em endolinfa (PAYAN et al., 2004)
dentro de camaras labirinticas conhecidas por utriculo - utricle do inglés, lagena e saculo -
sacculus. Assim, os otdlitos, também possuem nomes especificos a partir de cada camara

labirintica, sendo respectivamente, lapillus, asteriscus e sagitta.

O utriculo é responsavel pela deteccao de aceleracoes lineares e pela orientagao
espacial do peixe. A lagena é uma estrutura sensorial alongada que faz parte do sistema
auditivo, pois esta associada a deteccao de sons e a percepc¢ao auditiva nos peixes. O saculo
é outra camara e desempenha um papel semelhante ao utriculo na detecgdo de aceleragoes

lineares, mas também esta envolvido na detecgao da posicao vertical do corpo em relacao
a gravidade (PANFILI et al., 2002).

A Figura 3 ilustra o aparelho auditivo para um peixe da espécie Diapterus brevi-

rostris. Nela o sistema vestibular é destacado a partir de sua posicao em relacao a cabega
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do peixe (parte traseira superior) para observar a localizacao de uma das duas cAmaras

labirinticas e de seu respectivo trio de otolitos.
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Figura 3 — Posicao do sistema labirintico em Diapterus brevirostris em relacao a cabeca
do peixe. Destacado esta o diagrama dos canais semicirculares e a posi¢cao dos
3 otolitos, lapilus, sagittae e asteriscus, dentro de suas respectivas camaras
labirinticas utricle, saccule e lagena. Adaptado de Panfili et al. (2002, p.32) e
Gallardo-Cabello et al. (2015).

A morfologia do otdlito pode ser influenciada por fatores genéticos, ambientais
e evolutivos (LOMBARTE; LLEONART, 1993; NOLF, 1995; TORRES; LOMBARTE;
MORALES-NIN, 2000). Com isso variacao de forma nos otélitos pode estar relacionada a
adaptagoes especificas ao ambiente em que o peixe vive, como a profundidade da agua,
tipo de substrato, habitos alimentares, entre outros. Por exemplo, otélitos de peixes que
habitam aguas profundas podem ter caracteristicas diferentes daqueles de peixes que vivem
em aguas rasas. Na Figura 4 estao, em linha, cinco otdlitos sagittae de cinco espécies

de peixes, onde é possivel observar uma significativa variagdo de tipos e formatos para

otélitos de um mesmo tipo entre espécies diferentes.

Figura 4 — Exemplos da diversidade de otélitos de diferentes formatos e tamanhos, pre-
sentes nos teledsteos. Em linha e sem escala estao alguns otélitos sagittae de
Merluccius bilinearis, Halargyreus johnsoni, Lampris guttatus, Urophycis tenuis
e Lopholatilus chamaeleonticeps. Pode-se perceber, a depender da espécie,
que tamanho e forma de otélitos nao possuem padroes definidos, podendo
assumir projecoes e invaginagoes especificas da espécie. Adaptado de Popper,
Ramcharitar e Campana (2005).

Estudos biométricos sobre otolitos de peixes tém sido foco de intimeras pesquisas
cientificas dentro da biologia marinha, em especifico dentro da ictiologia, devido a diversi-

dade de aplicagoes que eles permitem. Isso porque, esses biominerais versateis oferecem



Capitulo 2. Fundamentos tedricos

valiosas informagoes que permitem compreender aspectos sobre uma ampla gama de topicos,

incluindo crescimento de peixes, determinacao de idade, avaliacdo de estoques, historico

ambiental, ecologia e até mesmo preferéncias alimentares. As pesquisas que apoiaram esses

topicos os tornaram abrangentes e consequentemente tornaram-se areas de estudo sobre

otélitos (GREEN et al., 2009), a saber: microquimica ou microestrutura, formacao,

andlise de idade e crescimento, morfotipo, e avaliacao de estoques pesqueiros.

Esses campos de investigacao ampliaram o conhecimento sobre otélitos apoiados no avango

tecnologico das técnicas de processamento de imagens (FISHER; HUNTER, 2018),

perspectivando novas areas de estudo dentro da ciéncia do otdlito, a exemplo a densidade

otolitica na sua forma estrutural.

Microquimica ou Microestrutura

A estrutura dos otdlitos é composta de apro-
ximadamente 90% de carbonato de célcio, na forma
cristalina da aragonita, além de outros sais inorganicos,
que se desenvolvem sobre uma matriz proteica locali-
zada no aparelho auditivo do peixe (SASAGAWA; MU-
GIYA, 1996; CAMPANA, 1999; CAMPANA; THOR-
ROLD, 2001; PANFILI et al., 2002). O carbonato de
calcio é difundido através de uma membrana celular
de endolinfa e camadas de aragonita sdo permanen-
temente depositadas em incrementos discretos (WU
et al., 2011). A microestrutura dos otélitos é essencial
para examinar padroes diarios de crescimento ao anali-
sar os incrementos que por sua vez podem ser contados
para fornecer informagoes sobre a vida diaria do peixe
(MORALES-NIN, 2000). Esses incrementos também
podem ajudar a identificar mudancas ontogenéticas
e estressores ambientais (KALISH, 1989; SPONAU-
GLE, 2010). A Figura 5 traz um exemplo de anélise
da composi¢ao quimica do estroncio (Sr) na estrutura
de um otoélito, a partir da qual é possivel observar a

quantificacdo do elemento na imagem mais a direita.

500um

Figura 5 — Exemplo de ané-

lise microquimica do
elemento estroncio
(Sr) para caracteri-
zacao da estrutura
de anéis de cresci-
mento em otolitos,
que por sua vez sao
lteis na determina-
¢ao da idade de pei-
xes. Geralmente este
tipo de analise ¢é
feita partindo da re-
giao central do oto-
lito a uma de suas
extremidades, como
revela a linha na
figura da esquerda.
Adaptado de Hu et
al. (2022).
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Formacao, Idade e Crescimento

Os otolitos sao formados ao longo da vida do
peixe através de um processo de deposicao de car-
bonato de calcio, que consiste na formacao de anéis
concéntricos, ou simplesmente anéis (GAULDIE; NEL-
SON, 1990; MORALES-NIN, 2000). Tais anéis servem
como registro da idade e do crescimento do peixe pela
sua contagem (Figura 6). Esta caracteristica funda-
mental, além de permitir aos cientistas estimar idade
de peixes, fornece informagoes vitais para gestao pes-
queira, esforcos de conservagao e outras investigagoes
cientificas decorrentes dentro da biologia e da ecologia

marinha (GEFFEN, 1982; CAMPANA, 2001).

Morfotipo

A variacao morfologica em otélitos, conhecida
como morfotipos (Figura 7), tem sido reconhecida
como uma ferramenta para distinguir espécies ou po-
pulacoes de peixes, devido ao seu formato especifico
entre espécies (de Almeida et al., 2023). Até mesmo
mudangas morfolégicas entre otolitos de individuos ma-
chos e fémeas ja sdo conhecidas a cerca de trés décadas
(SCHWARZHANS, 1994). A identificacao de morfoti-
pos ganhou importancia, pois desempenha um papel
crucial no estudo da biodiversidade e na compreensao
dos processos ecologicos (DULVY et al., 2008; BOLLE
et al., 2004). Além disso, por apresentar baixo teor de
agua, essas estruturas sao tteis para estudos arqueolo-
gicos, paleontologicos e antropologicos, pela presenca
em restos fossilizados, o que ajuda na identificagao e
mapeamento de espécies por regiao (HAIMOVICI et
al., 2023).

Figura 6 —

Figura 7 —

Exemplo da con-
tagem de anéis
em um otolito
seccionado transver-
salmente. Adaptado
de NOAA’s (2013).

Exemplo de morfoti-
pos de otodlitos ana-
lisados a partir da
perspectiva do con-
torno. De cima para
baixo otolitos sagit-
tae de seis diferen-
tes espécies. Ao cen-
tro, forma média do
otolito da espécie, e
aos extremos varia-
¢ao da forma a +20.
Adaptado de Pavlov
(2021).
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Avaliacao de estoques pesqueiros

Role of Observers & Fishermen in Sustainable Fisheries

A urgéncia em estabelecer um ciclo

para tornar a pesca uma atividade sustenta-

Observers )
collect data h

Sustainable stockifiESly
Fisheries

vel é motivada pelo papel significativo que

ela desempenha nos meios de subsisténcia em

Fishermen
todo o mundo. Com o aumento constante do e
~management

)

[
q? Managers use

é\ assessments to
& set regulations

consumo de recursos naturais marinhos, surge

uma preocupacao crescente quanto a preserva-

¢ao desses recursos. Nesse contexto, torna-se

imperativo estudar a gestdo sustentavel das Figura 8 — Ilustragao de um modelo de ci-
clo sustentavel dos recursos pes-

queiros. Nesse ciclo, proposto
tivo do papel dos envolvidos em uma gestao pela empresa NOAA Fisheries?,

pescas. A Figura 8 traz um esquema ilustra-

observadores sao contratados
para avaliar e disponibilizar in-
formacoes sobre o trabalho dos

tentavel torna-se funcional pela colaboracao pescadores. Fonte: Wang e Di-
Cosimo (2019).

eficaz dos recursos pesqueiros, orientada a um

consumo sustentavel. Observe que o ciclo sus-

conjunta de pescadores, colaboradores priva-

A NOAA Fisheries é uma agéncia dos Estados
Unidos que faz parte da National Oceanic and
analise de dados, que podem ser otélitos, for- Atmospheric Administration (NOAA). Seu foco
principal é a gestao e conservacdo dos recursos
pesqueiros e aquaticos marinhos.

dos, cientistas e gestores publicos. Veja que a

necidos por pescadores a pesquisadores para

investigagoes, é essencial para o ciclo.

Pode-se dizer, que a pesca sustentavel esta dentro dos objetivos 12 e 14 propostos
pela ONU em sua agenda até 2030, pois eles buscam garantir padroes sustentaveis de
consumo e producao e, conservar e utilizar de forma sustentavel os oceanos, mares e
recursos marinhos (UN, 2015). Para alcancar esses objetivos, os métodos cientificos tém
papel crucial ao permitirem uma compreensao da dinamica das populagoes de peixes,
logo, a implementacao deles pode contribuir para um manejo mais eficaz dos recursos
pesqueiros, visando a preservacao dos ecossistemas marinhos e a garantia de que a pesca
seja uma atividade sustentével a longo prazo (GEBREMEDHIN et al., 2021).

Por sua vez, otélitos podem servir como uma ferramenta inestimavel para o endosso
e gestao sustentavel dos estoques pesqueiros. Isso porque ao integrar otélitos aos métodos
cientificos atuais, os cientistas podem identificar a estrutura genética das populagoes de

peixes, o que pode ajudar a preservar a biodiversidade e apoiar uma gestao pesqueira

eficaz (RUZZANTE et al., 2006; GEBREMEDHIN et al., 2021).
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Densidade

Os otélitos apresentam variagoes de densidade
relacionadas a sua composicao quimica. Compreender
essas variagoes ¢ crucial para refinar os métodos de
determinagao da idade (HU et al., 2022), além de
abrir outras possibilidades de estudo, como avaliar
se a densidade pode ser um indicador importante da
flutuabilidade do peixe, o que forneceria informacoes
sobre a distribuicao vertical de peixes em colunas de
agua.

A densidade da estrutura fisica dos otélitos
(densidade Gssea), independentemente dos elementos
quimicos, pode nao ser um tépico extensivamente es-
tudado ou documentado na literatura cientifica. As
pesquisa mais comuns tendem a focar nas caracteristi-
cas quimicas dos otolitos, incluindo sua composi¢ao e
variagoes na concentracao de elementos, como viu-se
nos topicos anteriores acima. Recentemente uma nova
area de estudo chamada eco-densitometria foi aberta
por Vasconcelos-Filho et al. (2019) para quantificar
variagoes de densidade Ossea de otoélitos de peixes ao
revelar variagoes de densidade interna e externa de tal
estrutura em uma perspectiva 3D (Figura 9).

Nesse sentido, a estrutura fisica dos otodlitos,
incluindo sua densidade, pode ser um aspecto relevante
a ser explorado, especialmente considerando como di-
ferentes propriedades fisicas podem influenciar o com-
portamento mecanico e a funcao dos otdlitos. Uma
evolucao ou uma pesquisa especifica sobre a densidade
da estrutura fisica como uma nova variavel quanti-
tativa do otdlito pode comecar a descrever diversos
aspectos da biologia marinha ao associd-la a outras

variaveis.

11

Acanthocybium solandri

Thunnus albacares

Thunnus obesus

Acanthurus coerulous

Haemulon plumierii

Opisthonema oglinum

Lower dense Higher dense

Figura 9 — Variagoes de densi-
dade Ossea em oto-
litos de varias espé-
cies em uma pers-
pectiva 3D. Imagens
sem escala de tama-
nho. Adaptado de
Vasconcelos-Filho et
al. (2019).
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2.2 Imagens Digitais para estudos de Otdlitos

As técnicas de andlise e processa-
mento de imagens apresentam uma relevancia
dual, porque destacando-se por duas carac-
teristicas fundamentais. Primeiramente, con-
tribuem significativamente para a melhoria
da qualidade visual das imagens, visando fa-
cilitar a interpretacao humana. Em segundo
lugar, possibilitam a extragao eficiente de in-
formacoes intrinsecas, as quais podem ser cor-
relacionadas a variaveis especificas, propici-
ando uma expansao do conhecimento relaci-
onado ao objeto fotografado (GONZALEZ; 36cm
WOODS, 2018) — ver Figura 10 para exemplo

Figura 10 — Imagem digital do cranio de
de uma imagem digital obtida do cranio de um peixe identificando os 3
pares de otolitos. Tal ima-

gem enfatiza o nivel de reso-
e aprimoramento dessa tecnologia conferiram lucdo atual da tecnologia de

robustez as metodologias de investigacao oto- imagens digitais (FISHER;
HUNTER, 2018).

um peixe. Nas ultimas décadas, a introdugao

litica, resultando em insights valiosos sobre
a biologia, ecologia e dinamica populacional
de diversas espécies aquaticas (MENDOZA,
2006; STRANSKY, 2014; CAMPANA, 2005).

Ferramentas de processamento de imagens, combinadas com algoritmos avancados
de machine learning, facilitam a identificacdo e medicao de caracteristicas otoliticas de
maneira mais eficiente (MOORE et al., 2019). Com isso, a capacidade de capturar imagens
de alta resolucao permite uma analise detalhada das caracteristicas morfologicas dos
otdlitos, forma, tamanho e microestrutura (NAZIR; KHAN, 2021). Isso ndo apenas facilita
a identificagdo de espécies, mas também possibilita estudos mais refinados sobre variagoes
individuais e populacionais ao promover resultados mais consistentes e confidveis, além de

reduzir o tempo necessario para andlises (TUCKEY et al., 2022).

E entao apropriado dizer que, a Analise Digital de Imagens interdisciplinariza os
campos de estudos sobre otélitos, abrangendo diversas areas como anéis de crescimento,

microestrutura, microquimica, estudo da forma, entre outros. A aplicacao de técnicas de
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analise e processamento de imagens digitais para analise de otélitos nao apenas aprimora
a eficiéncia dos processos, mas também facilita a integracao de diferentes disciplinas,

contribuindo para uma compreensao mais abrangente e precisa das caracteristicas otoliticas.

Na analise de anéis de crescimento, a Analise Digital de Imagens possibilita uma
contagem precisa e eficiente, fornecendo dados cruciais para estimar a idade dos peixes
(NAVA et al., 2018). A microestrutura dos otélitos, incluindo detalhes finos muitas vezes
imperceptiveis a olho nu, pode ser minuciosamente investigada por meio de imagens digitais
de alta resolugao (REY et al., 2016). No campo da microquimica, a anélise digital contribui
significativamente para a identificacao e quantificagdo de elementos quimicos presentes
nos otélitos, auxiliando na compreensao das condigoes ambientais durante o histérico de
crescimento do peixe (ELSDON et al., 2008). A andlise da forma dos otélitos, essencial
para identificagdo de espécies e estudos de ecologia, também se beneficia significativamente
da precisao proporcionada pelas imagens digitais (CADRIN; FRIEDLAND, 1999).

Em suma, o uso de imagens digitais na analise de otélitos representa um avango
significativo na pesquisa ictiolégica e na gestao de recursos aquaticos. Essa abordagem
proporciona uma compreensao mais profunda da biologia e ecologia das espécies, com
implicacoes diretas na conservagao e no manejo sustentavel dos ecossistemas aquaticos.
O constante aprimoramento das técnicas digitais promete continuar a contribuir signifi-
cativamente para a expansao do conhecimento sobre otdlitos e seu papel vital na vida

marinha.

Percebe-se entao que, no avancgo da tecnologia de imagens, destaca-se a utilizacao de
raios X como um marco significativo no estudo de otélitos pela alta taxa de resolugdes que
apresentam (HABERTHUR et al., 2023). A exemplo, essa técnica de captura de imagens
tem a capacidade de analisar a densidade dssea, oferecendo assim uma nova perspectiva

para compreender outras propriedades dessas estruturas.

2.3 Analise Topolégica de Dados

Uma maneira simples de entender a Anélise Topolégica de Dados, ou TDA do inglés,
é refletir sobre as palavras que compoem seu nome como trés conceitos fundamentais,
que seriam Analise, Topologia e Dados, sobre a busca por compreender caracteristicas

intrinsecas e relacoes subjacentes em conjuntos complexos de dados.

A Analise refere-se a investigacdo sistematica e ao entendimento profundo de
padroes e informacoes contidas nos dados, mas também pode ser pensada na subarea da
matematica “Analise”, uma vez que esta compoe os fundamentos tedricos da topologia,

também presente em TDA.
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Topologia ¢ o ramo da matematica que explora as propriedades do espaco e suas
estruturas fundamentais tratando-os matematicamente como espagos topoldgicos. Esses
espacos representam formas que sao analisados em uma perspectiva de dobrar e esticar
sem “rasgar” ou eliminar quaisquer furos, assim ela estuda as propriedades dos espagos que
permanecem inalteradas sob transformagoes ou deformacoes continuas. Essa caracteristica
intrinseca da Topologia da a ela o poder de ser considerada como uma extensao da

Geometria.

As propriedades das formas que sao preservadas pela nocao de flexibilidade na
Topologia, como o nimero de furos que uma forma possui em cada dimenséao, sao chamadas
de invariantes topologicos. Invariantes Topolégicos sao nimeros que se atribui a dados,
forma, variedade, ou complexo simplicial, para extrair informagao ou aprender algo sobre

a estrutura geral de tais estruturas.

E por fim, Dados, representa as informagoes a serem analisadas. A TDA lida com
conjuntos de dados de alta dimensionalidade ou dados multidimensionais. Ela utiliza as
propriedades da Topologia, na busca por identificar padrdes complexos, capturar relacoes
espaciais e estruturas, além de conexoes e caracteristicas fundamentais que podem nao ser

Obvias utilizando métodos tradicionais.

Nesse sentido, a Topologia tem conexdes com areas como Anadlise, Geometria e
Topologia Algébrica (MUNKRES, 2000; DEO, 2018). Dentre essas conexdes, a intersec¢ao
da Topologia com técnicas algébricas levou ao surgimento da Topologia Algébrica, que
por sua vez abriu caminho em diversos dominios cientificos orientados a dados, resultando
no desenvolvimento da Analise Topoldgica de Dados (GHRIST, 2007; GHRIST, 2014).
Assim, a TDA envolve Ciéncia de Dados, Computacao, Mateméatica e Estatistica na
fundamentacao e criagdo de algoritmos capazes de resumir informagoes de dados complexos
e de alta dimensao (CARLSSON, 2009; EDELSBRUNNER; HARER, 2022).

A Topologia Algébrica serve como ponte que conecta a Topologia classica com
aplicacoes modernas envolvendo dados, ao entregar ferramentas algébricas, por meio de
algoritmos, para investigar espacos topoldgicos, permitindo a identificacao de caracteristi-
cas importantes como componentes conectados, loops e vazios. Além disso, ao atribuir
estruturas algébricas, como grupos ou classes de homologia, a espagos topolégicos, a
Topologia Algébrica pode capturar e quantificar suas propriedades geométricas intrinsecas
(KAMMEYER, 2022; MUNKRES, 2018).

Atualmente, o desenvolvimento da TDA é impulsionado pelas mesmas razoes que
levaram a sua criagao, a crescente demanda por reconhecer padroes nos grandes conjuntos
de dados (ou Big data) que sao recolhidos pelo poderio tecnoldgico atual de varios campos

da ciéncia, como a Biologia, a Neurociéncia, Mercados Financeiros, as Redes de Sensores,
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dentre outros. Tais dados, por sua vez estao cada vez mais complexos e com dimensoes
mais altas, e como consequéncia os métodos tradicionais de analise de dados muitas vezes

ficam aquém em capturar suas estruturas inerentes.

Nessa nova realidade da era dos dados, a TDA aproveita os conceitos e métodos da
Topologia Algébrica para revelar propriedades topologicas dos dados através de ferramentas
computacionais como Mapper, Ball Mapper (BM) e Homologia Persistente (HP), fornecendo
uma lente através da qual conjuntos de dados complexos podem ser estudados, revelando
caracteristicas e relacionamentos essenciais. Essas técnicas enriqueceram a capacidade de
extrair insights de dados complexos, oferecendo uma nova perspectiva sobre as estruturas

e formas subjacentes “escondidas” em conjuntos de dados (BAAS et al., 2020).

Mapper é uma ferramenta da TDA que constréi uma representacao grafica dos
dados na forma de um grafo, onde os nés correspondem a clusters de pontos de dados e as
arestas indicam suas conexoes. Ele oferece uma maneira perspicaz de simplificar e visualizar
conjuntos de dados complexos e de alta dimensao em dimensoes mais baixas, permitindo
que os pesquisadores obtenham uma melhor compreensao da estrutura subjacente dos

dados em um simples grafo, a partir do qual propriedades topoldgicas podem ser extraidas.

O BM, uma simplificacdo do Mapper, concentra-se na captura de estruturas locais
usando bolas ou vizinhangas em torno de pontos dos dados. Essa técnica capaz de destacar
detalhes refinados dos dados encontrou aplicacbes em areas como biologia, mercado

imobilidrio e financeiro, ciéncia dos materiais e pandemia de COVID-19.

A HP, uma das técnicas mais renomadas em TDA, rastreia a evolucao de caracte-
risticas topoldgicas em diferentes escalas espaciais. Ao fazer isso, fornece uma ferramenta
robusta e estavel para mensurar caracteristicas topoldgicas nos dados, o que pode ser

particularmente valioso na compreensao da persisténcia de padroes estruturais em dados.

Por ser uma das primeiras técnicas para analise de dados desenvolvidas dentro da
TDA, a HP é uma das mais utilizadas, o que resultou na criacdo de muitos algoritmos
para sua computacao, a fim de atender as diversas aplicacoes cientificas. Nisso houve o
interessante trabalho de Otter et al. (2017), em que o interesse foi conhecer qual ferramente
ou software da TDA melhor desempenha a computacao da topologia na andlise de dados.
Daquele ano em diante, atualizacoes surgiram, bem como a criacdo de novos softwares,
como o giotto-tda, uma biblioteca em Python criada por colaboracao e contribuigoes de
diversos pesquisadores, a fim de fornecer ferramentas para a analise topologica de dados,

incluindo mapper e a computacao da homologia persistente (TAUZIN et al., 2021).

Como consequéncia dos significativos resultados alcancados, as técnicas de analise

de dados Mapper e HP, além de se tornarem chave dentro da TDA, devido as suas grandes
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capacidades em analisar e interpretar dados de alta dimensao, foram constantemente
aperfeicoadas e conectadas a ferramentas da drea de Machine Learning, aumentando a

gama de aplicagoes dentro da ciéncia de dados.

Em geral, em aplicagoes de TDA, os dados sao considerados como espacos topolé-
gicos, essa perspectiva permite seu desenvolvimento e aprimoramento como metodologia
para analise exploratéria de dados multiescala, fazendo com que ela alcancasse aplicagoes
significativas em ramos como Gendémica e Evolugao (RABADAN; BLUMBERG, 2019),
identificagao de cancer de mama (NICOLAU; LEVINE; CARLSSON;, 2011), reavaliacao
de indices financeiros e retornos de agoes (DIOTKO; QIU; RUDKIN, 2019), dentre outras.

Em suma, na jornada interdisciplinar da Topologia a Topologia Algébrica que levou
ao desenvolvimento da Anélise Topolégica de Dados, abstra¢oes matematicas foram trans-
formadas em algoritmos capazes de extrair insights significativos de dados em diferentes
contextos. Esta introducao prepara caminho para um aprofundamento nos principios e
aplicacoes da TDA, destacando a sua capacidade de desvendar as estruturas topologicas
complexas incorporadas nos dados, tornando-a uma surpreendente ferramenta em varios

cenarios cientificos.

Nesta tese serd proposta a introdugao da Amostragem Probabilistica na TDA, como
ferramenta que pode ser 1til na reducao de tempo e custo computacional, propiciando
analises e interpretacoes mais rapidas. Na TDA, o conjunto de dados, que representa o
objeto de interesse, tratado como espago topolégico, muitas vezes é uma matriz de dados
na forma de nuvem de pontos que serve de dados de entrada para os algoritmos. A ideia
¢ amostrar as nuvens de pontos que representam o conjunto de dados, a ser analisado
topologicamente, usando Amostragem Probabilistica, uma vez que, fundamentalmente, ela

é capaz de capturar as informacoes da populacoes dos dados.

Diante dessa motivacao em alcancar economia e tempo computacional, além de
esfor¢co humano, o texto segue com os elementos base da Topologia Algébrica, essenciais
para compreensao dos aspectos praticos das técnicas da TDA, necessarios para desenvolver

as aplicacoes propostas por esta tese.
Elementos da Topologia Algébrica para computacao da topologia

A amostragem tem a capacidade de equilibrar custo de processamento com anélise
de grandes volumes de dados, porque fornece informagoes estatisticas similares as dos dados
populacionais a partir de amostras menores. Assim a amostragem pode ser conceituada
como um processo que seleciona aleatoriamente objetos de uma populacao, de tal forma
que as informagoes da amostra possam ser generalizadas para a populagao, produzindo
reducao de tempo e custo computacional (KARTHIK; ABHISHEK, 2019, pp. 79-81).
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Amostra aleatéria

Definicao 2.3.1. Um conjunto de variaveis aleatérias X1, ..., X, é dito amostra aleato-
ria de tamanho n da populagao f(z), se Xy, ..., X,, sdo varidveis aleatérias mutuamente
independentes e as marginais fdp ou fmp de cada X; possui a mesma fungao f(z). Al-
ternativamente, X1, ..., X,, sdo ditas variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas com fdp ou fmp f(x), comumente abreviadas por varidveis aleatoérias iid

(BERGER; CASELLA, 2001, p. 207).

Espago Euclidiano

Definicdo 2.3.2. Um Espago euclidiano n-dimensional, ou Espago n-euclidiano (E"),
é um conjunto de todas as n-tuplas (z1,xs, ..., z,,) de nimeros reais, com cada n-tupla
sendo um ponto do espaco R™. Observando que o Espaco 1-euclidiano sdo os ntimeros
reais (R) e o Espago 2-euclidiano é o plano (R?), os E"s sdo considerados generalizacoes
dimensionais superiores dos nimeros reais (KAHN, 1995, p. 16). A distancia d entre do/is

n 1/2
pontos (1, Z2, ..., ) € (Y1,Y2, ..., Yn) em um E™ é dada por d(z;,y;) = {Z(xz — yz)2} ,

i=1
a qual denomina-se por distancia euclidiana.

Nuvem de pontos

Defini¢ao 2.3.3. Uma nuvem de pontos é um subconjunto finito X do R™ (para algum

n € N) no qual possa ser induzida a métrica da distdncia euclidiana.

Vizinhanca

Definicao 2.3.4. Uma vizinhanca de um ponto p no Espaco Euclidiano é o conjunto de

todos os pontos a uma distancia r de p para algum r € R.

Espaco Topologico

Defini¢ao 2.3.5. Um Espaco Topologico é um conjunto abstrato £ com uma atribuicao
nao vazia de subconjuntos de E a cada elemento de E. Os elementos de E serdo chamados
pontos p, e os subconjuntos atribuidos a cada ponto p de E serao chamados de vizinhanca

de p. A atribuicao de vizinhanca a cada ponto de E deve ser sujeita as condigoes:

e Se U é uma vizinhanca de p, entao p € U;

e Qualquer subconjunto de E que contenha uma vizinhanga de p também ¢é uma

vizinhancga de p;
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e Se U e V sdo vizinhancas de p, entdao U NV também é uma vizinhanga de p;

e Se U é uma vizinhanca de p, entao existe uma vizinhanca V' de p tal que U é uma

vizinhanga de todo ponto de V.

O processo de atribuir vizinhancas a cada elemento de um conjunto E, transfor-
mando F em um espaco topoldgico, as vezes é chamado de dar uma topologia a E ou
definir uma topologia em E (WALLACE, 2011, p.14).

Bola

Definigao 2.3.6. Diz-se que B,"(¢) é uma bola aberta centrada em ¢ em um E”, se

B,"(c)=A{p|peE", dp,c) <r},
e fechada se
B,"(c) ={p|p€E", d(p,c) <r}.
As notagao B(x,r) e B,(z) também sdo usadas para indicar uma bola de raio r centrada

em T.

Cobertura

Definicao 2.3.7. Dado um espago topolégico X, uma cole¢do de conjuntos abertos U = U;
¢é chamada de cobertura de X se a uniao dos conjuntos em U cobre todo o espaco X, ou

simplesmente,

Espaco métrico

Definicao 2.3.8. Um conjunto A com uma funcao distancia
d: X xX —R

¢é dito ser um espago métrico se os valores de d sao todos nao negativos e para todo
‘/L" y? z 6 X
dz,y) =0z =y,

d(z,y) = d(y, v),
d(z,z) =d(x,y) + d(y, 2).

Nesse caso, d é referido como uma métrica ou fungao de distancia entre pontos do espaco.
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Espacos métricos sao uma grande e importante classe dos espagos topologicos
(Definigao 2.3.5) apoiado pelos niimeros reais e espagos euclidianos (Definigao 2.3.2), em
outras palavras, todo espago métrico A pode ser considerado naturalmente como um
espaco topologico, desde que se tome em A uma colecao de abertos definidos a partir de
uma métrica em A (LIMA, 1970, p. 61).

Espagos métricos também estao apoiados sob o conceito de vizinhanga (Definigao
2.3.4), assim, em um espago métrico A, um subconjunto A'CA é dito ser vizinhanca de
um elemento = a uma distancia 6 em A se ele contiver uma bola B(z,0) (Defini¢ao 2.3.6).
Essa defini¢ao, informalmente, diz que uma vizinhanca de x é um conjunto que contém
todos os pontos suficientemente proximos de x (AHLFORS, 1979).

Grupo Abeliano

Defini¢do 2.3.9. E uma classe de conjuntos A equipada com a operacao bindria adicao
(4) satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Associatividade: Para todos os elementos a, b, cem A, (a+b) +c=a+ (b+ ¢);

2. Identidade aditiva: Existe um elemento 0 em A tal que, para todo a em A, a + 0 = a;
3. Inversos aditivos: Para cada a em A, existe um elemento —a em A tal que a + (—a) = 0;

4. Comutatividade (propriedade abeliana): Para todos os elementos a, b em A, a+b = b+a.

Grupos de Homologia

Definigao 2.3.10. Dado um espaco topologico X, o n-ésimo grupo de homologia, denotado
por H,(X), é um grupo abeliano que representa os n-buracos em X. Esse grupo mede a
presenca e a conectividade de componentes n-dimensionais em X. Os elementos de H,(X),
chamados de classes de homologia, representam ciclos topologicos em X, enquanto as

operacoes de grupo refletem a sobreposicao e anulagao desses ciclos.

Os grupos de homologia no contexto da TDA sao ferramentas matematicas utilizadas
para estudar as propriedades topoldgicas dos espacos. Eles oferecem uma maneira de
quantificar “buracos” e “ciclos” em espagos topoldgicos, sendo essenciais para analisar as

caracteristicas topoldgicas de conjuntos de dados.

Os ciclos aos quais se refere a Defini¢ao 2.3.10 é um subconjunto de X que pode
ser coberto por uma cole¢ao finita de complexos simpliciais, que sdo os elementos basicos

usados para reconstruir um espaco, forma, ou mesmo conjunto de dados.

Complexo simplicial

Complexos simpliciais podem ser entendidos como uma generalizacao de grafos em dimen-
soes mais altas. Eles partem da abstracdo sobre a composicio de conjuntos em Algebra, e

podem ser definidos do seguinte modo:
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Definigao 2.3.11. Um complezxo simplicial abstrato S é um conjunto de conjuntos de modo
que, se t € S tal que S C S entao t C S. Os elementos t, denominados simplex —menor
unidade de um complezo simplicial—, formam os subconjuntos Ss de S denominados de

simplices—plural de simplex—, que compoem o complexo simplicial.

Em termos praticos, complexos simpliciais sao estruturas geométricas que descrevem
a “forma” de um espago topologico. Originalmente a construgao de complexos simpliciais
¢é baseada no processo de triangulagao, sobre a ideia de que por este procedimento pode-se
construir qualquer forma através da unidao de tridngulos. A ideia é conectar pontos nao
coplanares para criar estruturas geométricas mais complexas. Esse padrao continua para
dimensoes superiores de modo que cada dimensao superior adiciona um novo vértice,

criando simplices de ordem mais alta.

A Figura 11 traz um esboco do procedimento da construgao de um complexo

simplicial abstrato desde o seu elemento mais simples, o ponto.

-

Ponto Reta Triangulo Tetraedro
(0-simplex) (1-simplex) (2-simplex) (3-simplex)

Complexo simplicial

Figura 11 — A construgao de um complexo simplicial comega com simples pontos e progride
para estruturas mais complexas. Ponto (0-simplex): sao pontos individuais
denominados vértices, cada ponto é um 0-simplex. Pontos conectados formam
arestas, denominadas 1-simplex (segmentos de reta). Grupos de trés pontos
nao colineares formam triangulos, que sao os 2-simplex, e grupos de quatro
pontos nao coplanares formam tetraedros, que sdo denominados 3-simplex. A
unido desses elementos formam o complexo simplicial. Fonte: Autor, 2023.

A triangulacao, portanto, envolve a criacao de complexos simpliciais adicionando
essas estruturas mais altas, garantindo que elas respeitem a condicao da Definicao 2.3.11 e
que cada face (k-simplex) tem uma fronteira formada por (k—1)-simplices. Essa construgao
¢é fundamental em Topologia Algébrica e TDA para representar a topologia de conjuntos

de dados complexos.

O ponto de partida para a construcao de um complexo simplicial é um conjunto de
dados que se deseja conhecer informagoes através de caracteristicas topoldgicas. Existem
diferentes abordagens para a construcao de complexos simpliciais, dentre elas os dois tipos

mais comuns sao, o Vietoris-Rips (Rips) e de Cech (éech).

Enquanto o Rips forma arestas entre pontos que sao préximos com base na distancia

euclidiana, o Cech considera discos em torno dos pontos e forma arestas se esses discos
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nao se sobrepdem a outros discos (situagao em que dois discos ndo compartilham muitos
pontos em comum). Em efeito pratico o Rips forma arestas (1-simplex) diretamente entre
pontos proximos, resultando em uma representacao mais “densa” da conectividade e o
Cech inclui arestas entre pontos que estao dentro de discos que nao se sobrepoem a outros
discos centrados em diferentes pontos, proporcionando uma representagao mais “espacada”

da conectividade.

Portanto, a escolha entre eles depende das caracteristicas especificas do conjunto
de dados e do tipo de conectividade que se deseja capturar. A ilustracdo dos dois para uma

mesma nuvem de pontos e para um mesmo raio de filtracao pode ser vista na Figura 12.

A B C

U B, (x) Eech, (X) Rips,.(X)

Figura 12 — (A) Nuvem de pontos X (Defini¢do 2.3.7) coberta por bolas B, (z) (Defini¢ao
2.3.6). (B) Complexo simplicial de Cech - Cech,(X) e (C) Vietoris-Rips -
Rips,(X) construidos sobre uma mesma nuvem de sete pontos X do plano
R? para um mesmo raio 7 > 0. No complexo de Cech faces de triangulos
sao obtidas sempre que trés bolas se intersectam simultaneamente entre si, a
formacao de tetraedro acontece quando quatro bolas se conectam do mesmo
modo. Para a formacao destes mesmos elementos, tridangulos e tetraedros, por
parte do Rips, a intersec¢ao nao necessariamente deve ser simultanea. A partir
da imagem pode-se perceber que existe uma relagao de pertinéncia entre esses
complexos definida por Cech,(X) C Rips,(X) C Cechy,(X). Observe ainda
que esses complexos podem ser construidos em qualquer X C R¢. Adaptado
de Reani e Bobrowski (2021).

A construcao dos Complexos Simpliciais de Cech e Rips parte de um conjunto
de dados fornecido como uma nuvem de pontos X (Definigdo 2.3.3) constituida pelos
elementos py, pa, p3, ..., pn. Em seguida sdo colocadas bolas B de raio r centradas em cada

elemento p; de X de modo a interseccao entre bolas deve ser nao vazia.

Ao fazer r crescer de 0 a 400 vai-se produzindo complexos simpliciais que contém
os de raios menores, provocando a conhecida sequéncia aninhada de complexos, a que
induz o isomorfismo dos grupos de homologia (Defini¢ao 2.3.10) nos dados. A evolugao de
caracteristicas topoldgicas, tais como furos e componentes conectados, resultantes desse
processo, chama-se filtragao e define a homologia persistente da estrutura dos dados, de

onde informacoes podem ser inferidas.
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Filtracao

Defini¢ao 2.3.12. Seja X um espago topolégico e F = {X;};c; uma familia indexada
por I de subconjuntos de X, onde I é um conjunto totalmente ordenado. Uma filtracao é

uma sequéncia de conjuntos:
XoCX,C...CX,C...CX,

onde t é o parametro de filtracao. Tal sequéncia de espacos topoldgicos juntamente com
os homomorfismos de inclusao ¢; : Xy — X;y1 para cada t € I, sao fungoes naturais de

inclusao, satisfazendo X; C X, para todo t.

Uma filtracao é uma sequéncia crescente de conjuntos topolégicos que capturam
a evolucao dos “buracos” em um complexo simplicial & medida que os elementos sao
adicionados. Essa sequéncia representa a adicao gradual de elementos a X, formando grupos
de homologia Hy(X;). Para representar a combinagao direta de informagoes topologicas
em diferentes niveis de uma filtracdo é usada a soma direta &. Por exemplo, havendo
grupos de homologia Hy(X;) associados a diferentes subconjuntos X; na filtracao, a soma
direta é escrita como H(X1) ® Hp(Xs) @ ... ® Hip(X,), e representa a computacao das

caracteristicas topolédgicas do espaco topologico X;.

A homologia persistente associa os grupos de homologia aos diferentes conjuntos
da filtragdo e examina como os buracos topoldgicos evoluem a medida que os elementos
sdo adicionados. A persisténcia é entdo capturada pelos intervalos de vida dos ciclos
homoloégicos nas diferentes dimensoes. Esses intervalos fornecem informagoes sobre a
topologia que sao invariantes em relacdo a pequenas perturbacoes nos dados. A contagem
das caracteristicas topoldgicas, “buracos”, durante o processo de filtragao é calculada pelos

chamados Numeros de Betti.

Numeros de Betti

Definicao 2.3.13. Sao uma classe de invariantes topologicos usados para disting¢ao de
espagos topologicos, tais como variedades compactas e outros conjuntos finitos, apoiado

na conectividade de complexos simpliciais n-dimensionais.

Os nimeros de Betti sao invariantes topolégicos que fornecem informacdes sobre
a conectividade e a presenca de buracos em espacos topoldgicos. Diz-se que o niimero
de Betti 3; representa o j-ésimo grupo de homologia. Em termos praticos, a Homologia
caracteriza conjuntos, tratados como espacgos topoldgicos, atribuindo grupos abelianos a
cada dimensao, de modo que cada grupo descreve caracteristicas topolégicas especificas,

como componentes conectadas, ciclos ou buracos, que por sua vez sao quantificados pelos
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numeros de Betti, indicando o niimero de “buracos” em diferentes dimensoes presentes no
espaco. Deste modo, [y representa o niimero de componentes conectados ou componentes
conexos, 31 representa o niimero de furos unidimensionais, (3 representa o ntimero de furos

bidimensionais e assim por diante

Como exemplo de nimeros de Betti em um ob- / S \
jeto geométrico, podemos pensar em um toro (objeto [ ]
topolégico tridimensional), Figura 13. Ele possui, um \\ \//

componente conectado [y que é sua prépria estrutura,

dois f i o delos & Figura 13 — Um toro possui nimeros
ois furos unidimensionais ; (um deles é correspon- de Betti iguais a fo — 1,

dendo ao orificio central, ou o loop central do toro, B = 2e P2 =1, uma

. . . vez que ele é um objeto
onde se colocaria o dedo imaginando o toro como um )
simplesmente conectado,

anel - circulo vermelho maior na imagem. O outro é possui dois loops ou “bu-

(7 . ” 3 = 3
correspondente ao orificio ao redor da parte externa do racos” de dimensdo 1 (li-
nhas vermelhas) e um va-

toro - circulo vermelho menor) e um vazio, seu interior. - b <
zio, “buraco” de dimensao

Em resumo os niimeros de Betti do toro sao Gy = 1, 2, seu interior. Adaptado
de Zomorodian e Carlsson
pr=2e =1
(2005).
Grafo

Definicao 2.3.14. Um grafo abstrato G é uma representacao topolégica de um conjunto
S, discretizado em subconjuntos finitos X, na forma do par (V, F), onde V sdo vértices
(0 — simplex) e E sao arestas (1 — simplex) do grafo G = (V, E) (GHRIST, 2014, p. 26).

Em outras palavras, um grafo pode ser considerado como uma colecdo finita de
1-simplices unidos pelos seus vértices, o que o torna um complexo simplicial de dimensao 1
(KAHN;, 1995, p. 184), deste modo os 1-simplices s@o as arestas que conectam os vértices

0-simpleces.

2.3.1 Homologia Persistente

Para compreender Homologia Persistente, antes ¢é interessante entender o conceito de
homologia. Homologia é uma area da Topologia com fundamentos na teoria de grupos capaz
de caracterizar conjuntos de dados pela contagem das caracteristicas topologicas niimero de
componentes conectados e furos (HATCHER, 2002; FASY et al., 2014; EDELSBRUNNER;
HARER, 2022).
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Homologia Persistente refere-se a um método, dentro da teoria de homologia, que
associa a cada espacgo topoldgico uma série de grupos, ou de modo geral modulos, chamados
grupos de homologia desse espaco, de tal maneira que espagos homeomorfos possuem
grupos de homologia isomorfos (LIMA, 2021). Deste modo, homologia persistente trata-se

de uma técnica dentro da matematica aplicada.

Desenvolvida a partir dos anos 2000, tem tido aplicac¢oes significativas em TDA
desde entdao. A partir daquele ano, um dos primeiros estudos a apresentar a ideia de
homologia persistente e a propor algoritmos eficientes para calcular persistent homology
é atribuido ao trabalho de Silva, Morozov e Vejdemo-Johansson (2004). Antes, houve
o trabalho de Robins (1999), o qual ja buscava calcular caracteristicas topoldgicas via
homologia, porém apenas propondo um algoritmo para calcular tal tarefa sem aplicacao
pratica. Anteriormente a esse, os trabalhos que forneceram apoio referencial relacionados
a Topologia Algébrica, foram os estudos de Dey e Guha (1998) e Delfinado e Edelsbrunner

(1995) em complexos simpliciais e nimeros de Betti.
Aspectos praticos da Homologia Persistente

Em termos praticos, Homologia Persistente ¢ uma abordagem dentro da teoria de
homologia que mensura caracteristicas topolégicas em conjuntos de dados numa perspectiva
multiescala (EDELSBRUNNER; LETSCHER; ZOMORODIAN;, 2002; EDELSBRUNNER;
HARER et al., 2008; EDELSBRUNNER; HARER, 2022).

Tal mensuracao se da pelo nascimento e desaparecimento de caracteristicas topolé-
gicas quando ha a variagao de um parametros a partir de cada observagao do conjunto,
ditos componentes conectados. A medida que o valor do parametro cresce, componentes
se fundem em componentes maiores, diz-se que alguns morrem e outros nascem, e nesses
termos configura-se o “nascimento” e “morte” de caracteristicas topolégicas. O registro
dessas caracteristicas podem ser feitas, a critério de interpretacao, em um barcode ou

diagrama de persisténcia, veja Figura 14.

No diagrama de persisténcia (Figura 14F) sdo registadas pontos bidimensionais
acima de uma diagonal (fungao identidade positiva), onde os x;s representam o momento de
“nascimento” e os y;s representam o momento da “morte” de um componente. E evidente
que pontos mais distantes da diagonal sao os que possuem maior tempo de vida, ou seja,

0S que mais persistem.

Conhecidos os fundamentos tedricos de Homologia que levam a aplicacao da
Homologia Persistente, uma definicdo que combine uma explicacao geral sobre ambos esses

conceitos pode ser estabelecida.
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Figura 14 — Procedimento do calculo da homologia persistente sobre uma nuvem de pontos
bidimensional: (A) O célculo da homologia persistente parte de uma nuvem de
pontos, point cloud, no plano, no entanto esse procedimento pode ser realizado
a qualquer dimensao n dos dados, e um gréfico com barras (barcode), com o
numero de barras inicial igual ao nimero de pontos ou nimero de componentes
conectados inicial. (B) Um raio r € R cresce de modo constante em torno
de cada componente conectado, e a mesma medida as barras crescem no
grafico. Quando componentes conectados fundem-se devido a interseccao de
bolas, é dito que eles morrem e nascem outros componentes maiores. Nesse
momento algumas barras no barcode param de crescer (dos componentes
mortos) e outras continuam a crescer (dos componentes que persistem). (C) A
medida em que componentes fundem-se, ha o surgimento das caracteristicas
topoldgicas furos, ou loops bidimensionais. (D) Essas novas caracteristicas
também vao sendo registrados em novas barras no grafico, até fundirem-
se, e portanto “morrerem”. (E) Quando o raio r cresce suficiente para s6
haver um componente conectado, o procedimento termina e o barcode é
encerrado. A partir dele propriedades topologicas podem ser contadas. No
barcode, o comprimento das barras representam o tempo de persisténcia
das caracteristica topolégicas pelos seus respectivos tempos de vida. (F) Um
chamado diagrama de persisténcia pode ser gerado a partir do barcode para
dar uma nova perspectiva na interpretacao das caracteristicas topologicas.
Ele é uma gréafico 2D do primeiro quadrante com uma diagonal na posicao
da funcao identidade trivial. Nele, a abscissa x; representa o momento do
“nascimento” de uma caracteristica e a ordenada y; representa o momento
da “morte”. Caracteristica topoldgicas mais distantes da diagonal sao as que
tiveram o maior tempo de vida. Na ilustracao, ha o surgimento de dois furos
unidimensionais de tamanhos diferentes, representados por duas barras azuis
de diferentes comprimento no barcode e por dois pontos azuis a diferentes

distancias da diagonal no diagrama de persisténcia. Adaptado de Chazal e
Michel (2021).
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Homologia e Homologia Persistente

Definigao 2.3.15. Homologia é um método ou técnica usada para determinar invariantes
topoldgicos em formas, como componentes conectados e furos. Homologia Persistente é a
homologia capturada pela filtracao de formas, por complexos simplicials construidos em
um espaco métrico ao qual a forma estd embutida. A evolucao da filtracao quantifica os

invariantes topologicos da forma pelos nimeros de Betti e os associa um tempo de vida.

A defini¢ao acima caracteriza o papel da homologia como uma ferramenta para
capturar caracteristicas topologicas de conjuntos e a homologia persistente como uma

extensao que considera a variagao dessas caracteristicas ao longo de uma filtracao.

Para exemplificar o calculo de homologia persistente para um objeto topolégico com
numeros de Betti conhecidos, revisitemos o toro como caso ilustrativo. A Figura 15 apre-
senta a computacao da homologia persistente para uma amostra de pontos independente
e identicamente distribuida (iid) de um toro. O emprego das ferramentas visuais, como
barcode e diagrama de persisténcia, oferecem uma representacao detalhada da topologia
intrinseca do objeto em questao, sendo possivel observar como a homologia persistente

capturou seus invariantes topolégicos através dos nimeros de Betti.

2001 > By =1 8.=2 g =1

Connected
Components
L]

Loops
Death
: g
. L]
&
o
H

Connected Components
® Loops
281 e Voids

Voids

000 (2] 030 ors 100 128 130 18 200

000 05 030 ors 100 15 130 (27 2.00

Filtration

A B C

Figura 15 — Homologia persistente do toro. (A) Representacao do toro reconstruido como
uma nuvem de pontos iid. (B) Barcodes resultantes da computagao da homo-
logia, destacando o dos componentes conectados na parte superior, onde uma
barra mais prolongada sobre a linha superior do grafico indica 3y = 1. No cen-
tro, o barcode dos loops, evidenciando (5; = 2 com duas barras proeminentes
em relagao as demais. O barcode inferior representa os vazios, com apenas
uma barra se sobressaindo em tamanho, indicando 3, = 1. (C) Representagao
da homologia persistente por meio de um diagrama de persisténcia. As setas
vermelhas identificam os niimeros de Betti do toro, exibindo-os como pontos
com o maior tempo de vida no do diagrama. Adaptado de Lazar e Ryu (2021).
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A partir dos exemplos, percebe-se que Diagramas de Persisténcia oferecem uma
representacao concisa e informativa da evolugao topolégica dos conjuntos nivelados por
uma func¢ao em um espago topoldgico. Ele permite compreender a persisténcia de certas
caracteristicas ao longo de diferentes escalas e fornece uma ferramenta valiosa para
comparacao e classificagao de espacos topoldgicos, uma vez que exibe as caracteristicas

topoldgicas intrinsecas dos dados.

2.3.2 Mapper

O Mapper ¢é outra ferramenta amplamente empregada em TDA. Sua abordagem é
apoiada na representacao de um conjunto de dados, independentemente de sua dimensao
original, por um grafo unidimensional ou, em algumas aplicagoes, tridimensional. Tal grafo
é capaz de proporcionar uma representagao estruturada que permite inferir informacgoes

topoldgicas significativas sobre o conjunto de dados considerado.

Fundamentalmente, na construcao do Mapper,
conjuntos de dados sao mapeados para grafos de Reeb
— apoiado na teoria de Morse, trata-se de um objeto
matematico que reflete a evolugao de conjuntos de
niveis de uma funcgdo a valores reais em uma varie-

dade (REEB, 1946) — usando o Teorema do Nervo

Figura 16 — A direita grafo de
da Topologia Algébrica com o objetivo de simplificar Reeb (em verme-

informacao. A Figura 16 exibe uma representacao de lho) do toro. Fonte:
Wikipedia contri-

um toro por um grafo de Reeb, em vermelho. butors (2024)

O Teorema do Nervo fornece uma maneira de construir um complexo simplicial que
captura as relacoes de conectividade entre conjuntos abertos em uma variedade topologica,
que é um espaco topolédgico que localmente se assemelha a um espaco euclidiano. O Mapper,
apoiado no Teorema do Nervo, muitas vezes utiliza o complexo de Cech representando
os conjuntos abertos através de intersecoes de bolas centrados nos dados, para construir
o grafo. Para entender os aspectos matematicos da construcao do grafo Mapper alguns

requisitos preliminares se fazem necessarios.

Funcao de Homotopia

Definicao 2.3.16. Dadas duas fungoes continuas f,g : X — Y entre dois espacos

topolégicos, uma fungao de homotopia entre f e g € uma fungao continua H : X x[0,1] — Y
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tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x) para todo z € X. Isso indica a existéncia de uma

deformagao continua entre f e g.

A Defini¢ao 2.3.16 introduz o conceito de uma funcdo H que descreve uma defor-
macao continua entre duas fungoes f e g, deste modo f e g sao ditas homotopicas. Em
termos mais simples, duas fun¢des sao homotodpicas se podem se “transformar suavemente”

uma na outra, mantendo extremidades fixas durante a transformacao.

Equivaléncia Homotépica

Definicao 2.3.17. Duas variedades topoldgicas X e Y sao homotopicamente equivalentes
se existem fungbes continuas f: X — Y e g:Y — X tal que as composigdes go fe fog
sao homotopicas a identidade em X e Y, respectivamente. Em outras palavras, existem
fungoes continuas F': X x [0,1] - X e G:Y x [0,1] — Y satisfazendo:

1. F(x,0) = x para todo x € X e F(x,1) = g(f(z)) para todo x € X,

2. G(y,0) =y paratodoy € Y e G(y,1) = f(g(y)) para todo y € Y.

A Definicao 2.3.17 emprega o conceito de fun¢oes de homotopia para estabelecer a
equivaléncia homotépica entre duas variedades topoldgicas. A equivaléncia homotopica
entre espacos topolégicos é importante porque conhecer se um conjunto é homotopica-
mente equivalente a outro significa dizer que eles compartilhamento muitas informacoes
topologicas, a saber a mesma homologia, o que contribui para abordagens computacionais

na manipulagdo e interpretacoes de estruturas complexas.

Variedade Contratil

Definicao 2.3.18. Uma variedade topoldgica X é contratil se existe uma funcao de
homotopia F': X x [0,1] — X tal que F(x,0) = z para todo x € X e F(x,1) é constante

para algum ponto fixo zy € X.

Em outros termos, a definicao 2.3.18 diz que um espago topoldgico X pode ser
representado por um tnico ponto se ele é equivalente homotopicamente a tal ponto (LIMA,

2003, p. 11). Exemplos de variedade contrateis sao bolas e conjuntos convexos do R".

Teorema do Nervo sobre Variedades Contréateis e Equivaléncia Homotopica

Teorema 2.3.1 (Teorema do Nervo). Seja X uma variedade topoldgica e Y uma cobertura
aberta de X. Suponha que, para todo subconjunto finito V C U, a intersecao ¢y V seja
nao vazia e contratil. Entao, a uniao dos conjuntos em U, denotada por N(U) = Uy U,

¢é também uma variedade contratil e é homotopicamente equivalente a X.
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O Teorema do Nervo estabelece que um conjunto X pode ser representado de

maneira compacta por meio de pontos. Essa representagao é alcancada ao associar cada

subdivisao, representada por um elemento U; da cobertura de X, a um vértice no complexo

de Cech C(U), o qual é, por sua vez, representado pelo nervo U, denotado por N (U).

Essa abordagem possibilita a representacao de uma variedade X C R™ por um simples

grafo unidimensional, que por sua vez pode ser o grafo Mapper. Apoiado na ideia central

de fornecer

um sumario unidimensional para um conjunto de dados X C R4 (d>1)e

com 0s conceitos necessarios a mao, o Algoritmo Mapper pode ser representado de modo

ilustrativo, ver Figura 17.

V2 Vs V7
V1

Vs
V3 Ve

Figura 17 —

[ustracao do Algoritmo Mapper sobre uma lemniscata formada por 400
pontos. (A) A lemniscata ¢ um conjunto X C R% Uma funcio de filtro f é
usada para representar X em R pelos intervalos Uy, ..., U;. (B) Pela fungao
7! (funcao de filtro inversa) o conjunto X é reconstruidos por intervalos
sobrepostos U;s. (C) Os intervalos sao divididos em clusters C;s contrateis a
um ponto. (D) Como os clusters sao contrateis a um ponto eles podem ser
representados por vértices v;s interligados entre os clusters que compartilham
caracteristicas, ou seja, cuja interseccao é nao vazia, formando um grafo
abstrato que representa aqueles 400 pontos do conjunto inicial com apenas 7
vértices e 8 arestas. Configuragoes adicionais podem ser estabelecidas para
melhorar a interpretacao das informagoes. Por exemplo a cor dos vértices pode
ser feita por uma caracteristica de interesse e o tamanho dos vértices podem
ser proporcionais ao numeros de informagoes (dados) que eles representam.
As duas caracteristicas topolégicas principais dos dados foram capturadas
pelo grafo, os dois furos unidimensionais. Fonte: Autor, 2023.
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Para obter o grafo representado na Figura 17D por meio da abordagem do Mapper,
diversos passos sao necessarios, sendo crucial que o usuario os manipule adequadamente
para garantir uma representacao topolégica fiel dos dados. A escolha de parametros e eta-
pas do processo requer uma consideracao cuidadosa, uma vez que influenciam diretamente
a qualidade do resumo topoldgico obtido. A representagao por grafos é especialmente
atrativa para expressar a topologia dos dados, uma vez que os grafos nao possuem uma
forma intrinseca. Essa caracteristica harmoniza-se bem com os principios da topologia,
em que um objeto topoldgico pode ser deformado em outro, contanto que suas proprie-
dades topolégicas fundamentais sejam preservadas. No exemplo apresentado, ambos os
loops foram preservados, ilustrando a capacidade do Mapper em capturar caracteristicas

topologicas essenciais dos dados.

No exemplo da lemniscata (Figura 17A), o conhecimento prévio da forma dos
dados facilitou a interpretacao do Mapper. Contudo, as manipulagoes dos parametros do
Mapper podem impactar significativamente no grafo final podendo levar a interpretagoes
inconsistentes caso nao haja conhecimento prévio dos dados. A escolha cuidadosa desses
pardmetros demanda esforgo e cautela, pois, como dito, grafos ndo possuem forma intrinseca.
Isso nos diz que, caso o interesse seja capturar a forma dos dados pelo grafo, o algoritmo
pode proporcionar uma representacao grafica divergente da forma original dos dados,

mesmo que o resumo topologico esteja consistente para os parametros configurados.

Pensando em oferecer um rigoroso descritor para a forma dos dados, outra fer-
ramenta topoldgica inspirada no Mapper foi proposta. Desenvolvida por Dlotko (2019),
o Algoritmo Ball Mapper (BM), surge como uma alternativa na andlise exploratéria de

dados através de grafos.

A principal diferenca na construcdo do BM em relagao ao Mapper esta no modo
como a cobertura dos dados é construida. Enquanto que no Mapper a cobertura é feita
por fungoes de filtro, o BM usa a Definigao 2.3.6 de bola conjuntamente com a Defini¢ao
2.3.7 de cobertura para recobrir o conjunto de dados considerado. Isso faz com que o BM

precise apenas de um unico parametro de configuracao, que seria o raio da bola.

Deste modo, a ideia central dessa nova abordagem ¢ uma constante € > 0 usada
para encontrar uma colegao de pontos C' C X tal que a colegao de bolas B(C') = U B(z,¢)
cubra X completamente. Com isso uma rede é formada de modo que cada bolazsee?a agora
um cluster representado por um nervo contratil. Assim, cada bola representa um vértice
que sao conectados se possuirem compartilhamento de dados. Assim como no Mapper,

seus vértices podem configurados quanto a coloragao e tamanho.

Com esse principio de criagao, é possivel perceber que o BM depende exclusivamente

da densidade dos dados, e isso o torna robusto na captura da forma dos dados ao mesmo
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tempo que fornece o sumario topolégico. Como o BM sera o algoritmo adotado para a
aplicacao nas imagens dos otolitos nesta tese, seu esboco juntamente com os fundamentos
matematicos serao deixados para o capitulo da metodologia, onde sera ilustrado sobre

uma amostra dos proprios dados das imagens usadas neste estudo.

Em TDA, Mapper e BM tém como objetivo fornecer resumos topologicos de
conjuntos de dados complexos, e suas diferengas se dao sobre como definem e conectam
regioes no espacgo de baixa dimensao, logo suas particularidades podem ser sintetizadas

em termos de abordagem e flexibilidade, do seguinte modo:

e O Algoritmo Mapper

o Abordagem: O algoritmo Mapper mapeia o conjunto de dados para um espago
de baixa dimensao usando fung¢oes de projegao e, em seguida, divide esse espago
em regides sobrepostas chamadas “bins” (caixas). Cada bin é associado a um
grupo de pontos no conjunto de dados original. Construgao do Grafo: Conecta-se
bins adjacentes no espaco de baixa dimensao, formando um grafo que captura

a topologia do conjunto de dados.

o Flexibilidade: Pode ser adaptado para diferentes tipos de dados e métricas.
e O Algoritmo Ball Mapper

o Abordagem: O Ball Mapper também reduz a dimensionalidade, mas, em vez
de bins, utiliza “bolas” e a nocao de vizinhanga para cobrir o conjunto de
dados original. Cada bola cobre um conjunto de pontos no espago de alta
dimensao. Construcao do Grafo: A construcao do grafo ocorre de maneira
semelhante ao Mapper, conectando bolas que se intersectam, mas com o uso de
vizinhanca local, o que pode levar a representa¢oes mais detalhada da forma e

das caracteristicas topolégicas dos dados.

o Flexibilidade: Pode ser particularmente eficaz quando ha agrupamentos ou

estruturas em escalas diferentes no conjunto de dados, pois ele é escalavel.

Quanto a opcao por qual das técnicas pode ser mais adequada, pode-se dizer que
esta escolha esta pautada em subjetividade, uma vez que tal escolha pode depender da
natureza especifica do conjunto de dados e dos padroes topoldgicos que se deseja capturar.
No caso desta tese, a escolha pelo BM estd alicercada em duas questoes: A primeira é
que, em um dos estudos feitos, variagoes de densidade estrutural do otélito, pode ser mais
interessante se avaliada na perspectiva da forma dos otélitos. Como a forma dos dados,

otoélitos, é conhecida, este estudo também pode servir como teste verificativo do sumaério
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topoldgico produzido pelo BM, ou seja, se a saida do BM gera de fato um grafo com uma
representacao similar a forma do otdlito, como proposto por tal abordagem. A segunda é
devido ao fato de o BM precisar de apenas um parametro, o que gera economia de tempo

nas analises quando se tem diversos conjuntos com diferentes tamanhos a serem analisados.

2.3.3 Aplicacoes a Imagens Digitais

O estudo que abriu as aplicagdes da Analise Topologica em imagens foi o mesmo
que introduziu a técnica mapper no inicio dos anos 2000’s. Dirigida por Gurnar Carlsson
e apoiada pela empresa Ayasdi Inc.', a pesquisa intitulada Topological Methods for the
Analysis of High Dimensional Data Sets and 3D Object Recognition (SINGH; MEMOLI,;
CARLSSON, 2007) propds o algoritmo mapper como método computacional capaz de

descrever e extrair importante informacoes de dados com alta dimensao.

As imagens as quais Singh, Memoli e Carlsson (2007) usaram para aplicar o
algoritmo consistiu em uma imagem de um conjunto de dados de diabetes (ANDREWS;
HERZBERG, 1985) reconstruida com a técnica pursuit projection (HUBER, 1985), na
aplicacao para dados reais, e imagens tridimensionais de cavalos, cabeca humana e elefante

em aplicagoes de teste e validagao do algoritmo.

Uma significativa aplicagdo do mapper se deu em imagens de ressonancia magnética
funcional (functional magnetic resonance imaging, fMRI do inglés), permitindo uma
perspectiva visual da dindmica organizacional do cérebro humano. Nesse estudo, Saggar
et al. (2018) mapearam o cérebro de pessoas, por imagens de fMRI, enquanto elas
realizavam diversas atividades, desde estado de repouso, assistir videos, a resolver problemas
matematicos. A ideia foi observar a atividade neural para entender a organizagdo dinamica
do cérebro durante diferentes atividades humanas. A Figura 18 traz, a esquerda, uma
sequéncia de imagens 3D obtidas por fMRI do cérebro de um participante da pesquisa, ao
centro o grafo mapper construido a partir dos dados das imagens, e a direita, um destaque
da regiao de maior concentragao de informagoes no grafo, revelando conexoes durante as
transicoes entre tarefas. Essa aplicacao nos revela a contribuicao da TDA para mapear a

atividade cerebral mediante mudangas no fluxo sanguineo associadas a atividade neural.

A TDA é uma ferramenta flexivel que pode ser aplicada a diversos tipos de
dados topoldgicos, incluindo dados provenientes de imagens digitais em uma variedade
de contextos. A exemplo, na biologia Li et al. (2018) aplicaram TDA, em particular a
Homologia Persistente, como uma abordagem morfométrica para caracterizar e demarcar

um espago morfologico de folhas. Nesse estudo, o uso da TDA foi capaz de permitir uma

!Empresa de tecnologia com foco em TDA e Machine Learning. Fundada em 2008 por Gunnar Carlsson,
Gurjeet Singh, e Harlan Sexton.
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descri¢ao robusta e rica das caracteristicas morfolégicas, ajudando a entender a variacao e

a organizacao das formas das folhas aos organiza-las em espagos morfolégicos.
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Figura 18 — Sequéncia de imagens obtidas por ressonancia magnética funcional (& es-
querda). Grafo mapper construido sobre as imagens (ao centro). Destaque
para a regiao mais conectada do grafo (a direita). Adaptado de Saggar et al.
(2018).

Aplicagoes em imagens usando Homologia se deram no trabalho de Li, Ovsjanikov
e Chazal (2014), onde os autores investigaram como a homologia persistente pode ser
empregada para o reconhecimento de estruturas especificas em imagens, utilizando-a como
uma ferramenta para extrair informacoes topologicas e identificar padroes importantes. J&
o trabalho de Singh et al. (2014) usou homologia persistente como descritor topolégico
de arranjos celulares no tecido tumoral capturados através de imagens histologicas 2D,

avaliando seu desempenho na tarefa de classificar subtipos de cancer de mama.

Percebe-se que, imagens digitais oferecem um verdadeiro palco para as técnicas de
TDA, e com isso suas aplicacoes podem atuar em outras areas extra neurociéncia cognitiva
e pesquisa clinica, em potencial a biologia. Isso porque outras técnicas de aquisi¢ado imagem,
além de fMRI, tém permitido muitas aplica¢gbes de TDA em biologia. Uma técnica de
destaque sao imagens obtidas por tomografia computadorizada de raios X, a qual aplicagoes
sdo encontradas nos trabalhos de Li et al. (2017), Chitwood et al. (2019) e Amézquita et
al. (2020).
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Na andlise de imagens tridimensionais, a contribui¢ao do artigo de Carriere, Oudot
e Ovsjanikov (2015) aborda a criagao de assinaturas topolédgicas para pontos em formas 3D,
com énfase na estabilidade dessas assinaturas para garantir robustez nas analises topologicas.
Isso é valioso, especialmente em aplicacoes praticas onde os dados podem ser suscetiveis a
pequenas perturbagoes. O trabalho “Persistence-based pooling for shape pose recognition”,
atribuido a Bonis et al. (2016), aborda questdes relacionadas ao reconhecimento de pose
em formas, usando técnicas de pooling? baseadas em persisténcia. Essa ¢ uma aplicacao
util de TDA, uma vez que a integragao de conceitos de persisténcia e Machine Learning
podem melhorar a capacidade de reconhecimento em aplicagoes relacionadas a formas

tridimensionais.

O trabalho de Chazal et al. (2009) aborda a representacdo e comparagao estével de
formas geométricas em situagoes de perturbagoes ou deformagoes. Os autores destacam
caracteristicas topoldgicas persistentes em varias escalas, oferecendo uma abordagem
robusta para analisar formas complexas. Essa proposta revela-se promissora na anélise de
imagens com ruido, uma vez que busca representar e comparar formas de maneira estavel
sob perturbagoes e deformacoes, fornecendo uma perspectiva valiosa para a andalise de

formas em condi¢oes desafiadoras.

Outro trabalho que fortalece a ideia de aplicar TDA em imagens digitais 3D,
sem a preocupagoes da possibilidade de ruidos, é o artigo de Reininghaus et al. (2015).
Nele os autores combinam TDA com Machine Learning para classificar objetos, onde
o foco principal é a aplicacdo de técnicas topoldgicas no contexto do aprendizado de
maquina, proporcionando robustez e capacidade de generalizacao aos modelos em face de

perturbagoes nos dados.

Outros trabalhos que aplicam TDA em imagens para identificacdo de padroes e
classificacao de objetos podem ser encontrados na literatura. Boa parte deles enfatizam
o uso de persisténcia na analise estrutural para fornecer uma representacao robusta e
informativa das caracteristicas topolégicas presentes nos dados, o que pode ser ttil em
diversas aplicacoes, como reconhecimento de objetos, processamento de imagem, entre

outros.

2Pooling refere-se a uma técnica utilizada em aprendizado de méaquina e visdo computacional para
reduzir a dimensionalidade ou agregar informacoes de uma determinada regido de interesse. No contexto
especifico do reconhecimento de forma e pose em 3D, ela é aplicado a caracteristicas topoldgicas persistentes,
contribuindo para uma representacgao eficaz no processo de reconhecimento de pose.
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3 Objetivos

3.1 Objetivo Geral

Extrair, reconhecer, e identificar caracteristicas de densidade e de forma na estrutura
tridimensional de otoélitos através da analise topologica de imagens 3D de tomografia

computadorizada.

3.2 Objetivos Especificos

e Reduzir tempo e custo computacional sobre o processamento e analise de dados de

alta dimensao usando amostragem probabilistica;

o Descrever variagoes da densidade éssea tridimensional de otdlitos usando grafos e

invariantes topoldgicos;

« Propor um novo e eficiente classificador/descritor para otélitos com base em sua
estrutura 3D, aplicando ferramentas da Analise de Dados Topolégica, Homologia

Persistente e métricas topolégicas, combinadas a um modelo de Machine Learning;

o Avaliar correlac¢oes entre variaveis do peixe, idade, comprimento e densidade éssea, e

caracteristicas topoldgicas entropias de persisténcia;

e Ampliar o conhecimento de métodos biométricos aplicados a otélitos de peixes

marinhos, visando enriquecer a compreensao de estudos biolégicos e ecologicos.

Os objetivos dessa tese visam fortalecer os estudos bioldgicos possibilitando a
compreensao detalhada da densidade otolitica de diversos peixes marinhos e avaliando
um novo classificador para a forma do otélito, podendo seus resultados contribuirem
diretamente para estratégias eficazes de conservacao e gestao sustentavel dos recursos
pesqueiros. Além disso, a aplicacdo pratica dessas descobertas serve como indicador
valioso em estudos ecolégicos, fornecendo um entendimento mais profundo das interagoes
entre os peixes marinhos e seus ambientes, particularmente diante de desafios ambientais

contemporaneos, como as mudancgas climaticas.
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4 Material e Métodos

4.1 Amostra e aquisicao das imagens

A amostra é composta por 21 otdlitos sagittae (imagens 3D). A distribui¢ao dos

individuos por espécies pode ser vista na Tabela 1.

Tabela 1 — Amostra de estudo: espécies e quantidade de individuos por espécie

Espécie

Opisthonema ogrinum
Acanthocybium solandri
Thunnus albacares
Thunnus obesus
Acanthurus coeruleus
Haemulum plumierii
Total 21

N OO U — W N

A opc¢ao por uma amostra com individuos de espécies distintas e em diferentes
idades, se deu pelo fato do estudo ser para fins de comparagao e comprovacao. Sabendo
que as diferencas ecolégicas, como habitats distintos e hdbitos alimentares, definem os
otélitos, possibilitando estudos de composicao, estrutura, classificacio e identificagdo, uma

variedade taxondémica da amostra pode ser interessante para generalizagdo dos resultados.

As imagens de pCT foram feitas no Laboratorio de Tomografia Computadorizada
de Raios X do Departamento de Energia Nuclear da UFPE - Universidade Federal de
Pernambuco, Brasil. Os otoélitos sagittae foram colocados em um suporte de isopor e
escaneados por um scanner modelo XT H 225 ST da Nikon Metrology, com pardmetros
definidos em 80 kV, 220 pA e filtro de aluminio de 0,5 mm. As imagens pertencem a
uma cole¢ao propria obtidas com auxilio do projeto de pesquisa AIMMO - ANALYSIS
OF 3D IMAGES AND GROWTH MODELLING OF OTOLITHS PROJECT (Processo CNPq:
457387/2014-9 e FACEPE: APQ-0178-108/2014), dedicado a promover estudos e pesquisas
sobre modelagem matematica, estatistica e computacional de fendmenos bioldgicos sobre

otodlitos. Na Figura 19 estao 4 imagens 3D originais para quatro das espécies do estudo.

No processo de aquisi¢ao, o aparelho de puCT produziu Z fatias (imagens 2D)
transversais para cada otolito, as quais reconstruiram as imagens 3D, com informagcoes

internas e externas de densidade ajustadas para a escala de unidade Hounsfield (HU).
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Figura 19 — Em sequéncia, algumas imagens originais obtidas pelo aparelho de uCT das
espécies (A) Acanthocybium solandri, (B) Acanthurus coeruleus, (C) Haemulon
plumierii, (D) Thunnus obesus.

Essa escala HU transforma o coeficiente de atenuacao linear de uma material em um
valor adimensional, definido como radiodensidade do material (BUZUG, 2011). Ela foi
preferida por ser capaz de quantificar os tons de cinza caracteristicos do imageamento
por raios X, possibilitando reconhecer informacéoes diferentes de densidade por uma maior
diferenciacao de cores. Para extrair os voxels (coordenadas X, Y, Z) com suas respectivas
HUs das imagens, um script em linguagem R foi usado (Apéndice A). As imagens 3D
de cada otdlito foram reconstruidas obtendo-se os voxels a partir das imagens como uma
nuvem de pontos 3D na forma de uma matriz de dados com 4 colunas X, Y, Z e HU, e
portanto de dimensao igual ao nimero de voxels vezes 4. Deste modo cada voxel (X, Y, Z)
define a localizacao espacial de um valor de radiodensidade HU na vizinhanca! de cada
ponto (X, Y, Z) do otdlito.

4.2 Ferramentas da Analise Topoldgica de Dados

4.2.1 O Algoritmo Ball Mapper

O funcionamento do algoritmo Ball Mapper (BM) parte de uma nuvem de pontos
X e uma constante positiva € > 0. Em seguida, é selecionado um subconjunto de pontos
(marcos) N C X, de modo que para cada z € X, exista n € N tal que d(z,n) < e (N é
chamado € — net). Como X € U,en B(n, ), todo X é coberto por bolas B(n, ). Um grafo
abstrato é gerado, em que vértices correspondem as bolas B(n,¢) cujos tamanhos sao
proporcionais a quantidade de dados (pontos) contidos por elas, e as arestas entre vértices
correspondem a intersegoes nao vazias de bolas. Geralmente, os vértices sao coloridos de
acordo com um atributo dos dados, neste estudo a radiodensidade HU. Em resumo, o
algoritmo BM exibe um grafo de uma estrutura n-dimensional. As etapas do algoritmo
é ilustrada, sobre uma foto 2D ou slice Z de uma amostra com 1% dos dados, extraida

usando Strat de um dos otélitos da pesquisa, na Figura 20.

'A matemaética por traz dessa palavra, Definicdio 2.3.4, nos diz que a densidade média a uma certa
proximidade de um voxel é igual a propria densidade no voxel.
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Figura 20 — (A) Matriz de entrada X, fatia Z = 325 extraido de uma amostra a 1%
de um otoélito de Thunnus obesus. Ela possui 370 voxels aos quais estao
associados valores de radiodensidade em Unidades Hounsfield (HU). (B) Plot
dos pixels da matriz de dados. (C) Definindo o valor do pardmetro ¢ > 0,
um subconjunto de pontos (marcos ou landmarks) é selecionado e uma rede
chamada € — net é construida. (D) Todo o conjunto de dados X é coberto
por bolas de raio ¢ (bola vermelha a direita) centradas em cada marco. (E)
Uma rede ou grafo abstrato ¢ gerado, cujos vértices correspondem as bolas e
as arestas correspondem as intersegoes nao vazias entre elas. (F) Grafo Ball
Mapper de X obtido com raio €, a partir do qual propriedades topologicas
podem ser inferidas. O tamanho dos vértices é ponderado de acordo com
o numero de voxels que suas respectivas bolas encapsulam, eles podem ser
coloridos de acordo com uma variavel de interesse nos dados, no caso desse
estudo a variavel densidade HU. Uma paleta de cores, aqui com apenas 5
cores, ajuda a interpretar ilustradamente as variagoes de densidade nessa fatia
(imagem 2D) do otdlito através do grafo. Fonte: Autor, 2022.
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4.2.2 Invariantes Topoldgicos sobre grafos

Para mensurar o grau de similaridade entre amostras a 5% e Pop quanto a topologia
de rede dos grafos que as representam, avaliou-se alguns Invariantes Topologicos sobre tais
grafos. Em teoria dos grafos e ciéncia de redes, os Invariantes Topoldgicos (ITs) descrevem
propriedades estruturais de um grafo que nao mudam sob isomorfismos de grafos, ou seja,
propriedades sdo estruturais que permanecem inalteradas independentemente de como
o grafo é desenhado. Eles descrevem aspectos fundamentais da conectividade da rede.
Avaliar a topologia da rede que constitui um grafo é importante para conhecer a forma
como as arestas e vértices estao dispostos e se relacionam entre si. Os I'Ts adotados nesse
trabalho para comparacao entre grafos foram escolhidas por fornecerem informacgoes gerais

da topologia a partir da estrutura global das redes que compdem os grafos, sao eles:

Agrupamento: Fornece o grau médio de agrupamento de nés no grafo. Em termos
locais se trata da densidade de ligagdes na vizinhanca de um né; Grau do no: é a média
da conectividade de todos os nds do grafo, ou seja, o niimero médio de arestas que incide
nos noés; Assortatividade: é o grau de similaridade das conexdes no grafo em relacao
ao grau do noé, ou seja, mede o nivel de relacao dos ndés com outros de mesmo grau;
Comprimento médio do caminho mais curto: é o caminho com o menor nimero de

arestas entre dois nos.

A Eficiéncia de um par de nés em um grafo é o inverso multiplicativo da distancia
do caminho mais curto entre os nés, ela ¢ uma medida da capacidade de um vértice se
comunicar eficientemente com outros vértices na rede; Eficiéncia global de um grafo ¢ a
média da eficiéncia de todos os pares de nés. Eficiéncia local de um né é a eficiéncia
global média do subgrafo induzido pelos vizinhos do no, ela mede a capacidade de um
vértice se comunicar com seus vizinhos imediatos. Densidade do grafo: em um grafo
nao direcionado, é a relagao entre o niimero de arestas presentes no grafo e o nimero
total de arestas que o grafo pode ter para seu conjunto de nés. E definido pela equacio
D =2 |E| / |V] (JV] - 1), onde |V| é o nimero de vértices e |E| é o nimero de arestas.
Tipicamente varia no intervalo [0,1], sendo 0 para um grafo sem arestas e 1 para um grafo

completo;

Transitividade: é a fracdo de todos os tridngulos possiveis presentes no grafo;
Conectividade de aresta: é o nimero minimo de arestas removidas para eliminar todos
os caminhos possiveis entre um par de nés; Numero de nés do grafo; Numero de
aresta do grafo; Caracteristica de Euler y de um grafo G(V,E) conexo é definida
por x = |V|-|E|, onde |V| e |E| denotam o nimero de vértices e de arestas do grafo
respectivamente, é uma invariante importante em quaisquer dados fundamentados em
natureza topolégica e geométrica (LAWNICZAK et al., 2021; FAROOQ et al., 2022).
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4.2.3 Homologia Persistente

Para a aplicagao da homologia persistente nos dados dos otdlitos, empregou-se o
pacote computacional giotto-tda?, desenvolvido na linguagem de programacio Python.
Esta secdo expoe os métodos da homologia adotados para o problema de classificacgao,
iniciando pela definicao de espago vetorial, base para as demais. Optou-se por manter a

mesma simbologia da documentacao do pacote a fim de evitar excessos.

Espaco Vetorial sobre o Corpo R

Definicao 4.2.1. Dado o corpo dos numeros reais R, um conjunto V' é chamado de espago

vetorial sobre o corpo R se as sequintes condigcoes sao satisfeitas:

1. Adicao Vetorial: Existe uma operagdo chamada adi¢ao vetorial, denotada por +, que
associa a cada par de vetores u,v € V um vetor u +v € V. Essa operagio deve

satisfazer as sequintes propriedades:

a) Comutatividade: Para todos u,v € V, u+v=uv+u.
b) Associatividade: Para todos u,v,w € V, (u+v) +w =u+ (v+w).

c) Existéncia do Elemento Nulo: Existe um vetor chamado vetor nulo, denotado

por 0, tal que para todo v € V, u+ 0 = u.

d) Existéncia do Inverso Aditivo: Para cada uw € V', existe um vetor chamado

inverso aditivo de u, denotado por —u, tal que u + (—u) = 0.

2. Multiplicacao por Escalar: FExiste uma operagdo chamada multiplicacdio por escalar,
denotada por - ou simplesmente concatenacao, que associa a cada vetor u € V e
cada escalar o € R um vetor a-u € V. Essa operagdo deve satisfazer as sequintes

propriedades:

a) Compatibilidade com a Multiplicagio do Corpo: Para todos u € V e o, 5 € R,
a-(f-u)=(a-f)-u

b) Identidade Multiplicativa: Para todo w € V, 1-u = u, onde 1 é o elemento
neutro da multiplicacao no corpo R.

c¢) Distributividade em Relag¢io a Adigao Vetorial: Para todos u,v € V e a € R,
a-(ut+v)=a-u+a-v.

d) Distributividade em Relagao a Adigao Escalar: Para todos w € V e a, f € R,
(a+8)-u=a-u+p-u.

2Biblioteca de cédigo aberto e comunidade ativa que integra TDA e ML (TAUZIN et al., 2021).
Diponivel em: https://giotto-ai.github.io/gtda-docs/latest/index.html
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Modbdulo de Persisténcia

Definicdo 4.2.2. E um conjunto de espacos vetoriais V(s), s € R, sobre um campo K.
Cada V (s) estd associado a uma escala s durante uma filtragem topoldgica. Além disso, sdo
definidos mapas lineares fs = V(s) — V (t) para s < t em K. Esses mapas, conhecidos como
“mapas estruturais”, satisfazem a sequinte propriedade: se r < s < t, entao fy = fst © frs.
Notavelmente, a composicao de mapas estruturais seque a ordem transitiva das escalas. A
condi¢do de que todos, exceto um niumero finito de mapas estruturais, sao isomorfismos,
implica que a estrutura topoldgica persiste ao longo da filtragem, com caracteristicas que

nascem e morrem em tempos especificos.

Diagrama de Persisténcia

Definigao 4.2.3. Um diagrama de persisténcia é um multiconjunto multiescala de pontos
definido em R x (R U {+o00}). Ele associa um mddulo de persisténcia com a sequinte
condi¢ao: para cada par s, t, o nimero contado com multiplicidade de pontos (b,d) no
multiconjunto, satisfazendo b < s < t < d, € igual a classificagcio de fss. Uma propriedade
importante € que existe um isomorfismo entre dois modulos de persisténcia se e somente
se seus diagramas de persisténcia forem iguais (ZOMORODIAN; CARLSSON, 2005).

Espaco normado

Definicdo 4.2.4. E um espaco vetorial V munido da funcdo
l=1:V—-R
restrita aos valores nao negativos de || — ||, e que para cada u, v € V e um a € R tem-se
llul| =0 u=0

[lau|| = la [ul
[+ o] = [Jul] + ||v]]

A fungdo || — || pode ser referida como uma norma do espago vetorial V', que naturalmente

define uma espaco métrico com
d(u,v) = [|u—vl|
como fungdo distancia.

Norma LP
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Definicao 4.2.5. Uma norma LP é um espagco normado de fungoes p-integrdveis
1/p
£ ([ 1 @)rda)
com atribuicdo || — ||,. Uma fungdo f € dita p-integrdvel se

JREGIRE

¢ finito, sendo f definida em C'(U,R) (conjunto das fun¢oes continuas para valores reais
em U tal que U C R").

Quando p = 2 tem-se a unica norma LP que induz o produto interno
S\ 2
(.9) = ([ 11@) = g(a)Pdo)

Imagem de Persisténcia

Definigao 4.2.6. A Imagem de persisténcia refere-se a distincia LP entre diagramas de
persisténcia com suavizagio gaussiana calculada a partir dos eizos de nascimento (ADAMS
et al., 2017).

Distancias de Wasserstein e Bottleneck

Definigao 4.2.7. Kerber, Morozov e Nigmetov (2017) define a distancia de p-Wasserstein
como uma distancia ou métrica entre dois diagramas de persisténcia Dy e Do calculada

pelo o infimo sobre todas as bijecoes v : D1 UA — Dy UA de

1/p
(Z Hx—”y(x)!lio) :

ze€DjUA
onde || — ||10o € definido para (z,y) € R* por max{|x|,|y|} e A é um multiconjunto
{(s,8)|s € R} com multiplicidade (s,s) — +oo. O limite p — +oo define a distancia de

Bottleneck. Mais explicitamente, é o infimo sobre o mesmo conjunto de bijecoes do valor

sup ||z — ()|
r€D1UA

Traduzindo para termos de uma distancia 6 entre Dy e Do, seria

o0’

oDy, Dy) = inf sup [[2 = ()]

x€Dq

Pensando na sobreposicao de D; e Ds, essa ultima equacao nos diz o quanto se

deveria ajustar para que Dy e D; sejam iguais.

Um conjunto de diagramas de persisténcia conjuntamente com qualquer nogao de

distancia torna-se um espaco métrico.

Persisténcia landscape
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7

Definicao 4.2.8. A persisténcia landscape de um diagrama de persisténcia {(b;, d;)}ier €
o conjunto { i bren de fungoes
AR — R,

sendo \i(t) o k-ésimo maior valor do conjunto {A;(t)}ic; em que

e [c]; == max(c,0). A fungio Ny é denominada como camada k da persisténcia landscape.
A construgdo da persisténcia landscape estabelece uma vetorizacio dos diagramas de persis-
téncia tendo o espaco vetorial de fungoes reais definido no N x R como seu contradominio.
Para qualquer p = 1,2, .., 00 podemos considerar diagramas de persisténcia D cuja persis-

téncia landscape \ associada € p-integravel, ou seja,

1/p
Al = (ZHA Hp) :

€N

» 1/p
Il = ([ W (a)lar)
é finito.

A equagdo norma p — landscape para p = 2, emprestada da norma LP quando p = 2,

onde

define o valor kernel landscape em dois diagramas de persisténcia como

(ZEZN/ i) = pa() dx) "

onde X\ e p sao as persisténcias landscape associadas a eles (BUBENIK et al., 2015).

Silhueta ponderada

Definicao 4.2.9. Sendo D = {(b;, d;)}ic; um diagrama de persisténcia e w = {w;};er um
conjunto de reais positivos, a Silhueta de D ponderada por w € um funcio ¢ : R — R dada

por
ier wili(t)
> ier Wi

¢(t) =

9

onde

e [c]+ == max(c,0). Para o caso onde w; = |d; — b;|P para 0 < p < oo a ¢ € referida como
poder p da silhueta ponderada de D. O processo de construir uma Silhueta define uma

vetorizagcdo do conjunto dos Ds com alvo no espaco vetorial de funcoes continuas a valores

reais (CHAZAL et al., 2014).
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Vetorizacoes Heat

Definicao 4.2.10. Os pontos de um diagrama de persisténcia como suporte dos deltas
de Dirac, torna possivel construir, para qualquer t > 0, duas vetorizacoes do conjunto que
compoe o diagrama de persisténcia para o conjunto das funcoes continuas a valores reais
definidas no quadrante R?,. Desta forma, a vetorizagao “heat” de simetria é construida

para cada diagrama de persisténcia D resolvendo a equagao do calor

A, (u) = O definida em Q X Rog
u=0 definida em {x3 = xa} x Rsg

u= Z 0p definida em 2 x 0,

pED

onde Q = {(z1,72) € R? | 21 < 13}, € apds isso resolvendo essa mesma equagdo, para a
mesma escolha de t, sob a mudanga (z1,x2) — (2, x1), a imagem de D fica entdo definida
pelas diferenca entre as duas solugoes (REININGHAUS et al., 2015; ADAMS et al., 2017).

A solucao da equacao do calor com a condigao inicial dada pelos deltas de Dirac,

(a2
47t 4t ’

onde mudanga de variavel o = /2t permite conexao com variaveis aleatorias normalmente
distribuidas.

definida para p € R?, é

Curva de Betti

Definicao 4.2.11. Partindo de um diagrama de persisténcia D, a Curva de Betti é a
fungdo
BD R — N,

a qual os valores do dominio s € R sao os nimeros de pontos em D = {(b;,d;)}, contados

em cada dimensdao de homologia Hy ;2 ., sob a restricio b; < s < d,.

Entropia de Persisténcia

Definicao 4.2.12. No contexto da Homologia Persistente, em um diagrama de persisténcia
D = {(b;, d;) }ier, com d; < 400, a entropia de seus pontos em cada gerador de persisténcia
Hy1..., € medida por

E(D) = —sz' log p;,

i€l

onde p; = (d; — b;)/Lp e Lp = Y;(d; — b;) (RUCCO et al., 2016).
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Considerando as trés primeiras dimensoes de homologia Hj;2, a Entropia de
Persisténcia é uma forma de representar nuvens de pontos (objetos topolégicos) por
coordenadas tridimensionais, uma para cada dimensao de homologia, podendo assim
fornecer graficos de dispersao ao qual cada objeto é representado por um tnico ponto
3D. Tais gréaficos sao chamados de matrizes de caracteristicas, os quais permitem fazer

comparagoes, identificacao e classificacao entre objetos ou conjuntos de dados.

Outro modo de visualizar a matriz de caracteristica com o objetivo de auxiliar
na interpretacao das informacoes, é a normalizacao da entropia de persisténcia. Segundo
Myers, Munch e Khasawneh (2019) ela é estabelecida ao dividir a Entropia de Persisténcia
(Definigao 4.2.12) pelo logaritmo natural da soma dos tempos de vida de todos os pontos

do diagrama de persisténcia.

Entropia de Persisténcia Normalizada

Definicao 4.2.13. Em um diagrama de persisténcia D = {(b;, d;) }icr, a normalizag¢io da
entropia E(D) é dada por
E(D)

PO = gLy

Random Forest

Definig¢ao 4.2.14. Introduzido por Breiman (2001), Random Forest é uma ferramenta
baseada em drvores de decisao para aprendizado de conjunto, aleatoriedade criteriosa, capaz
de produzir modelos preditivos incrivelmente precisos sobre um banco de dados, visando
uma compreensao minuciosa. Assim, pode ser simplesmente definido como uma combinagdo
de arvores de predicao onde cada drvore depende dos valores de um vetor iid para todas
as drvores da floresta, a fim de melhorar a precisao em tarefas de classificacio. Ainda
conta com a propriedade de contornar o overfitting do conjunto de treinamento além da

capacidade de ajuste e validacao ao mesmo tempo em que é treinado, sendo assim eficiente

em tarefas de classificagio (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009).

OOB score

Definicao 4.2.15. Out of bag (OOB) score é um modo de avaliagio e validag¢ao do modelo
de aprendizado de mdquina Random Forest usado como uma ferramenta interna associada
ao conjunto de dados (BREIMAN, 2001). Ao treinar wm modelo de Random Forest, cada
drvore de decisao € treinada em uma amostra aleatoria (obtida via bootstrap) dos dados,
uma parte do conjunto de dados nao é considerada no treinamento, tal parte é denominada
como “fora da bolsa” ou “out of bag” do inglés. Mais precisamente o OOB score mede o
desempenho do modelo sobre o conjunto de dados que ndo foram incluidos, ou seja, dqueles

“out of bag”.
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4.3 Sistematica da Analise

Com o objetivo de reduzir o custo computacional, necessario para aplicar os métodos
BM e HP da TDA nos dados brutos das imagens 3D de uCT, foi explorado um caminho
alternativo utilizando amostragem probabilistica para reduzir a resolucao das imagens, a
fim de verificar se imagens reduzidas forneceriam resultados de densidade similares aos dos
dados brutos, e se seria possivel utilizar o mesmo procedimento para classificar otélitos
com base na sua estrutura 3D. Um diagrama ilustrativo da sisteméatica dos métodos é

apresentado na Figura 21, e a descricao desses procedimentos segue em sequéncia.

Estudos de
Imagens de uCT TDA alto custo computacional densidade
e de forma

Reducdo dos dados

Simp
Técnicas de
amostragem e

Syst

Matrizes de dispersao
Representatividade —[ ks teste TDA:

Tabelas de frequéncia Ball Mapper
e Homologia

Persistente

Validagdo da amostra —{ Ball Mapper

Figura 21 — Sistematica dos métodos. Uma vez que aplicar TDA diretamente nos dados
brutos das imagens requer alto custo computacional, foi explorado um caminho
alternativo para estudar padroes de densidade e de forma nos otdlitos. Tal
caminho consiste em reduzir os dados utilizando amostragem probabilistica,
validar as amostras e realizar o estudo com TDA sobre as amostras reduzidas.

A primeira etapa consiste em reduzir os dados brutos (voxels) das imagens (con-
siderados como “Populagao”, Pop, para abreviar) utilizando os trés procedimentos de
amostragem probabilisticas mais conhecidos, Amostragem aleatéria simples (Simp), Amos-
tragem aleatéria estratificada proporcional (Strat) e Amostragem aleatéria sistematica (Syst),
todas sem reposigao, a fim de se obter uma amostra (Samp) reduzida de cada imagem dos
otdlitos. Essas técnicas foram escolhidas porque desempenham um papel fundamental na
reducgao de dados, ao passo que estatisticas amostrais podem sumarizar informacoes através
da criacao de um conjunto de dados gerenciavel, a fim de modelar e resumir estatisticas

populacionais, com objetivo de economia de custos computacionais quando a populagao é
grande (KARTHIK; ABHISHEK, 2019, pp. 80; 123).
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Definindo n como tamanho de Samp (ndmero de voxels na Samp) e N como a
quantidade total de voxels na Pop, na Simp cada voxel é selecionado aleatoriamente da
populagao dos N voxels disponiveis em cada imagem, até atingir o tamanho n da Samp.
Aqui cada elemento tem igual probabilidade § de ser sorteado, o que define essa técnica de
amostragem como equiprobabilistica, portanto, qualquer uma das (]T\l/ ) combinacoes pode
ser a amostra sorteada (COCHRAN, 1977). A Strat teve os slices ou coordenadas Z como
variavel de estratificacdo. Nessa técnica a Samp de tamanho n é composta amostrando o
mesmo percentual ou proporgao de voxels n/N de cada slice Z por Simp (KALTON, 1983;
KISH, 1995). Na Syst, caso particular de amostra estratificada (SILVA, 1998), os voxels
foram ordenados pela coordenada Z e cada Pop dividida em n partes de comprimentos
N/n, onde um voxel foi amostrado de cada uma dessas partes, até compor a Samp,
sistematicamente segundo a expressao [k + (¢ — 1)N/n|, onde k£ ¢ uma constante escolhida
por Simp do conjunto {1,2,..., N/n} e i =1,2,3,...,n (KALTON, 1983; KISH, 1995).

A representatividade das amostras (Samps) extraidas foi verificada por anélise
estatistica descritiva e nao paramétrica. A fim de perceber que as amostras sorteadas
possuem as mesmas distribuigoes populacionais, matrizes de dispersao permitiram observar
o comportamento das distribui¢des amostrais sobre as coordenadas dos voxels X, Y, Z e da
HU. Como critério quantitativo, uma vez que a distribuicao de HU é nao conhecida, o teste
de Kolmogorov-smirnov (KOLMOGOROV, 1933; SMIRNOV, 1939) com significincia
estatistica em 5% foi usado para verificar diferencas significativas entre as distribuicoes de
HU, comparagao entre Pop e Samps. Estatisticas descritivas basicas (média, desvio padrao
(sd), erro padrao (se) e coeficiente de variagao (cv)) calculados sobre HU permitiram
comparar parametros amostrais com seus valores populacionais correspondentes, além de
estudar a variabilidade da média de HU para as amostras. Tabelas de frequéncia ajudaram
a perceber a representatividade dos voxels por cada slice Z (grupo de fotos 2D) entre Pop

e Samps.

Como a distribui¢ao dos dados de HU ¢é nao normal, um procedimento metodologico,
utilizando o BM foi estabelecido para ajudar a determinar o tamanho n de amostra,
resolucao minima, capaz de entregar informagoes de HU semelhantes as da Pop. Com
tamanho amostral estabelecido, grafos BM de Pop e Samps reduzidas em 95%, pelos
diferentes sistemas de amostragem, foram comparados como avaliagao qualitativa das
variagoes de densidade HU. Para comparacao quantitativa entre grafos de Pop e amostras,
Invariantes Topologicos (ITs) sobre grafos (descritas na Subsegao 4.2.2) foram calculadas
sobre suas respectivas redes. Em otdlitos em que o BM detectou sujeiras e/ou pedagos
quebrados, algoritmos de tratamento e filtragem de dados ajudaram a eliminar tais

impurezas afim de nao comprometer as analises topoldgicas.
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Quanto a expectativa da TDA, especificamente Homologia Persistente, como clas-
sificador para a forma do otélito com base na estrutura 3D, foi utilizado a divisao de
homologia do pacote giotto-tda (TAUZIN et al., 2021) para calcular a homologia persistente
das imagens dos otolitos. Para visualizar qualitativamente a separacao dos otélitos foram
utilizadas matrizes de caracteristicas sobre as entropias de persisténcia normalizadas e
nao normalizadas. As entropias de persisténcia foram calculadas sobre as dimensoes de
homologia Hy, H, e Hy a partir de imagens de 5 mil voxels, extraidas dos 21 otdlitos
adotados neste estudo, usando Simp. Para mensurar quantitativamente a classificacao
entre os otodlitos, as entropias alimentaram o modelo de machine learning, Random Forest
(BREIMAN, 2001), do pacote scikit-learn (PEDREGOSA et al., 2011), acoplado a um
OOB score (BREIMAN, 2001). Depois, caracteristicas topolégicas (descritas na Subsecao
4.2.3 - Invariantes Topolégicos sobre a Homologia Persistente) foram incorporadas na
alimentacao do modelo junto as entropias, afim de melhorar a acuracia da classificacao
ampliando as possibilidades de se ter mais suposicoes sobre as interpretagoes dos resultados.

Os diagramas na Figura 22 resumem as anélises desempenhas por parte do BM e da HP.

Densidade Ball Mapper Classificacio Homologia
(Forma) Persistente
Comparagdo
Comparagdo
Qualitativa Quantitativa
Qualitativa Quantitativa
Grafos ITs sobre grafos
E Matriz de ITs sobre a
ntre i )
caracteristica Entre homologia
amostras S
otolitos

(100 e 5%)

| Random Forest |

| alimentadocom: |
Coeficiente de agrupamento ou clusterizagdo; & P P
. el , . Entropias |+| caracteristicas topoldgicas:
Conectividade média do no; Coeficiente ou i
g g Distanciasde Wassersten e
grau de assortatividade; Comprimento de
. . o e Bottleneck; Imagem de
caminho mais curto; Eficiéncias, global e local; [*— i o o .
. i o persisténcia; Persisténcia
Densidade; Transitividade; Conectividade de .
5 4 o landscape; Silhueta; Heat;
aresta; NUmero de nos e arestas; caracteristica Betti
de Euler.

Y

Figura 22 — Sistematica das analises. Descri¢ao das analises sobre o estudo da radiodensi-
dade HU usando Ball Mapper (& esquerda) e do estudo de classificagdo pela
forma dos otdlitos usando Homologia Persistente (a direita).

A escolha pela Simp, para a classificacao pela forma dos otélitos, se deu porque ela
nao tem restricoes de selecao da amostra, ou seja, ela detém mais aleatoriedade que as
outras técnicas exploradas nesse trabalho, o que é interessante para preservar a estrutura
3D do otdlito. Como este estudo nao envolve uma variavel de interesse, ou seja, apenas os
voxels X, Y e Z, essa amostra ¢ dispensada da avaliagdo da representatividade, sendo que

sua validagao e creditacao é dada pela qualidade dos resultados da classificacao.
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O tamanho de amostra em 5 mil voxels escolhidos por Simp para cada otdlito, se
deu de modo empirico, pois como os calculos de homologia requerem grande capacidade
computacional, maior até que aquela exigida para os estudos de densidade com o BM,
foram realizados testes para verificar com quantos voxels a capacidade computacional
disponivel a este estudo conseguiria processar. O primeiro teste foi feito sobre uma Samp
a 5% do ASI1, menor otolito, cerca de 489.388 voxels. Baixando a quantidade em cada 100
mil voxels, observou-se que o dispositivo adotado conseguiria processar em torno de 100
mil voxels, entao retirou-se 5 mil voxels de cada um dos 21 otélitos, totalizando 105 mil

voxels, e o dispositivo conseguiu computar tal quantidade.

Apés suposigoes feitas sobre o comportamento das entropias, foi verificado seus
relacionamentos com as variaveis do peixe idade, comprimento e radiodensidade (HU)
usando Analise de Regressao Linear Simples com um nivel de significAncia estatistica de
5%. Como medida pré-diagnéstica, a analise se iniciou por uma matriz de dispersao e
correlagao utilizando o coeficiente de correlagdo de Spearman (p) (SPEARMAN, 1961),
uma vez que nao é conhecido o tipo de relagao entre as variaveis, e a linha spline, que é
usada para modelar relacoes complexas entre variaveis que nao sao facilmente capturadas
por regressao linear simples, facilitando a visualizacao de padroes gerais na relagdo entre
as variaveis. Os niveis de correlagdo adotados foram: muito fraca, se 0 < |p| < 0, 19; fraca,
se 0,20 < |p| <0,39; moderada se 0,40 < |p| < 0,59; forte, se 0,60 < |p| < 0,79; muito
forte, se 0,80 < |p| <1 (ANASTASI, 1976).

Foram testados os modelos linear Y = [y 4+ $;%X e exponencial linearizado
Y = fp x exp(f1%X) < InY = Infy + f1xX, permitindo comparagbes com o linear no
ambito da andlise de regressao desempenhada. A escolha por esses modelos se deve a
primeira tentativa de entender a natureza desses relacionamentos, se linear ou exponencial.
O R2-ajustado e o Critério de Informacao de Akaike - AIC ajudaram na discussao sobre
a escolha dos modelos que melhor estimam as variaveis pelas entropias, e em cima dos
considerados melhores modelos foi avaliada a andalise grafica da regressao aliada a avaliacao

dos residuos.

Todo o estudo foi realizado em um laptop gaming com sistema operacional Windows
11, processador Intel(R) Core(TM) i7-10750H, CPU 2.60GHz, e meméria RAM de 32GB.



50

5 Resultados e Discussoes

A Tabela 2 amplia as informagoes da amostra dos 21 otélitos (Tabela 1) utilizada
nesta tese, fornecendo informagoes dos individuos, espécie, nomenclatura, idade e compri-
mento, e das imagens 3D, quantidade de fotos 2D por imagem 3D e valores de média e
desvio padrao para a densidade HU dos otdlitos. Como primeiro resultado, as duas tultimas
colunas contém informacoes de Samps apds uma reducao de 95% dos voxels por Strat,
acompanhada de seus respectivos valores de média e desvio padrao para HU (coluna 9), as

quais sdo estimativas proximas as suas respectivas estatisticas populacionais (coluna 7).

A opcao por uma amostra rica quanto a variedade de idades e espécies, se apoia na
generalizagao cientifica dos procedimentos metodoldgicos aplicados na solucao do problema
de tese, que é estudar a radiodensidade otolitica e propor um novo modo de classificar
otolitos pela forma, usando topologia. Pode-se dizer que a amostra adotada ajuda a
creditar mais confiabilidade a demonstragao e validacao deste estudo. Além disso, durante
as discussoes dos procedimentos experimentais podem surgir insights de associacao das
informagoes encontradas, como as invariantes topoldgicas, as caracteristicas dos otoélitos,
tais como a radiodensidade, idade, espécie, etc, ampliando as discussoes e percepgoes que

possam sugerir estudos adicionais e futuros que sirvam para quaisquer outras espécies.

A amostra de 21 otdlitos adotada pode parecer pequena, porém como cada imagem é
um big data de voxels, imagem de alta resolucao, é requerido uma capacidade computacional
significativa para realizacao deste estudo. As discussoes e demonstragoes serao feitas sobre o
menor otolito da amostra, o AS1. O fato dele ser o otélito de menor imagem (menos voxels)
dentre todos, faz dele o ideal para demonstrar a validade da reducao da dimensionalidade
proposta nesta tese para os dados de imagens. Quando necessario comparagoes, serao

expostos resultados de otélitos de outras espécies.

A discussao na préxima se¢ao se preocupa com a reducao da incerteza acerca do
uso da amostragem probabilistica na reducao de dados de imagens como procedimento
valido para a reducao de custo computacional ao aplicar métodos da TDA para se estudar
imagens digitais. Deste modo discutiremos qual o tamanho minimo de resolucao das

imagem retém as informagoes de HU similares as da Pop dos dados.

A demonstracao de que é possivel estudar radiodensidade HU sobre uma redugao
de 95% dos dados das imagens, é feita analisando tamanhos de amostra em 1, 5 e 10%,

como medida que rotula o tamanho minimo adequado para tal objetivo.
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Tabela 2 — Amostra de estudo. Informagoes dos peixes (colunas 1 — 4): espécies, or-
ganizadas por média de idade, descri¢ao, idade em anos e comprimento em
centimetros (cm) (Standard length — SL, Fork length — FL e Total length — TL).
Dados das imagens 3D dos ot6litos (colunas 5 — 9): Informagoes para os dados
populacionais e de amostras estratificadas com tamanho em 5%: quantidade de
imagens 2D (slices ou coordenadas Z) que compoem as imagens 3D (Coluna
5); tamanho populacional e amostral (colunas 6 e 8); valores de média e desvio
padrao populacionais (coluna 7) e suas respectivas estimativas em uma Strat
(coluna 9) para a varidvel de interesse, a radiodensidade em unidades hounsfield

(HU).
B Ovalig 16 Comprimento Quutidae de s G g e
o ’ em voxels N nwto
()Og’;‘;:zz”””” 001  0,52* 14,8 SL 1.300 56.990.590 jffffg’g 2.849.528 jffﬁél;%
002  0,68* 18 SL 1.202 52.656.855 jfg?ﬁfsl 2.632.842 i8'769217,’7267259
foizzz;(;cybium AS1 147* 118 TL 1.256 9.787.784 2'9806167’1931959 489.388 £§80616,§748278
AS2  289% 1397 TL 1.335 24.744.274 £81%39145575 1.237.213 23140%5684640
AS3 473 155 TL 1.357 18.149.726 &8233?*492142 907.486 2882430”767‘3257
(ZTI};Z?;Z: TA 3+ 120 FL, 1.330 18.305.517 ig?g;gz 915.109 jf;iff%
()Tb}lizzws TO1  322% 1058 FL 1.202 16.182.138 j?842867é806958 809.109 i654267,;)969910
TO2  449% 1273 FL 1.334 94.458.013 2669641’5’55568 1.222.901 &69‘127’1420;6
TO3  458%  1287FL 1.338 22.943.675 ifﬁgfgz 1.147.184 jffég;o
TO4  529% 1387 FL 1.404 31.022.482 i6'761046:’1955259 1.551.124 £5105§b799799
TO5  685%  157,3FL 1.378 24.450.710 ﬁ?ﬁéé?gé 1.222.985 ifﬁ%ﬂi
f;‘;:ﬁjg“b AC1 1 10,9 TL 1.191 74.834.084 jé63i5,i778028 3.741.703 jé63536,§158785
AC2 4 22 TL 1.154 115.795.160 £§818927§’34528 5.780.757 198189%b228972
AC3 4 24,9 TL 1.347 124.569.189 i7§910;é432417 6.228.459 22591094721209762
AC4 4 26,2 TL 1.130 133.765.004 iéggoéfflog 6.688.449 if;éf%
AC5 5 24 TL 1.096 129.537.288 £5827467%2§687 6.476.864 198274§g126928
AC6 6 25,8 TL 927 103.168.048 ii%é%%gso 5.158.401 :ti%é%i%;()
ACT 8 30,1 TL 1.279 130.376.491 ;696927;)01238 6.518.824 £é6969%é309554
ACS 15 32 TL 973 148.381.738 155517%87200 7.419.085 1955170”4870357
ZZ:;’Z’:T’Z” HP1 8 18,3 TL 1.319 127.207.688 j;;gffgg 6.360.383 jggﬁ%og?;
HP?2 14 26,6 TL 1.370 159.717.508 ;3986%908214 7.985.875 j53986{§199890

*Idades estimadas com base nas curvas de crescimento dos autores Stéquert, Panfili e Dean (1996), Lessa et al.
(2008), McBride, Richardson e Maki (2008) e Duarte-Neto, Higa e Lessa (2012).
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5.1 Imagens de otolitos reduzidas por amostragem probabilistica

Apés a extragao de uma amostra de voxels a partir de cada imagem (parcela da
resolugao da imagem), deve-se verificar se as informagoes da amostra retirada refletem as
informacgoes dos dados populacionais, ou seja, se a amostra é representativa da populacao.
O primeiro passo rumo a representatividade é verificar se as distribui¢ées das variaveis
da amostra sao iguais as suas correspondentes na populacao, caso sejam, a Defini¢ao
2.3.1 garante a amostra retirada como uma amostra aleatoria da populacao, refletindo o

primeiro sinal de representatividade da populacao através da amostra.

As matrizes de dispersao na Figura 23 fornecem visivelmente as distribui¢oes de
probabilidade dos voxels X,Y,Z e HU, para dados do otélito AS1 tanto para os dados
populacionais (100% da resolucdo das imagens — Figura 23(b)) quanto para amostras, a
5% de resolugado, extraidas pelos trés sistemas de amostragem adotados (Figuras 23(b),
23(c) e 23(d)). Além disso as matrizes também oferecem uma visdo em perspectiva 2D
do otdlito a cada par de eixo, que nada mais é que a distribuicao dos voxels, como uma

sombra projetada nos planos XY, XZ e YZ.

A partir das matrizes de dispersoes da Figura 23 é possivel observar qualitativamente
a representatividade em distribuicao das amostras reduzidas pela amostragem aleatéria, e
que independente da técnica de amostragem, dentre as adotadas, ao comparar matrizes de
dispersao dos dados amostrais, Figuras 23(b), 23(c) e 23(d)), com a matriz de dispersao
proveniente dos dados brutos, Figura 23(a), observa-se que as densidades amostrais sao

similares as suas correspondentes populacionais.
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Figura 23 — Matrizes de dispersao: (a) dos dados brutos, ou populacionais (Pop) do AS1 e
(b-d) das amostras a 5% proveniente dos diferentes sistemas de amostragem
empregados para reduzir os dados, Strat, Syst e Simp respectivamente. Em
(a), podemos observar que a HU e as coordenadas dos voxels tém densidades
de probabilidade diferentes entre si, indicando que os voxels que representam a
imagem de uCT do otélito AS1 é uma amostra aleatoria da estrutura do otdlito.
Nas matrizes de dispersdo das amostras reduzidas a 5% em (b), (c) e (d),
vemos, independentemente do sistema de amostragem empregado, as mesmas
densidades de probabilidade quando comparadas com suas correspondentes
na matriz de dispersao dos dados brutos. Isso indica que amostras a 5% retém
informacoes das distribui¢oes da Pop. A dispersao dos dados permite ainda

ter uma visao em perspectiva 2D do otélito AS1 a cada par de coordenadas
XY, XZ e YZ.
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Independentemente do método de amostragem, amostras com 1% de resolucao
também retém a densidades de probabilidade da Pop, ou seja, suas distribuicoes de
probabilidade também nao mudam em relagao as suas respectivas nos dados brutos. Tal
fato pode ser observado no Apéndice B (Figura 41) para dados das imagens do otélito
TO3. Mesmo com a representatividade observada para 1% de resolucao das imagens, na
secao 5.2 a Topologia demonstra que em alguns otélitos da amostra nao é apropriado
usar resolucgoes menores que 5% para estudos de variacoes de radiodensidade otolitica, em
HU, e que 5% é adotado aqui por ser a resolucdo minima capaz de fornecer informacoes

representativas de HU dos dados brutos para todos os otdlitos da amostra do estudo.

Como as distribuigoes dos voxels de HU nao sdo conhecidas, o teste estatistico nao
paramétrico de Kolmogorov-Smirnov (ks teste), apoiado sobre a hipétese nula de iguais
densidades, comprova quantitativamente a representatividade das amostras reduzidas
quanto aos dados de HU, comparando Pop e Samp. A Tabela 3 mostra o resultado do
ks teste nao significativo (p — valor > 0.05) para os tamanhos de Strat em 1, 5 e 10%
comparados aos dados da Pop em relacao a variavel HU. Quantitativamente, o teste
corrobora as informagoes fornecidas pelas matrizes de dispersao exibidas na Figura 23,

que Pop e Strat possuem mesmas distribui¢oes de probabilidade.

Tabela 3 — Teste de Kolmogorov-Smirnov, bilateral, para duas amostras com 95% de
confiancga sobre a variavel de interesse HU para o otdlito AS1. Comparacao
entre Pop e diferentes tamanhos de Strat.

Comparacgao entre FEstatistica de teste D p — valor

1% e 100% 0.0029121 0.3838
5% e 100% 0.0005964 0.9964
10% e 100% 0.0010816 0.2489

Apesar de se estar buscando evidéncias para garantir que a resolucao minima ideal
para estudos da densidade otolitica é a partir de 5%, isso nao deve ser apenas apoiado
nesse p — valor mais alto do resultado da Tabela 3. Na verdade, nao encontrou-se nenhuma
evidéncia por tras deste p — valor mais alto, o que observou-se é que ele muda a depender
da amostra extraida e do otélito. Resultados similares de significAncia estatistica foram
observados para o ks teste desempenhado em amostras a 1, 5 e 10%, provenientes dos

demais sistemas de amostragem, porém os omitimos para simplificar.

Observada a representatividade por parte da distribuicao dos dados, o proximo
passo é perceber como se comporta os valores de HU nas amostras reduzidas. A Tabela
4 traz as principais descritivas basicas para a variavel de interesse HU em tamanhos

de amostra em 1, 5 e 10%, a fim de avaliar e comparar a variabilidade da média de
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HU com a média dos dados brutos, Pop. A partir de 5% de resolucao, podemos ver
estimativas amostrais para HU relativamente préoximas as da Pop, permitindo observar a

representatividade estatisticas da amostra quanto a variavel de interesse, HU.

Tabela 4 — Principais estatisticas descritivas de HU para diferentes tamanhos de Strats.
Comparagao das estimavas amostrais com seus respectivos valores calculados a
partir dos dados da Pop sobre o otdlito AS1.
sd — desvio-padrao; se — erro-padrao; cv — coeficiente de variacao.

L, Amostra a
Estatistica sobre HU ~ AS1/Pop % 5 0%
média 6,866.915 6,867.338 6,866.787  6,866.008
sd 901.1399  899.6937  901.9428  901.0005
se (média) 0.2880381  2.875757  1.289295 0.9107071
cv 0.1312292 0.1310105 0.1313486 0.1312263

A representatividade do nimero de voxels ao longo das imagens 2D (fatias ou slices
Z) é visualizada usando uma tabela de frequéncia. Através delas é possivel perceber que,
dos trés sistemas de amostragem aplicados para reducao dos dados, Simp foi a que mais
perdeu voxels ao longo das fatias Z. Strat e Syst apresentaram proporgoes semelhantes as
da Pop por intervalo de classe. A ocorréncia da perda de proporg¢oes sobre a Simp também
foi constatada para amostras extraidas por este método em outros otdlitos. A Tabela 5
traz esse resultado para dados do otolito AS1 e a Tabela 12 no Apéndice C para dados do
otolito TO3.

Tabela 5 — Tabelas de frequéncia mostrando a distribui¢do agrupada dos voxels ao longo
das fatias Zs para Pop, Strat, Syst e Simp em % para o otélito AS1. No geral,
todas as amostras de 5% representaram a Pop (proporgao final em 100%), o
detalhe a ser observado é que, a Simp apresentou altera¢oes nas proporgoes de

voxels ao longo das fatias Zs.

Intervalo de Pop Strat Syst Simp
classe dos Zs voxels % voxels % voxels % voxels %
0 50 71433 0.73 3574 0.73 3571 0.73 3626 0.74
50 4 100 398437  4.07 19924  4.07 19922 4.07 19697  4.08

100 4 150 538683  5.50 26934  5.50 26934  5.50 26847  5.49
150 - 200 606080  6.19 30308  6.19 30304  6.19 30594  6.25
200 4 250 654431  6.69 32722 6.69 32722 6.69 32458  6.63
250 - 300 690210  7.05 34504  7.05 34510  7.05 34363  7.02
300 - 350 728850  7.45 36443 7.45 36443  7.45 36450  7.45
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Tabela 5 — Continuagao

Intervalo de Pop Strat Syst Simp
classe dos Zs voxels % voxels % voxels % voxels %
350 - 400 710342  7.26 35520  7.26 35517  7.26 35455  7.24
400 - 450 666199  6.81 33308  6.81 33310  6.81 33366  6.82
450 - 500 605913  6.19 30297  6.19 30295  6.19 30524  6.24
500 - 550 554487  5.67 27727 5.67 27725  5.67 27683  5.66
550 4 600 500995  5.12 25049  5.12 25050  5.12 25244  5.12
600 - 650 423352  4.33 21167  4.33 21167  4.33 20800  4.25
650 4 700 407003  4.16 20353  4.16 20350  4.16 205647  4.20
700 — 750 294364  3.01 14718  3.01 14718  3.01 14728  3.01
750 - 800 325598  3.33 16280  3.33 16280  3.33 16181  3.31
800 - 850 239002  2.44 11951  2.44 11950  2.44 12066  2.47
850 - 900 219648  2.24 10983  2.24 10983  2.24 11079  2.26
900 950 192969  1.97 9651 1.97 9648 1.97 9635 1.97
950 - 1000 184268  1.88 9216 1.88 9214 1.88 9087 1.86
1000 4 1050 186208  1.90 9310 1.90 9310 1.90 9201 1.88
1050 4 1100 186630  1.91 9334 1.91 9332 1.91 9242 1.89
1100 4 1150 163751 1.67 8187 1.67 8187 1.67 8240 1.68
1150 41200 122500  1.25 6123 1.25 6125 1.25 6227 1.27
1200 4 1250 87032 0.89 4353 0.89 4352 0.89 4310 0.88
1250 4 1300 29399 0.30 1470 0.30 1470 0.30 1469 0.30
Total 9787784 100.0 489406 100.0 489387 100.0 489389 100.0

5.2 Validacao topolégica das imagens reduzidas

Validacdo Topolégica de Amostra — O VTA

O objetivo desse procedimento é decidir sobre a resolugdo minima capaz de fornecer

informagoes de radiodensidade HU similares as da populagdo dos dados. Em suma, ele

deve indicar o quanto a resolucao das imagens 3D pode ser reduzida de modo que as

caracteristicas da variavel de interesse, HU, sejam adequadamente preservadas na amostra,

avaliando topologicamente distribui¢cdes de HU de imagens 2D que compdem o otolito.

O método consiste em pegar algum slice da classe modal, por ser a regiao com

maior niimero de voxels no otdlito e, entao, topologiza-la com parametro € do BM variando

de 15 a 60 em intervalos de 5. Neste estudo adotou-se o slice central da classe modal. Os
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grafos BM resultantes devem capturar as informagoes de HU da fatia de modo sempre

conexo, ou seja, sem apresentar vértices desconectados.

Na Figura 24 temos o resultado desse procedimento para a Strat do AS1, onde
para amostras a partir de 5%, as informacoes de HU sao codificadas por grafos conexos.
Para a amostra a 1% ¢é possivel observar grafos desconexos para os valores dos parametros
€ em 15, 20 e 35.

Slice Z = 325 — AS1 Strat

Y
160 200 240

E 3 Pop/100%

15 200 250 300 350 400 450

160 220

€=15 €=20 €=25 €=30 €=35 £=40 €=45 e€=50 €=55 ¢€=60

o, L)
@ ° . °
e % K o o

) 0% - o 22 |- %o, 4
1% G sy 5L W

e, e
Lo " %P 000 o 1“‘ @‘5,.

%0 foo . L 3 o | | oig
,@g.ﬁ % [ 00®® . o |. -"% IE o J I i J . i [} WY
o
ny cog8 R oy o *E o =
LS % - T a 1 o j PR | ° 0 . £
() S i & ° _ ° - [ %
o I @q&:g k- z‘ég@ o’ ' " oo’ et S
%926 o
35‘." ) I °® t ® °, |- °® Lo
b - Fr MMER o L E o |z T e, E oL j
N o g @ . - oo °® > e - " §= ° -
10% "»g i- i’ - §o 5’5.. [ »’; kE v = . P o I @

o R FE ™GE AEXE N B ELVE NTE LEPE L E
P [¥ - %&' @@?‘ b , , I g, 15 o o BBt .o

Figura 24 — Procedimento de Validagdo Topolégica da Amosta (VTA) para diferentes
tamanhos de Strat a partir da mesma fatia do otdlito AS1, espécie Acanthocy-
bium solandri. No topo da figura temos os plots da fatia Z=325 (foto 2D)
extraida dos tamanhos amostrais 1, 5, 10 e 100%. Abaixo das fatias, grafos
calculados sobre aquelas resolugdes para o intervalo [15,60] do pardmetro do
Ball Mapper . Observa-se variacoes de densidade semelhantes as da Pop a
partir de 5% de resolucao. Para valores de pardmetros ¢ fora do intervalo
[15,60] informagdes de radiodensidade HU e forma nao sdo codificadas de
modo similar as da Pop.

A discussao desse procedimento se torna mais interessante quando feita em otélitos
com formas irregulares, na amostra deste estudo os pertencentes a familia scombridae,
Acanthocybium solandri, Thunnus albacares e Thunnus obesus possuem essa particula-
ridade. Nesses otoélitos, sua parte mais profunda, regiao do sulco actistico, estao mais
proximas de suas faces internas, provocando uma parte fina do otélito que requer atencao

quando se trabalha com imagens reduzidas. Isso porque grandes reducoes dessas imagens
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podem ocasionar em perdas significativas de voxels dessa regidao. Essa é uma regiao de muito

interesse no otdélito, visto que ela é onde estao concentradas as mais baixas densidades.

O VTA mostra-se como método valido para diminuir a incerteza quanto ao tamanho
de amostra adequado para estudo de variagoes de densidade otolitica com imagens reduzidas,
uma vez que as conexoes decorrentes do grafo BM aliados as imagens visuais 2D sao
capazes de indicar se voxels de certas regides do otdlito foram amostrados. Abaixo é

descrito o passo a passo do teste VTA feito em um otolito da espécie Thunnus obesus.

Passo a passo do procedimento sobre o otélito TO3

Para cada otoélito, a partir da resolucao que se deseje validar, seleciona-se a fatia
central da classe modal da distribuicao dos voxels por grupos de Z. No caso do otélito
TO3 tal faixa compreende ao intervalo (300; 350), assim, Z = 325 deve ser o slice escolhido
para o procedimento. Na Figura 25 estd o histograma da distribuicao dos voxels na Figura
25A e a fatia Z = 325 colorida pela HU na Figura 25B.

A [ Classe modal 350 | o 8000
£ ] | 3 [300,350] .
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Zz

Figura 25 — (A) Distribui¢ao dos voxels por slices Z do otélito TO3. Para o procedimento
de VTA colhe-se o slice médio do intervalo de classe com o maior nimero de
voxels por slice, classe modal. Observa-se que, neste caso, o slice escolhido
deve ser o Z = 325. Em (B) plot do slice Z=325 colorido pela variavel HU,
com escala de cores variando do vermelho para valores mais baixos ao roxo
representando os valores mais altos. Tal slice foi extraido a partir de 100% de
resolugao da imagem do TO3.

Nota: Embora o slice Z = 325 escolhido para o otélito TO3 coincida com o mesmo
slice escolhido para o otélito AS1 neste estudo, a escolhida do slice para o VTA
pode variar a depender do otélito e da espécie, isso pode ser visto no VTA das

outras espécies no Apéndice D (Figuras 42 a 46).
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A Figura 26 traz o procedimento para o otdlito TO3. Ao ajustar o pardmetro e
do BM no intervalo de 15 a 60, observa-se que para 1% dos dados, as informacoes sobre
a forma e densidade da fatia nao sao capturadas para valores € de 15, 20 e 25. Como
observado para o otdlito AS1, para amostras a partir de 5%, a topologia encapsula as

informagoes de densidade e forma similares as informacoes da populacao.

Validag¢do Topoldégica da Amostra — VTA do otélito TO3. Slice Z = 325.
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Figura 26 — Procedimento de Valida¢ao Topoldgica (VTA) da Amostra para o otélito TO3,
Thunnus obesus. Grafos Ball Mapper (BM) da fatia Z = 325 para vérios valores
do pardmetro de ajuste £ (pardmetro do BM) em comparagao entre Strat a 1,
5 e 10% e Pop. Observa-se que o BM para os valores dos parametros ¢ iguais
a 15, 20 e 25 a 1% dos dados nao fornecem informacoes interpretdveis sobre
a densidade da fatia ensaiada. A partir de 5% dos dados, pode-se observar
variagoes na densidade 6ssea semelhantes as da Pop para todos os valores
do pardmetro . Esse fato sugere uma resolugdo minima em 5% dos dados
brutos como ideial para estudos de densidade otolitica com dados reduzidos
de imagens. Grafos fora do intervalo [15; 60] para ¢ tém informacoes sobre
forma e densidade Ossea dissimilares aos da Pop.

Nota: O valor escolhido de Z para o VTA nao é o valor médio da distribuicao dos
voxels pelos Zs, Figura 25A, mas sim a fatia intermediaria da classe modal
(poderia ser qualquer um dentro dessa classe) e neste caso especifico para a

imagem do TO3 tal classe é a faixa de intervalo [300, 350].

Na Figura 27 esta a fatia Z=325 em diferentes resolugoes para melhor explicar
a presenca de grafos desconexos para os valores do € em 15, 20 e 25 com resolugao da
imagem em 1%. Para aquela fatia amostrada a 1%, nao é possivel fazer comparacoes com

a mesma fatia da Pop, pois é dificil identificar as mesmas regioes ao longo das bordas.
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Além disso, em 1% o conjunto de dados é dividido em duas partes, revelando que os voxels
da parte mais fina nao foram amostrados. Isto leva declarar que, ao empilhar as diversas
fotos 2D para compor o otdlito inteiro por uma imagem 3D com 1% de resolucao, poderao
existir regioes do otolito com voxels nao amostrados. Isso sugere cautela na reducao dos
dados, especialmente em otolitos com formas irregulares como os das espécies A. Solandri,

T. Albacares e T. Obesus, e justifica a utilizagdo do procedimento VTA proposto.
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Figura 27 — Plots do mesmo slice Z=325 (slice central extraido da classe modal da dis-
tribuicao dos Zs) com resolugoes fixadas em 1, 5, e 10% extraidos por Strat,
comparadas com o mesmo slice extraido da Pop (100% da resolucao), dos
dados do otdlito TO3. Com 1% de solucao torna-se dificil distinguir regioes e
cavidades na borda da fatia, além disso, o conjunto de pontos parece ter sido
dividido em duas partes, indicando que voxels da parte mais fina da imagem
nao foram amostrados, exprimindo a possibilidade de prejudicar uma anélise
cujo interesse seja densidade.

O critério adotado para a escolha do Z para o VTA estd sustentado no fato
dele ser de uma regiao do otélito com maior nimero médio de voxels por fatia. Pelas
imagens de uCT, a regiao do ntucleo foram as que mais careceram de voxels para serem
representadas (isso serd demonstrado na Segao 5.3 seguinte), logo escolher uma fatia sob
estas consideragoes, é provavel que ela contenha voxels do nicleo do otdlito, como ele é a
regiao de mais baixa densidade, implica que a fatia escolhida possivelmente tera valores
de densidade em todo o dominio da mesma, algo 1til para comparacao visual por grafos e

analise das variacoes de densidade.

Outra circunstancia que também se mostrou util na escolha de tais Zs para a

VTA e fundamental para a validacao das amostra, é a de o Z escolhido ser de uma
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regiao que contenha o sulcus acusticus. Na amostra adotada neste estudo, com essa
caracteristica anatomica com sulcos mais profundos tém-se os otdlitos da familia scombridae.
Devido a proximidade da parte mais baixa do sulcos ser préxima da regiao oposta do
otdélito, fatias com essa depressio sdo suscetiveis a possiveis perdas de valores de voxels e
consequentemente de densidade ap6s um procedimento de amostragem, como visto para a

amostra em 1% do TO3 na Figura 27.

Pode-se dizer que, tal escolha auxilia na validacao adequada da amostra, uma vez
que, em baixas resolugoes os grafos gerados a partir de slices de regices que contenham
o sulco sao mais provaveis de serem desconexos. Portanto, com a validagao realizada em
slices sob essas suposic¢oes, é uma garantia que havera a reprodutibilidade do procedimento

nos demais slices das imagens.

Nos resultados obtidos até entao, andlises estatisticas revelaram representatividade
mesmo em baixas resolugoes das imagens tomograficas. Dos sistemas de amostragens
aplicados na reducao dos dados apenas Simp apresentou incertezas quanto ao seu uso para
estudos de HU. Isso pode ter sido porque esse mecanismo de amostragem possui aleatorie-
dade maxima no processo de extracao dos dados e, uma vez que imagens tomograficas 3D
sao um empilhamento de imagens 2D, impor a restricao de dividir os dados considerando
cada foto 2D ou slice Z como estrato, caso da Strat e Syst, demonstrou melhor efeito
de preservacao da variavel HU em até 95% de reducao dos dados brutos das imagens da

amostra.

Sobre o tamanho da resolucao adequada para explorar variagoes de HU, o procedi-
mento VTA se mostrou necessario nessa escolha. Sobre a possibilidade de reducao de 95%
dos dados das imagens para estudos de HU, serd discutido os efeitos dessa reducao feita
pelos trés tipos de Samps nas variacoes de HU usando o BM. Para tal, as semelhancas
qualitativas serao feitas comparando a topologia representada por grafos gerados a partir
dos dados brutos (100% ou Pops) e de Samps a 5% (Se¢ao 5.3). Para a avaliagdo quantita-
tiva serd utilizado invariantes topolégicos sobre as redes dos grafos (Segao 5.5). Antes é

aberta a Secdo 5.4 para discutir sujeiras nos otélitos captadas pelo BM.

5.3 Topologia de otdlitos como perspectiva para explorar densidade

Na Figura 28, BMs com ¢ = 100 ilustram a variagdo da densidade dssea fornecida
pelos dados brutos, Pop, e Samps a 5% para os diferentes tipos de amostragem sobre dados
da imagem do otélito AS1. Todos os BMs obtidos a partir dos sistemas de amostragem
empregados, Strat (Figure 28(b)), Syst (Figure 28(c)) e Simp Figure (28(d)) tiveram
variagoes de densidade HU semelhantes as fornecidas pelo BM da Pop (Figura 28(a)).
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BM graph AS35 (Whole sample with € = 100) BM graph AS35 (Sample in 5% with £ = 100)
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Figura 28 — Grafos Ball Mapper (BMs) com ¢ = 100 para o AS1 sobre os (a) dados
brutos (Pop) e amostras (Samps) a 5% (b) Strat, (c) Syst e (d) Simp. Pode-se
observar que os trés sistemas de amostragens aplicados na reducao dos dados
(c—d) forneceram variagoes de densidade similares aquela revelada pelo grafo
BM gerado sobre os dados brutos ou Pop (a). E possivel observar ainda que as
variagoes de HU na escala de cores foi reproduzida, indicando que a resolucgao
fixada em 5% representa os dados brutos das imagens quanto a densidade
otolitica, HU, de modo fidedigno.

Uma quantidade menor de nés nos grafos provenientes da amostragem pode ser
observada. Foram 47 para a Strat e 45 para Syst e Simp contra os 48 nés do BM que
representa a topologia da Pop. Pode-se dizer que essa diferenca é minima considerando
uma reducao de 95% nos dados. As variacoes de densidade, que é o mais importante, se

mantiveram similares nos grafos provenientes dos dados reduzidos.

No BM da Figura 28(a), a bola 12 que encapsulou os voxels do ntcleo na Pop

foi reproduzida em todos os grafos das amostras com o mesmo nimero. Porém voxels
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de menor densidade que os do ntcleo foram observados na regiao caudal do grafo, bola
47 na Pop, 48 na Strat, 44 na Syst e 43 na Simp, sugerindo que algum tecido, possa ter
permanecido naquela regiao apds a limpeza, ou simplesmente a cauda desse otdlito possui

voxels de baixa densidade.

Apesar do método de amostragem Simp ter apresentado perdas de voxels por
slices Zs (Tabela 5), os grafos da Figura 28(a) revelam que, mesmo para uma amostra
extraida da menor imagem, otélito AS1, a variacao de densidade foi semelhante a da Pop,
indicando que as variagoes de densidade podem nao ser afetadas pelo reducao de dados via
amostragem probabilistica via Simp. No entanto, este resultado nao se reproduziu para a

amostra extraida por este método Simp a partir do otoélito TO3. Ver Figura 29.

TO3 BM graph with & = 100 (Pop) TO3 BM graph with £ = 100 (Strat at 5%)
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Figura 29 — Grafos BMs com ¢ = 100 para o TO3 considerando os (a) dados brutos ou
Pop, (b) Strat, (a) Syst e (d) Simp. Para o grafo feito sobre a amostra reduzida
por Simp a regiao do niicleo foi representada por apenas um vértice, bola
vermelha 19, enquanto os demais, similarmente ao da Pop, com dois.
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Em um modo geral, pelos grafos BM obtidos a partir do TO3, pode-se declarar
que a variagao da densidade 6ssea foi representada pela topologia nos trés sistemas de
amostragem aplicados, Figura 29(b—c), fluindo dos valores de densidade mais baixos, bolas
vermelhas, na regiao do ntcleo até seus valores mais altos na regiao da cauda (bolas
roxas), comparando com o grafo da Pop. Porém, o grafo BM obtido de Simp, Figura
29(d), representa o ntcleo do otélito com apenas uma bola, vértice vermelho 19, enquanto
os demais com duas bolas, Figuras 29(b) e 29(c), a principio isso parece razoavel. Essa
observacgao pode ter sido efeito das diferencas nas proporc¢oes de voxels por Z observadas
em amostras extraidas via Simp, como demonstrado para AS1 na Tabela 5, e para este
otélito TO3 no Apéndice C (Tabela 12), j4 que essa perda de voxels leva embora os valores

de HU e, consequentemente, podem afetar a variacao da densidade revelada pelo grafo.

Uma analise mais aprofundada sobre os grafos do TO3 revela que a bola vermelha 19
do grafo da Simp codifica 94.927 voxels, isso representa 3,1% dos voxels encapsulados pelas
bolas 20 e 22 do grafo da Pop. Para uma reducao de 95% nos dados brutos isso também
parece razoavel, no entanto as bolas vermelhas 19 e 26 dos grafos da Strat e as bolas 20 e
27 do grafo da Syst codificam 5,4 e 5,8%, respectivamente, dos voxels encapsulados pelas
bolas vermelhas 20 e 22 da Pop, o que é uma representacao mais proxima da resolucao de
5% estabelecida na configuragao do tamanho das amostras durante o procedimento de
amostragem. Esse resultado provoca incertezas quanto ao uso da Simp para estudos de

densidade otolitica com imagens reduzidas por esse método.

Uma consequéncia da investigagdo quanto a aplicagdo da TDA em imagens de
otoélitos, foi a deteccao de anomalias e sujeiras pelo o BM através da estrutura de alguns
otolitos. Sobre essa descoberta, avaliou-se o comportamento das anomalias sobre dados
reduzidos por Strat em relagao aos dados brutos. Para fazer a limpeza foi usado simples

algoritmos de tratamento de dados. Tal descoberta é exposta na se¢ao que segue.

5.4 Ball Mapper como ferramenta de segmentacao para otdlitos

A extracao e a limpeza de otdlitos de peixes é um desafio uma vez que eles sao
pequenos e delicados. Tal caracteristica pode ocasionar quebra que deixam pedacos, ou
alguma sujeira na superficie dos otolitos, que podem passar despercebidas quando eles
vao para analise em algum aparelho. Nisso, a quebra de otdlitos durante o processo de
extragdo pode comprometer os dados e dificultar a interpretacao dos resultados, e por sua
vez a sujidade pode comprometer a analise da composicao. Devido a esses fatos, existem
estudos dedicados a fornecer métodos e técnicas para extracao e para avaliagdo de otolitos

danificados (MYERS et al., 2020; BARDARSON et al., 2014).
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Aqui, a preocupagdo com pecas partidas ou sujidade retida na superficie de otdélitos
serda diminuida, pois a topologia, através da técnica BM, codifica estas pegas, ou como se
diz em TDA, anomalias, em partes desconexas dos grafos BM, apods identificados os dados
de sujeira no grafo, eles podem ser simplesmente removidos a partir dos préprios dados

por algoritmos simples.

Apos identificar as anomalias no grafo, a funcao “bm.points covered by landmarks”
do proprio BM ajuda a localizar os voxels que correspondem aos valores andémalos (sujeiras
ou pedacos de otdlitos). A remogao desses voxels pode ser feita diretamente nos dados
da imagem tomogréfica (no formato de nuvem de pontos) utilizando um algoritmo de
filtragem de linhas, aqui foram utilizadas as funcoes “drop” e “isin” do pacote Pandas
do Python. Apdés limpar o conjunto de dados, basta reprocessar o algoritmo BM com os
dados limpos. Esse procedimento ajuda a melhorar a precisao e confiabilidade na analise

de dados a partir dos grafos BM.

Na Figura 30A ¢é observado um fragmento destacado do otélito AS3 a partir de sua
imagem 3D de pCT original. Tal fragmento foi detectado através do grafo BM pela bola
2, Figura 30B. Na Figura 30C, ver-se o grafo BM processado apods a remocao dos voxels
referentes aquele pedaco quebrada, deixando-o livre de quaisquer dados inconsistentes que

poderiam comprometer a andlise dos dados.

BM graph AS1294 (Sample in 5% with £ = 100} BM graph A51294 (Sample in 5% with £ = 100)

Figura 30 — (A) Imagem 3D de pCT sem escala do otélito AS3 revelando um fragmento,
circulado em vermelho. (B) Grafo BM do AS3 no qual a bola 2, circulada
em vermelho, desconectada da rede principal do grafo, encapsulou os voxels

referentes ao fragmento observado. (C) Grafo BM do AS3 apés a remogao dos
voxels do fragmento.

Na Figura 31A, ver-se o grafo BM para dados brutos do otdlito ACS8, o qual
apresentou um vértice (bola 262) detectado como anomalia. Ao avaliar tal vértice, percebeu-

se que ele encapsulava apenas um voxel. O fato de ser apenas um tunico voxel, em um
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universo de centenas de milhares, indica que tal voxel pode nao ser decorrente de sujeira,
mas de alguma instabilidade instrumental ocorrida durante o procedimento de aquisi¢ao
da imagem deste otdlito a partir do aparelho de uCT, o que sugere que TDA pode ser
eficaz também na deteccio de instabilidade instrumental durante a coleta de informacoes
de dados de imagens. Na Figura 31B esta o grafo dos dados brutos do otélito AC8 apds
a limpeza do voxel andémalo. Na Figura 31C o grafo BM para uma Strat a 5% do ACS,
revelando a similaridade do grafo e da variagao de densidade d6ssea em relacao ao grafo

obtido a partir dos dados brutos.

AC428M graph with £ = 100 M graph AC42 (sample in 5% with £ = 100)

A

E 4

Figura 31 — (A) Grafos BM do otélito AC8 a partir de seus dados brutos. A bola 262
detectou apenas um voxel andémalo, sugerindo que pode ter sido instabilidade
instrumental no processo de aquisi¢do da imagem pelo aparelho de uCT. (B)
Grafo BM a partir dos dados brutos apés limpeza do voxel anémalo. (C) Grafo
BM de uma Strat a 5%, revelando similaridade na variagdo de densidade em
relacao aquela observada a partir do grafo obtido dos dados brutos.

Nas Figuras 32A e 32B, nota-se sujeira detectada pelo grafo BM a partir dos dados
do otdlito AS2 em 100% e em 5% da resolucao. Observe que a sujeira tem densidade
muito menor do que o restante do otolito, sugerindo que algum tecido organico ou liquido
pode ter permanecido em sua superficie apds o procedimento de limpeza manual. Apds de
identificar os voxels que caracterizam a sujeira através do BM, novamente o algoritmo de
tratamento de linhas foi aplicado e o grafo BM foi refeito. Pos procedimento de limpeza, a
Figura 32C mostra como ficou o grafo BM para a Pop e a Figura 32D para a Strat em 5%.
Neles é possivel observar a eficiéncia da amostragem probabilistica na reducao da resolucgao
das imagens mesmo com sujeira, pois é possivel ver que a amostragem capturou a parcela
proporcional da sujeira que residia nos dados brutos do otélito, demonstrando que até
mesmo em otolitos sujos nao havera perda de informagoes quando for necessario reduzir

imagens tomograficas com anomalias a fim de ganhos computacionais (Figura 32B).

Grafos, p6s procedimento de limpeza e resultantes de Strat a 5%, revelando as
variacoes de radiodensidade HU para os 16 demais otoélitos, que nao estdo no escopo dos

resultados, podem ser vistos no Apéndice E (Figura 47(a-p)).
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AS11 EM graph BM graph AS11 (Sample in 5% with £ = 100)
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Figura 32 — Grafos BM com € = 100 para o AS2. (A) com sujeira detectada para 100% da
resolugao (Pop). (B) com sujeira detectada pelas bolas vermelhas 1, 2 e 79
para uma Strat em 5%, revelando a eficiéncia da amostragem ao capturar a
parcela proporcional da sujeira. (C) Grafo BM da Pop pés limpeza. (D) Grafo
BM da Strat a 5% pés limpeza.

5.5 Invariantes Topoldgicos como ferramenta para comparacao

entre grafos

A Tabela 6 traz Invariantes Topoldgicos (ITs) calculados sobre as redes dos grafos
BM para alguns otdlitos da amostra, para Pop e Strat a 5%. Ao lado de cada IT amostral,
estd o percentual que ela representa em relagdo a seu valor na Pop. Observa-se que todos
os valores, Pop/Strat, sao relativamente préximos, exceto para a Assortatividade do
AS1 em 5%, que deu apenas 61.8% do valor da Pop. Nao encontrou-se evidéncias que
justifique tal diferenca. O que pode ser declarado, com base no valor e na definicdo dessa
IT, é que vértices de graus semelhantes tendem se conectarem mais entre si na amostra

reduzida. Por outro lado, pode ter sido simplesmente um caso isolado para este otélito.
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A ideia central dos ITs é usa-los para perceber o quanto a topologia dos dados
populacionais foi afetada apds uma reducgao de 95% dos voxels das imagens tomograficas.
Sob essa consideragao, as aproximagoes dos I'Ts permitem declarar que mesmo com uma
reducao de 95% nas imagens foi possivel observar topologias similares nas amostras a
5%. Essa representatividade topoldgica significativa somada com a representatividade
estatistica (Secao 5.1) sdo evidéncias indicativas de que estudos de variagoes da densidade

otolitica podem ser desempenhados com apenas 5% da resolugdo das imagens originais.

Na Teoria de Grafos, dois grafos sao ditos equivalentes (“simplesmente para nao
dizer iguais”) quando existe isomorfismo® entre eles. O isomorfismo entre grafos é garantido
se os ITs conectividade (de arestas), nimero de nés e nimero de arestas forem
iguais (SOMKUNWAR; VAZE, 2017). Isso nao é observado em nenhum par dos grafos
avaliados na Tabela 6, assim, apesar de util, a diferenca percentual nas I'Ts, oferece apenas

medida “grosseira” de avaliar o erro% associado da representatividade entre os grafos.

Determinar se dois grafos sdo isomorficos é um problema computacionalmente
desafiador, e essa segdo oferece apenas uma abordagem mais flexivel para avaliar a
similaridade estrutural entre grafos comparando ITs. Vale lembrar que o problema de
isomorfismo entre grafos ¢ NP-completo, o que significa que nao ha algoritmo conhecido
para resolvé-lo em tempo polinomial para todos os casos. Entretanto, para muitos grafos,
alguns algoritmos existentes conseguem determinar o isomorfismo entre eles de maneira
eficiente. O algoritmo testado (NetworkX, biblioteca Python, (HAGBERG; CONWAY,
2020)) nos grafos obtidos nesta tese nao conseguiu concluir a tarefa, portanto nao hé

declaragoes quanto a isomorfismo entre os grafos de Pop e Samps obtidos aqui.

A Tabela 7 exibe os tempos aproximados para processar os calculos da topologia
em alguns otolitos da amostra. Uma reducao drastica do tempo de processamento de horas
para minutos foi obtida sobre os dados reduzidos via amostragem probabilistica. Observe
que, para otolitos maiores o tempo aumenta, chegando a mais de 4 dias para a Pop dos
otodlitos ACs.

Tabela 7 — Tempo de processamento do calculo da topologia de alguns otélitos. Comparacao
entre grafos BM de Strat em 5% e Pop com ¢ = 100. Esses tempos sao
referentes a topologia calculada apos o procedimento de limpeza, por exemplo,
o tempo de processamento para o calculo da topologia do otdlito AS2 sujo é
de aproximadamente 8 horas.

AS1 AS2 AS3 TO3 AC8
Pop  Strat Pop Strat Pop Strat Pop Strat Pop Strat
tempo* 15h 5 m 6,5h 15 m 5h 10m 6h 15m 45d 5h
* d: dias; h: horas; m: minutos

Amostra

1O isomorfismo é a principal no¢do de congruéncia em topologia



Capitulo 5. Resultados e Discussoes 70

5.6 Homologia Persistente como ferramenta para classificacao de

otdlitos

Assim como as discussoes anteriores deixarem incertezas quanto ao uso da Simp
para reduzir dados de imagens de uCT a fim de estudar densidade otolitica. Permanece
em aberto possibilidades desta técnica de amostragem ser usada para reduzir dados a fim
de estudos de outra natureza. Para avaliar a validade desse método em outras aplicagoes,
nesta secao ele sera aplicado na redugao da resolucao das imagens afim de esboc¢ar um
novo classificador e/ou descritor de otdlitos com base em sua estrutura 3D, e com um

tamanho de amostra inferior aqueles 5% usados na aplicacdo do BM nos estudos de HU.

Para atingir esse objetivo é utilizada outra técnica da TDA, a Homologia Persistente
(HP). Essa técnica é capaz de extrair caracteristicas topolégicas de um espacgo topolégico
de qualquer dimensao, nesta tese, imagens tridimensionais de otdélitos. Como dito na

metodologia, o algoritmo usado para computar o homologia foi o giotto-tda (gtda).

Para tal, extraiu-se 5 mil voxels por Simp de cada otélito, pois o algoritmo gtda
trabalha com nuvens de pontos de mesmo tamanho, alé disso, os dados de todos os
otélitos sao processados de uma vez simultaneamente pelo algoritmo. A escolha por esse
tamanho de amostra esta apoiada no fator custo computacional, pois calculos de HP
sdo mais caros computacionalmente que aqueles que geram grafos. Assim, a defini¢ao da
resolucao foi baseada na quantidade de voxels que o algoritmo conseguiria processar com
a capacidade computacional disponivel para desenvolvimento desta pesquisa. Os testes
empiricos apontaram aproximadamente 100 mil voxels, com isso, extraiu-se amostras de
tamanho 5 mil voxels de cada um dos 21 otdélitos, totalizando 105 mil voxels a serem

processados.

Sobre os 105 mil voxels, a capacidade computacional foi reduzida para aproximada-
mente 1 hora de processamento, a partir de um tempo inicialmente desconhecido sobre
um primeiro teste usando apenas uma imagem de 5% de resolucdo do menor otdlito, o
AS1. Pode-se dizer que se o algoritmo nao consegui concluir a tarefa para apenas uma
imagem em 5% de resolugdao ainda estd distante um estudo de classificacao de otélitos
com imagens 3D em a alta resolucao. Sera demonstrado que a redugdo proposta em 5 mil
voxels foi suficiente para se alcancar resultados significativos, exibindo uma classificagao

e/ou discriminagao acurada dos otélitos.

O ganho computacional alcancado sobre esse estudo permite ainda inserir carac-
teristicas topolégicas adicionais a fim de melhorar a acuricia da classificacao, levando
a resultados que apontam HP como uma metodologia atrativa e eficiente na classifica-

¢ao/discriminacao de uma amostra diversificada de otélitos, sugerindo que dois ou mais
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estoques pesqueiros possam ser estudados em uma s6 analise.

A hipétese acima, pode ser dada como possivel porque o baixo custo computacional,
aliado a uma amostra diversificada, permitiu realizar de modo rapido diversas interacoes
do algoritmo, que exibiram varios valores de classificacdo permitindo discutir sobre tais

valores a discriminacao e classificacao em relagao a divisao amostral por espécie.

Como visto na se¢do de fundamentos tedricos, a HP mensura as caracteristicas
topoldgicas por cada dimensao de homologia, nimero de componentes conectados [y,
numeros de furos unidimensionais ou furos circulares ; e ntimeros de vazios ou furos
bidimensionais (s, e essas caracteristicas sao definidas pelos nimeros de Betti (Defini¢ao

2.3.13), e as associa a um diagrama de persisténcia (Defini¢oes 2.3.15 e 4.2.3).

A partir de cada diagrama de persisténcia dos 21 ot6litos (ver Apéndice F - Figura
48(a—u)), o algoritmo calcula as entropias (Definigdo 4.2.12) associadas aquelas caracteris-
ticas topoldgicas em cada uma das dimensoes de homologia (S, 81 e f2), produzindo trés
valores de entropia, que podem ser traduzidas para coordenadas x, y e z, respectivamente.
Considerando esses valores como coordenadas, um scatter plot 3D produz a chamada
matriz de caracteristica, a qual permite avaliar qualitativamente a formacao de clusters,
correspondentes a grupos de formas. As entropias, ainda podem ser normalizadas (Definigao
4.2.13) afim de se ter outra perspectiva visual da matriz de caracteristica, fornecendo uma
possibilidade adicional para a interpretagio e distingdo dos grupos de formas (clusters).
Serao adotadas as notagoes Ex, Ex e Ez para entropias ndo normalizadas, e Ex n, Ex n,

Ez_n para entropias normalizadas.

Através das entropias, cada otdlito como nuvem de 5 mil voxels fica representado
apenas por um ponto tridimensional (Ex, Ex, Ez) ou (Ex_n, Ex_n, Ez_n) em uma matriz
de caracteristica, de onde é observar clusters que podem sugerir a classificacdo por grupos
de formas dos otélitos. A Tabela 8 apresenta os resultados das entropias normalizadas e

nao normalizadas para os dados dos 21 otolitos.

Usando box plots pode-se perceber a variabilidade das entropias, por cada dimensao
de homologia. Na Figura 33 tem-se o box plot das entropias nao normalizadas (Ex, Ey e
Ez) a direita e das normalizadas (Ex_n, Ey ne Ez n) a esquerda. O box plot da entropia
Ex referente a [y indica pouca variabilidade entre seus valores, de fato seus valores de
entropia se encontram no intervalo [12.193, 12.207], e os extremos desse intervalo sdo
referentes respectivamente aos ot6litos TO5 e AC1 (Tabela 8). As entropias normalizadas
estdao mais distribuidas, pois a mediana delas esta mais proxima do centro das caixas dos

box plots (Figura 33-direita).



Capitulo 5. Resultados e Discussoes

72

Tabela 8 — Entropias de persisténcia nao normalizadas e normalizadas para todos os

Otdlito

001
002
AS1
AS2
AS3
TA
TO1
TO2
TO3
TO4
TOb
AC1
AC2
AC3
AC4
AC5H
AC6
ACT
ACS8
HP1
HP2

dissimilares.
Entropias
nao normalizadas normalizadas
Ex Ey Ez Ex n Ex n Ez n
12.201721 10.732908 8.534182 0.753373 0.794286 0.809354
12.204502 10.737227 8.612502 0.755272 0.795194 0.816041
12.195558 10.445681 8.012833 0.792155 0.835466 0.897542
12.202679 10.560703 8.196792 0.771025 0.812242 0.851831
12.203064 10.564955 8.240434 0.777501 0.821667 0.866354
12.196943 10.545582 8.126741 0.777207 0.818078 0.847034
12.197761 10.524083 8.297888 0.780306 0.820563 0.873101
12.200754 10.588859 8.264123 0.770812 0.811872 0.859192
12.197844 10.539677 8.181661 0.771445 0.810495 0.845916
12.197562 10.575422 8.233137 0.765721 0.805858 0.841141
12.193242 10.587996 8.237134 0.769861 0.810010 0.848126
12.206948 10.749627 8.540693 0.747384 0.786743 0.794213
12.206865 10.726868 8.647546 0.738109 0.770645 0.791077
12.203569 10.733415 8.534432 0.736316 0.771396 0.782204
12.202761 10.735724 8.645976 0.734648 0.769922 0.785183
12.203657 10.771420 8.630898 0.735524 0.771670 0.782476
12.198096 10.753127 8.587861 0.739301 0.776547 0.785901
12.203291 10.739002 8.635719 0.735152 0.771065 0.783849
12.202515 10.775026 8.666321 0.732600 0.768581 0.770083
12.203016 10.748326 8.577368 0.735897 0.770496 0.774904
12.204526 10.754533 8.632251 0.731230 0.765301 0.776506

otolitos. Essas entropias, em trés coordenadas, representam cada otolito por
um Unico ponto no espago tridimensional, permitindo verificar diferenciagoes
em suas formas apenas pela observacao de clusters formados por esses pontos
em um scatter plot 3D, chamado matriz de caracteristica. Pontos préximos
referem-se a otdlitos de formas similares, pontos distantes a otélitos com formas

Os dados das entropias aplicados em uma modelo de machine learning (ML) treinam

um classificador a fim de produzir o grau de separagao quantitativa dos clusters observados

na matriz de caracteristica. O modelo aplicado é o Random Forest (Defini¢ao 4.2.14)

acoplado a um OOB score (Defini¢ao 4.2.15) que fornece o valor quantitativo do grau de

separacao dos objetos avaliadas.

A escolha do Random Forest como modelo de ML nesse problema esté apoiada na

sua robustez em trabalhar com conjuntos de dados pequenos, em nosso caso 21 otélitos.

Este modelo é menos propenso ao overfitting, além de apresentar estabilidade e resisténcia

a pequenas variacoes, assim, em conjuntos de dados pequenos, onde pequenas mudancas

podem ter um impacto significativo, o Random Forest pode fornecer resultados consistentes.
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Figura 33 — A esquerda, entropias nio normalizadas Ex, Ey e Ez, referentes as divisoes
de homologia By, 81 e B2 respectivamente. A amplitude da entropia Ex é de
apenas 0.014, o que explica a pouca variabilidade em seus valores mostrada
em seu box plot. A direita, as entropias normalizadas Ex n, Ey ne Ez n
sao referentes as divisdes de homologia [y, 51 e b5 respectivamente. Apos a
normalizacao os dados das entropias diminuiram a assimetria, uma vez que
suas medianas estao mais centralizadas nas caixas dos graficos. No geral a
maior variabilidade acontece para a entropia referente a 5, porém nao é
observado outliers em nenhum dos casos, permitindo deduzir que nenhum
otolitos teve uma classificagdo extrema relacionada a sua topologia.

A capacidade do Random Forest de construir varias arvores de decisdo e combinar
seus resultados por meio de votacdo ou média pode ser benéfica. Além disso, o Random
Forest também é conhecido por lidar melhor no manuseio de caracteristicas irrelevantes ou
ruidosas que possam aparecer em conjuntos de dados pequenos, apresentar boa capacidade
de generalizagdo para diferentes conjuntos de dados o que é crucial para que um modelo se
adapte e realize bem sua tarefa em conjuntos de dados pequenos, e por fim a possibilidade

de usa-lo em situagoes em que capacidade computacional e tempo disponivel para ajustar
modelos sao limitados (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2009; BREIMAN, 2001).

Em suma, uma matriz de caracteristica é usada para avaliacao qualitativa dos
grupos de formas, porque possibilita uma valorosa visualizacao dos dados das entropias. Um
modelo de Random Forest com uso do OOB score é usado para mensurar quantitativamente

o grau de dissimilaridade dos grupos de formas para os dois grupos de dados de entropias
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(normalizada e ndo normalizada), produzindo uma classificagdo quantitativa que pode ser
discutida sobre as duas formas das matrizes de caracteristicas. Agora sera discutido os

resultados dessas classificagoes, qualitativa e quantitativa nas duas subsec¢oes seguintes.

5.6.1 Classificacao qualitativa

Na classificacao dos otolitos a matriz de caracteristica foi desempenhadas nos dois
casos dos dados das entropias, nao normalizada (Figura 34A) e normalizada (Figura 34B),
a fim de ampliar as possibilidades de visualizagdo e discussao sobre essa classificagdo. Na
Figura 34A, nao normalizada, é evidente a observagao que os otélitos se organizaram em
dois clusters, um agrupando os otdlitos das espécies Acanthocybium solandri, Thunnus
albacares e Thunnus obesus, pontos nas cores vermelho, verde e roxo respectivamente
(cluster 1), e o outro grupo agrupando os otdlitos das espécies Opisthonema oglinum,
Acanthurus coeruleus e Haemulon plumierii, pontos nas cores azul, laranja e celeste

respectivamente (cluster 2).
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Figura 34 — (A) Matriz de caracteristica ndo normalizada. E possivel observar a formacio
de dois clusters e/ou grupos distintos, um cluster 1 formado pelos otdlitos das
espécies Acanthocybium solandri, Thunnus albacares e Thunnus obesus, e um
cluster 2 formado pelos otolitos das espécies Opisthonema oglinum, Acanthurus
coeruleus e Haemulon plumierii. No cluster 1, apenas um otolito apresentou
forma mais dissimilar dos demais, o AS1, ponto vermelho mais baixo na
matriz. (B) Matriz de caracteristica normalizada. A normalizagdo deixaram a
matriz de caracteristica normalizada com entropias mais distribuidas, como
ja previsto pela andlise dos box plots exibidos na Figura 33-direita. Os dois
otolitos de Opisthonema oglinum se posicionaram mais ao extremo do cluster
2, indicando que os otolitos dessa espécie sao os de forma mais dissimilar
dentre aqueles classificados no cluster 2.
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Os otdlitos agrupados no cluster 1 sao da mesma familia, Scombridae, sendo que
Thunnus albacares e Thunnus obesus sao do mesmo género, logo esses otolitos estarem
em um mesmo cluster indicando similaridade em suas formas é um resultado esperado e
adequado. O agrupamento dos otélitos das espécies Opisthonema oglinum, Acanthurus
coeruleus e Haemulon plumierii pelo cluster 2 é menos disperso que os otolitos agrupados
pelo o cluster 1, sugerindo que aqueles otélitos possuem maior grau de similaridade entre

si, mesmo considerando sua maior variagdo de idade (Tabela 2).

Para a matriz normalizada, Figura 34B, a separacao dos dois grupos de formas é
mais sutil que na classificacdo dada pela matriz nao normalizada, Figura 34A. Isso porque
os dois otdélitos de Opisthonema oglinum ficaram mais a extremidade de seu cluster, o
que poderia sugerir uma classificagdo em mais de 2 clusters. Esse resultado sugere que os
otélitos de Opisthonema oglinum sao os mais dissimilares dentre os das espécies agrupadas
no cluster 2. Curiosamente a classificagdo parece colocar os otélitos da amostra em torno
de uma reta, e melhor ajustada aos pontos na matriz normalizada, Figura 34B, o que
abre hipdteses para investigacoes de relacionamento dessas caracteristicas topologicas

(entropias) com varidveis do peixe. Essa discussao serd retomada na préxima Segao 5.7.

A partir das imagens tomograficas, percebe-se que otdlitos agrupados no cluster 2
possuem semelhancgas perceptiveis em suas formas (ver Figura 19B e 19C, respectivamente
Acanthurus coeruleus e Haemulon plumierii). Porém, mesmo com essas semelhangas entre
suas formas, é interessante questionar por que esses otdlitos foram classificados com
significativa similaridade de formas entre si (observe na matriz normalizada, Figura 34B,
que os otoélitos de Haemulon plumierii persistem em meio aos de Acanthurus coeruleus, ao
contrario dos otolitos de Opisthonema oglinum que apresentaram algum distanciamento),
uma vez que esses peixes nao possuem relagoes taxonomicas, assim, em teoria seria esperado

que esses otoélitos apresentassem maior dissimilaridade em sua morfologia.

Em uma investigacao por espécie, dentre aquelas discriminadas no cluster 2, o
Haemulon plumierii (grunhido-de-coragao), pertencente a familia Haemulidae, é um peixe
encontrado em recifes de coral e ambientes costeiros do Atlantico Ocidental, incluindo o
Golfo do México e o Caribe, em diregdo ao sul até o Brasil, incluindo as Antilhas (SMITH,
1997), vivendo em profundidade média de 3 - 40 m (CERVIGON, 1966). O Acanthurus
coeruleus (cirurgiao-patela-azul), familia Acanthuridae, é também encontrado no mesmo
ambiente de recifes de coral das dguas tropicais do Atlantico Ocidental, na extensao que
vai de Nova York, EUA e Bermudas até o Golfo do México incluindo o Caribe e Brasil
além da Ilha da Ascensao (MARSHELL; MUMBY, 2015), vivendo em profundidades entre
2- 50 m (QUERO et al., 1990). O Opisthonema oglinum (manjuba), pertence & Clupeidae,

sao peixes encontrados em grandes cardumes nas aguas costeiras e oceanicas do Atlantico
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Ocidental, que vao do Golfo do Maine (EUA), Bermudas, ao longo do Golfo do México,
Caribe e Indias Ocidentais ao sul até Santa Catarina, Brasil. Também pode ser encontrado
no Uruguai (NION et al., 2002) e Argentina (MENNI; RINGUELET; ARAMBURU, 1984).

Peixes dessa espécie podem ser encontrados em profundidades entre 1 - 50 m (JR, 2013).

Essas informagoes rotulam os individuos por habitat, e indicam um possivel com-
partilhamento de ambiente entre peixes das espécies agrupadas no cluster 2, porém das
trés classificadas no cluster 2, a espécie Opisthonema oglinum é que esta em um habitat
de menor interseccao das outras duas espécies, isso pode indicar o fato dessa espécie
apresentar forma mais dissimilar dentro de sua classificacdo no cluster 2. Partindo das
informacoes levantadas na teoria, desses resultados e da premissa que o ambiente induz
diferengas morfométricas nos otélitos (CADRIN, 2000; GAULDIE; CRAMPTON, 2002),
esse achado deixa uma hipdtese a ser investigada na ciéncia do otélito: a possibilidade de
peixes sem relacao taxondémica mas que compartilham habitats possuirem similaridade de

formas entre otolitos.

Avaliando a classificacdo em um modo menos geral, a matriz normalizada (Figura
34B), ajuda a perceber que os otélitos da espécie Acanthurus coeruleus, que é a mais
abundante na amostra, teve a formacao de um subcluster com seis dos oito otélitos,
referente aos otdlitos AC2 — ACT com idades entre 4 a 8 anos (Tabela 2) . Os outros
dois ficaram orbitando tal subcluster nos extremos, o AC1 (1 ano) que ficou abaixo do
subcluster e o0 AC8 (15 anos) que ficou acima do subcluster. Isso sugere que modificagoes
de forma significativas nessa espécie ocorrem apenas em grandes intervalos de idade, e que

em idades entre 4 a 8 anos modificagdes de forma podem ser pouco perceptiveis.

Os dois otoélitos de Haemulon plumierii, com idades de 8 e 14 anos, tiveram poucas
modificacdo em suas formas apesar desta diferenca em 6 anos. Isso sugere que assim
como os otélitos da espécie Acanthurus coeruleus, que apresentaram mudancas de formas
significativas para intervalos de idade de 1 — 4 e de 8 — 15 anos, eles também sofrem poucas
modificagoes de forma mesmo com intervalos relativamente longos de idade. Esse resultado
ajuda a apoiar a hipdtese levantada anteriormente de que eles podem ser semelhantes
devido ao compartilhamento de habitat. Quanto aos dois otélitos de Opisthonema oglinum,
eles tiveram poucas diferencas em suas formas, mas esse é um resultado esperado tendo

em vista que eles possuem praticamente a mesma idade de 1 ano (Tabela 2).

No cluster 1, familia Scombridae, é onde mais aparece diferencas entre as formas dos
otolitos com relagdo a menores intervalos de idade. A exemplo, na espécie Acanthocybium
solandri o otélito AS1, de 1.47 anos, foi o mais distante dentre os trés de sua espécie,

sugerindo que entre 1.47 e 2.89 anos alguma mudanga de forma ja pode ser observada.



Capitulo 5. Resultados e Discussoes 7

5.6.2 Classificacao quantitativa

Nessa classificacao a separacao dos grupos de diferentes formas é mensurada por
um nimero que representa o grau de dissimilaridade para os grupos de forma na matriz de
caracteristica. Tal valor é calculado com uso do OOB score (Definigao 4.2.15) associado

ao modelo de classificagdo Random Forest (Defini¢ao 4.2.14).

Neste estudo, observou-se que, devido a amostra ser composta por varias espécies
e com diferentes quantidades de otdlitos por espécie, o OOB score nao teve ocorréncia
Unica, ao contrario dos exemplos de teste do algoritmo encontrados na documentacao do
pacote giotto-tda, onde 1a trés grupos de formas sao intencionalmente bem definidos.
Diante dessa observacao, na expectativa de identificar padroes nos valores do OOB score,
calculados sobre os dados da imagens dos otdlitos, quatro cenarios com 10 iteracoes do
algoritmo em cada, possibilitaram observar a existéncia de uma repeticao nos valores do

OOB score calculados neste estudo.

Os quatro cendarios, foram montados de acordo com as variaveis que alimentam o
Random Forest. Dois cenarios foram construidos alimentado o modelo com as entropias
normalizadas (Definigdo 4.2.12) e nao normalizadas (Defini¢ao 4.2.13). Apds isso, além
das entropias normalizadas e nao normalizadas, as métricas topoldgicas (Wasserstein,
Bottleneck, landscape, persistente image, Heat, Silhueta e Betti — Defini¢oes de 4.2.6 a
4.2.11) foram incorporadas a alimenta¢ao do modelo, a fim de melhorar a acuracia da

classificacao, definindo os outros dois cenarios.

Para os 10 processamentos do algoritmo realizados em cada cenario, o registrado
das frequéncias dos valores do OOB score foi feito do seguinte modo: ao lado de cada
primeira ocorréncia de um score, dentro de um cenério, foi registrado sua frequéncia
absoluta (Fy), e entre parénteses sua frequéncia absoluta global (F}), esta tltima é a soma
de todas as F,s observadas. Os valores tinicos de OOB score estao destacados em negrito

em suas primeiras ocorréncias.

Ao observar os valores em negrito, pode-se perceber a ocorréncia global de apenas
sete valores de score para os 40 processamentos do modelo. Uma primeira observagao
levantada sobre esses valores de score é que eles foram iguais a alguma medida de separagao
(fragdo amostral) para a amostra dos 21 otélitos. Isso permitiu interessantes insights sobre
a interpretacdo dos scores e a entender o grau da separacao quantitativa das classes
dos otdlitos. Também serviu como uma comprovacao da precisao dos valores de scores
fornecidos pelo Random Forest, uma vez que tais valores foram iguais, em todas as casas
decimais, aos valores decimais das suas respectivas fragdes amostrais. Os cenarios montados,
as frequéncias de ocorréncia e a fracao amostral de cada valor do score estao organizadas
na Tabela 9.
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Tabela 9 — Resultados da classificacao quantitativa dos grupos de formas dos otdlitos.
Quatro cenarios foram montados com base na normalizacao das entropias e
na adicao de métricas topoldgicas. 10 iteragoes do algoritmo em cada cenario
foram processadas e os valores de OOB score(score) registrados. Em cada
cendrio, as frequéncias absolutas de cada cenério (F,) e as frequéncias absolutas
globais (F}), considerando todos os cendrios, foram registradas a cada primeira
ocorréncia de um score. Os resultados revelam a repeticao de apenas sete
valores de classificagdo no geral (negrito). Observou-se que cada score pode ser
escrito na forma de fracao e que essas fragoes correspondem a alguma divisao
de separacao ou classificacdo da amostra de estudo. A exemplo, o primeiro
valor 0.42857142857142855, que classifica a amostra com aproximadamente
43% de dissimilaridade, é o mesmo valor que 9 dividido por 21, indicando que 9
dos 21 otolitos é dissimilar dos demais da amostra, isso precisamente separa os
dois grupos de otolitos revelados pela matriz de caracteristica na classificagao
qualitativa (9 da familia scombridae, cluster 1, e os demais 12 do cluster 2).

Sem adicao de métricas topolégicas

Cenério 1 Cenario 11
Entropias ndo normalizadas Entropias Normalizadas
Fracao Fracao
OOB score F, (F,) amostral OOB score F, (F,;) amostral
1 0.42857142857142855 1 (2) 9/21 0.5714285714285714 3 (10) 12/21
2 0.47619047619047616 6 (6) 10/21 0.5714285714285714
3 0.47619047619047616 0.6666666666666666 4 (6) 14/21
4  0.5714285714285714 2 (10) 12/21 0.5238095238095238 1(8) 11/21
5 0.47619047619047616 0.6666666666666666
6  0.5714285714285714 0.42857142857142855 1(2) 9/21
7 0.47619047619047616 0.6666666666666666
8 0.5238095238095238 1(8) 11/21 0.5714285714285714
9  0.47619047619047616 0.6190476190476191 1 (5) 13/21
10 0.47619047619047616 0.6666666666666666
Com adicao de métricas topolbgicas
Cenario II1 Cenario 1V
Entropias ndo normalizadas Entropias Normalizadas
Fracao Fracao
OOB score F, (F,) amostral OOB score F, (F,) amostral
1 0.5714285714285714 4 (10) 12/21 0.7142857142857143 3 (3) 15/21
2 0.5238095238095238 6 (8) 11/21 0.6190476190476191 4 (5) 13/21
3 0.5714285714285714 0.6190476190476191
4 0.5714285714285714 0.6190476190476191
5 0.5238095238095238 0.6666666666666666 2 (6) 14/21
6 0.5238095238095238 0.5714285714285714 1 (10) 12/21
7 0.5238095238095238 0.6666666666666666
8 0.5238095238095238 0.7142857142857143
9  0.5714285714285714 0.7142857142857143
10 0.5238095238095238 0.6190476190476191

Agora sera discutido como estes sete valores de OOB score fornecem alguma medida
de separagao/classificacdo da amostra dos otdlitos em relagao as espécies, em ordem dos

valores de maior frequéncia absoluta global observada.
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Sem duvidas o score mais interessante observado é 0.5714285714285714 pois ele
possui a maior frequéncia global e esta presente em todos os quatro cenarios. Olhando para
a fragdo amostral 12/21 a qual ele corresponde, vemos que esse valor separa precisamente o
cluster 1, onde estao os otélitos da familia Scombridae, do cluster 2, o qual contém 12 otolitos
das espécies Opisthonema oglinum, Acanthurus coeruleus, e Haemulon plumierii. Esse
resultado de separacao dessas duas classes ainda ¢ fortalecido por mais duas ocorréncias do
valor 0.42857142857142855 (9/21) (posi¢ao 1 do cendrio I e 6 do cenério II), complementar

do valor de score em questao.

O valor 0.5238095238095238 (11/21) de classificagdo pode esté incorporando 2
subclusters como dissimilares, que seria os otélitos de Opisthonema oglinum, 2/21, somados
com 9/21 referente ao cluster 1 que agrupam a familia Scombridae. Com isso, o seu
complementar 10/21, 0.47619047619047616, (posicao 2 do cendrio I), consequentemente
estaria representando os otélitos das espécies Acanthurus coeruleus e Haemulon plumierii
que completam a amostra. Essa separacao pode ser visualizada a partir da matriz de
caracteristica normalizada, Figura 34B. Essa justificativa pode ser sustentada no fato dos
dois otolitos da espécie Opisthonema oglinum terem se distanciado de seu cluster 2, por
serem os mais dissimilares dentre aqueles classificados em tal cluster, e se aproximado mais

do cluster 1 (familia Scombridae) na matriz de caracteristica normalizada (Figura 34B).

O indice 0.6666666666666666, referente a 66,7% (14/21) de dissimilaridade, sugere
que o otélito AS1, por ser o mais afastado dentre os de sua espécie (ponto vermelho
mais distante observado nas duas matrizes, Figuras 34A e 34B) e TA por ser de espécie
diferente (ponto verde, Figura 34A e 34B) podem ter sido classificados fora de seu
cluster 1. Esse resultado sustenta a hipotese da classificagao ser dada pelas fragoes
12/21+1/21+1/21+7/21, uma vez que 7/21 é a fracdo complementar da classificacio em

questao e representa o grau de similaridade dos otélitos restantes no cluster 1.

O score 0.6190476190476191 (13/21) que capta 61.9% de dissimilaridade (Tabela 9:
posicoes 9 do cendrio II e posi¢ao 2 do cendrio IV) pode esté fornecendo um significativo
resultado de classificagdo/separagdo com aumento de caracteristicas topolégicas, uma vez
que seu complementar 8/21 indica apenas 8 otdlitos com maior grau de similaridade, o que
pode estar correspondendo aos 8 otélitos da espécie Acanthurus coeruleus. Isso sugere que
a adicdo de métricas topoldgicas pode melhor ajustar o modelo a ponto de capturar com
precisao a similaridade de otodlitos de mesma forma, separando-os por espécie, indicando
que um cenario como o IV pode ajudar na classificacao de otdlitos, perspectivando a

discriminacao de estoques pesqueiros.

O resultado 0.7142857142857143 referente a fracao amostral 15/21, também pode

ser melhor interpretado ao olhar para seu complementar 6/21 que diz respeito a similaridade.
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Assim este valor 6/21, no caso, estar indicando seis ot6litos como similares, a possibilidade
mais evidente, seria os seis otdlitos da espécie Acanthurus coeruleus que estdo mais
agrupados dentro do cluster 2, como pode ser visto na matriz de caracteristica nao
normalizada (Figura 34B). Esse resultado é condizente com o fato desses otélitos possuirem
pouca variacao de idade, de 4 a 8 anos (Tabela 2), sustentando a hipdtese levantada no
paragrafo anterior que o aumento de caracteristicas topologicas melhoraram a acuracia da

classificacao, e aqui, ndo s6 por espécie mas também por idade.

Discutindo a classificacdo quantitativa de modo geral, parece razoavel dizer que
os 4 cenarios estabelecidos, com 10 iteragoes em cada, sao suficientes para se alcancar
indices que revelem informacoes fiéis de classificacdo de otdlitos com base em sua forma

3D usando anélise topolégica sobre imagens 3D de otélitos de peixes.

Com a adicao das métricas topologicas junto as entropias nao normalizadas, a
classificagao se restringiu aos dois valores de score mais recorrentes, (cenario III, Tabela 9).
Esses valores parecem ser os que melhor discriminaram a amostra, pois foi um resultado
esperado com base na classificacao qualitativa (Figura 34). E, ao adicionar métricas
topolégicas aos dados das entropia normalizadas (cenario IV, Tabela 9), observou-se uma
classificacdo mais acurada dentro de uma mesma espécie, assim, essa classificagao mostrou-
se capaz de captar formas dissimilares dentro de uma mesma espécie com individuos de
idades diferentes. Sugerindo que este tltimo cenario pode ser indicado em investigagoes
com amostras de muitos otdlitos de uma mesma espécie e com idades diferentes, o que

acontece em estudos de identificagdo de estoques com base na forma do otdlito.

Ainda sobre o cenario IV, os maiores valores para o score observados, podem de
fato ser atribuidos a alimentacao do modelo com mais métricas no sentido de melhorar
a acuracia da classificacdo a nivel de separar os otélitos de mais similaridade dentre os
demais da amostra. Isso porque na matriz de caracteristica vista na Figura 34B tém-se
oito otolitos da espécie Acanthurus coeruleus mais semelhantes (mais clusterizados), entao
era esperado que essa melhora na classificagdo para os cenarios com acréscimos de métricas
topologicas capturassem o grau de similaridade daqueles otélitos, o que de fato ocorreu
com o valor de dissimilaridade 61,9% j4 discutido. Para tal considerou-se seu complementar
38,1% de similaridade, que reflete a fragdo amostral 8/21 daqueles oito otdlitos. Esses
resultados permitem declarar que o modelo Random Forest com o aumento de métricas

topologicas classificou com acuracia a amostra de otolitos deste estudo, apesar de pequena.

Viu-se que, a adi¢ao de caracteristicas topoldgicas pdde fornecer uma classificacao
precisa pela forma dos otélitos, sugerindo que esta configuragao de classificacao do cenario
IV pode ser util para classificar otélitos de uma mesma espécie em que podem existir

poucas diferencas em suas formas, podendo ser aplicada a individuos de mesma idade.
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Atribui-se o fato de se ter obtido mais de um valor na classificacdo ao fato da
amostra ter diferentes quantidades de otdlitos em diferentes espécies e espécies diferentes
com otolitos semelhantes, de uma mesma familia, além da diferenciacao de idade. No
entanto, isso nao dificultou a classificagdo, em contrario, uma amostra diversificada aliada
as informagoes a priori sobre a mesma, ajudaram a verificar a metodologia de Homologia
Persistente e validar o modelo de classificagdo Random Forest como métodos interessantes

para a classificacdo de otolitos com base em sua forma 3D.

Uma observacao sobre os resultados que ajuda a apoiar a declaracao feita no
pardgrafo anterior, é o de os sete valores tinicos de OOB score observados (considerando
todos os cendrios) possuirem média aritmética de suas fragoes igual a 12/21, que corresponde
ao valor de classificagdo com maior frequéncia, indicando que em média existe a separacao
de dois clusters, um com 12 e outro com 9 otolitos, como visto na matriz de caracteristica

mostrada na Figura 34A.

De modo geral, os resultados da classificacao quantitativa foram de acordo com as
informacoes a priori da amostra, espécies, idades e formas, que tiveram mais forca com a
percepcao de que cada valor de OOB score corresponde a alguma fragao da amostra. As
suposicoes alcangadas sobre tais resultados, por serem obtidos sobre uma amostra com
apenas 21 otolitos e ainda distribuidos em seis espécies, permitem sugerir que a Analise
Topoloégica de Dados pode ser usada como ferramenta na discriminacao de otoélitos com

amostras majiores.

Em outras palavras, a declaragao acima diz que, embora com uma amostra pequena
e diversificada, os resultados levantados pelas classificagbes qualitativa e quantitativa abre
a possibilidade para aplicar esses métodos em amostras maiores para averiguar diferencas
de formas por idade, bem como para verificar se otélitos de uma mesma espécie sao de
diferentes estoques pesqueiros. Isso porque os resultados mostraram-se consistentes com
as informagoes disponiveis a cerca da amostra, permitindo declarar que os mesmos foram

acurados como prometia a teoria do modelo de Machine learning aplicado, Random Forest.

5.7 Relacionamento entre caracteristicas topoldgicas e variaveis do
peixe

Nesta secao sera explorado os relacionamentos entre as entropias e as variaveis
do peixe idade, comprimento e radiodensidade (HU). Para tal, andlises de regressao sao
desempenhadas para as espécies que possuem pelo menos 5 individuos, que no caso sao

Thunnus obesus, 5 individuos, e Acanthurus coeruleus, 8 individuos (Tabela 1).
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5.7.1 Andlise sobre dados dos otélitos da espécie Thunnus obesus

A matriz de correlagao da Figura 35 ajuda a verificar preliminarmente o grau de
associacao entre variaveis para dados da espécie Thunnus obesus. Observa-se correlagoes
forte (0,60 < |p| < 0,79) ou muito forte (0,80 < |p| < 1) e negativas entre as entropias
normalizadas Ex_n, Ey_n e Ez_n e as varidveis, idade (-0,8), comprimento (-0,9) e HU
(-0,7), respectivamente. Uma correlagao moderada (0,40 < |p| < 0,59) é observada da
associacao entre a entropia nao normalizada Ey coma as variaveis idade, comprimento e

HU, 0,4 para cada relacao mencionada.

Para qualquer entropia, normalizada ou nao, a correlagao com as variaveis, idade,
comprimento ou HU é a mesma, diferindo apenas se a relagao é crescente ou decrescente.
Por exemplo, a correlacao entre a entropia Ex n e as variaveis idade, comprimento e HU
¢ -0,80, -0,80 e 0,80 respectivamente. E entre a entropia Ey e essas variaveis a correlagao é
0,4, 0,4 e -0,4, respectivamente.
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Figura 35 — Matriz de dispersao para dados dos otdélitos da espécie Thunnus obesus.
Na diagonal principal, estao as entropias normalizadas Ex_ n, Ey n, Ez n,
variaveis do peixe idade (Age), comprimento (Length) e radiodensidade em
unidades hounsfield (HU) e por fim as entropias nao normalizadas Ex, Ey e
Ez. A entronpia Ey_n parace ser a que melhor se relacionaou com as variaveis
do peixe, idade, comprimento e HU, -0.9, -0.9 e 0.9, respectivamente. O (-) ao
lado de alguns valores significa relagao estatisticamente nao significativa. O
(*) significa relagao significativa ao nivel de 0,05%.
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A Tabela 10 contém os resultados da andlise de regressao feita em todos os parea-
mentos das entropias com as variaveis idade, comprimento e HU. Nela ha as informacoes
do tipo de relacionamento das entropias com as varidveis, se linear ou exponencial (exp),
o p — wvalor, o coeficiente de correlacio de Spearman (p), o modelo, o R*-ajustado (R?) e
o Critério de Informagao de Akaike (AIC).

Tabela 10 — Informacoes da andlise de regressao das entropias normalizadas e ndo normali-
zadas com variaveis do peixe para a espécie Thunnus obesus. Relacionamento
das entropias normalizadas Ex n, Ey n e Ez_n e ndo normalizadas Ex, Ey e
Ez com as varidveis idade, comprimento e radiodensidade (HU), avaliado por
dois tipos de modelagem, linear e exponencial linearizada (exp). p — coeficiente
de correlaciao de Spearman. R? — R? ajustado. AIC — Critério de Informacao de
Akaike. Nesta espécie, a unica relacdo significativa pela analise de regressao foi
entre a entropia Ey_n com a variavel HU, com ambos os modelos explicando

70% dos dados de HU, o modelo exp foi preferivel por apresentar menor AIC.

Entropias normalizadas

Relacionamento com a idade

entropia

tipo p-valor  p modelo R? AIC

Ex 1 linear 0.185 -0.80 Y = 140 - 175X 0.32 18.49
exp  0.115 -0.80 log(Y) = 33 - 40X 049 1.34

Ey n linear 0.187 -0.90 Y = 145 - 172X 0.32 18.52
o exp  0.116 -0.90 log(Y) = 34 - 40X 049  1.36

By o linear 0.181 -0.70 Y =68 - 73X 0.33 18.42
exp 0.120 -0.70 log(Y) = 16 - 17X 0.48 1.42

. Relacionamento com o comprimento
entropia -

tipo  p-valor p modelo R? AIC

Ex 1 linear 0.129 -0.80 Y = 2211 - 2694X 0.45 43.92
exp  0.099 -0.80 log(Y) = 22 - 22X 0.53 -5.53

Ey n linear 0.130 -0.90 Y = 2288 - 2656X 0.45 43.92
o exp 0.099 -0.90 log(Y) =22 - 21X 0.53 -5.52

B, n linear 0.132 -0.70 Y = 1087 - 1119X 0.45 43.97
exp  0.105 -0.70 log(Y) = 13- 9X 0.52 -5.35

. Relacionamento com a radiodensidade (HU)
entropia -

tipo p-valor  p modelo R? AIC

Ex o linear 0.051 0.80 Y=-6721 4 17338X  0.69 58.34

exp 0.052  0.80 log(Y) =7+ 3X 0.69 -29.67
linear 0.049 090 Y =-7214 4 17089X  0.70  58.20
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Tabela 10 — Continuagao

exp 0.050  0.90 log(Y) =7 + 2.6X 0.69 -29.80
linear 0.059  0.70 Y =584 4+ 7115X 0.65 58.84

Ez_n
exp 0.061  0.70 log(Y) =8+ X 0.66 -29.20
Entropias nao normalizadas
) Relacionamento com a idade
entropia tipo p-valor  p modelo R?>  AIC
Fix linear 0.177 -0.70 Y = 4297 - 352X 0.34 18.36

exp 0.257  -0.70 log(Y) = 783 - 64X 0.19 3.64
linear 0.155  0.40 Y = - 344 + 33X 0.39 17.99
exp 0.128  0.40 log(Y) =-74 + 7X 0.45  1.66
5, linear 0.477 -0.60 Y =113 - 13X -0.09  20.91
exp 0.392 -0.60 log(Y) = 27 - 3X 0.00 4.7

Relacionamento com o comprimento

Ey

entropia
P tipo p-valor  p modelo R? AIC

L lmear 0237 070 Y =55327-4525X 023 45.64

exp  0.285 -0.70 log(Y) = 398 - 32X 0.14 -2.51
linear  0.134 040 Y —- 4963 1 482X 0.44  44.02
exp 0123 040  log(Y)=-35+3X 045 -4.87
lincar 0410 -0.60 Y = 1870- 211X -0.02 47.05
B2 xp 0369 060  log(Y)=19-2X 003 -185

Relacionamento com a radiodensidade (HU)

Ey

entropia
P tipo  p-valor  p modelo R? AIC

B linear 0.424 0.70 Y = - 218633 + 18470X -0.04 64.42
exp 0.418  0.70 log(Y) =-25 + 3X -0.03  -23.70
linear 0.117 -0.40 Y = 36145 - 2792X 0.48 60.92
exp 0.118 -0.40 log(Y) = 13 - 0.5X 0.48 -27.16
o linear 0.268  0.60 Y =- 5848 + 1517X 0.17  63.28
exp 0271 0.60 log(Y) =7+ 0.2X 0.17 —24.78

Ey

Diante das informacoes da Tabela 10, a escolha por um melhor modelo deve-se
basear no maior p (maior correlagdo entre as varidveis), maior R? (o que mais explica
os dados) e menor AIC (maior qualidade quanto ao ajuste do modelo aos dados). Essas
informagoes conduzem aos modelos linear Y = —7314+17089.X e ao exp log(Y) = 7+2,6X
obtidos a partir do relacionamento entre Ey n e HU, o qual a analise de regressao teve

significancia estatistica com p-valor < 0, 05.
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Dentre todos os modelos apresentados na Tabela 10, esses foram os tinicos em que
a andlise de regressao desempenhada captou significincia estatistica (p — valor < 0,05),
p—valor = 0.049 para o linear e p—valor = 0,050 para o exp. Explicando cerca de 70%
(R?) dos dados em ambos os dois casos e, apesar da forte correlagdo entre as variaveis,
p=0,9, o modelo exp mostra-se preferivel por ter apresentado AIC mais baixo, -29,78,
em relacao ao modelo linear, 58,22, sugerindo que a HU pode ser explicada pela entropia

Ey_n através de uma relagao exponencial.

Na Figura 36 tem-se a andlise grafica da regressao para entropia Ey n versus HU,
caso linear. A esquerda é possivel observar como fica a reta de regressao ajustada aos
dados, e a direita os graficos decorrentes da analise dos residuos. Quanto a analise dos
residuos (quatro graficos a direita), espera-se observar, no grafico Residuos vs Fitted,
pontos em torno de x = 0 desprovidos de padroes especificos, como requisito para que o
ajuste capte a relacao entre Ey_n e HU. Apesar de ndo parecerem seguir padrao especifico,
todos os pontos estao acima da reta x = 0, 0 que nao permite argumentar sobre a hipotese

deste grafico, deixando alguma incerteza se o ajuste captou a relagdo entre as variaveis.

Para que os resultados dos testes de significancia e intervalos de confianga associados
aos parametros do modelo sejam validos, os residuos devem ser normalmente distribuidos,
isso se confirma se o grafico Q-Q Residuals apresentar pontos em torno de sua reta. Além
dessa hipdtese ser confirmada pelo grafico, o teste de Shapiro com estatistica do teste

W =0,86592 e p—valor = 0,2503 > 0,05 confirma tal hipotese quantitativamente.

O gréfico Scale-Location diz respeito a hipdtese de homocedasticidade (varidncia
constante dos residuos), que é confirmada caso seja observado os pontos nesse grafico sem
um padrao de comportamento. Como os dados sd@o poucos, um teste de Bartlett confirma
tal hipdtese ao apresentar Bartlett’s K-squared = 1,6457, df = 1, p—valor = 0,1995 > 0,05.

O grafico Residuals vs Laverage apresenta os cortes da distdncia de Cook, a
qual avalia a influéncia de pontos individuais sobre as estimativas dos coeficientes do
modelo. Essa andlise diz que é conveniente avaliar pontos acima da linha em 0,5 e pontos
acima da linha em 1 devem ser analisados com cautela, sobre a hipotese de serem outliers.
Nesse caso, o ponto 1, acima da linha em 1, refere-se ao otélito TO1, o qual sua HU é
a unica com média na casa dos 6.800 HUs, enquanto os demais estao entre 6.500 HUs e
6.670 HUs (ver Tabela 2), logo tal observagao para o otdlito TO1 nao deve ser considerada
como um outlier e sim como uma observacao de média relativamente distante das demais.
O ponto 4, acima de 0,5, refere-se ao otdlito TO4. Esses resultados levantados para esses
dois otélitos fazem sentido, uma vez que eles sao os dois pontos mais distantes na reta de
regressao, justificando o motivo de terem sido chamados a atengdo no gréafico da distancia
de Cook.
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Figura 36 — Anélise grafica da regressao (caso linear) em dados dos otélitos da espécie
Thunnus obesus. A esquerda o grafico com a reta de regressao ajustada aos
dados. A direita graficos da andlise dos residuos: o Residuos vs Fitted
deixa incertezas quanto ao ajuste de E_ y e radiodensidade HU, ao serem
observados pontos apenas acima da reta x = 0. O grafico Q-Q Residuals
indica normalidade dos residuos devido aos pontos se concentrarem em torno
da reta do grafico. A hipdtese de homocedasticidade dos residuos é verificada
ao observar que os pontos do grafico Scale-Location nao apresentam padrao
de comportamento. A andlise grafica dos residuos é concluida com a obser-
vacao dos pontos influentes através da distancia de Cook a partir do gréafico
Residuals vs Laverage, a qual, os dois pontos acima das linhas em 0,5 e
em 1 nao sao outliers mas apenas sao as maiores HUs dos cinco otélitos da
espécie Thunnus obesus.

A Figura 37 exibe o resultado grafico da analise de regressao do relacionamento
da entropia Ey_n vs HU (caso exp). No geral observa-se uma modelo com capacidade
de explicagdo de HU relativamente préxima ao modelo linear visto anteriormente (Figura
36). O detalhe é que o AIC foi menor para este caso exp, porém ambos os p—valores estao
préximos a 0,05, apesar disso nao ser um inconveniente para o resultado, um conjunto
de dados maior ajudaria a comprovar essa associacao, o que pode resultar em uma maior
explicagao (R%*-ajustado) da varidvel resposta para além dos 70% neste caso exp. A andlise
dos residuos para o caso exponencial pode herdar a discussao ja vista no caso linear (ver

Figuras 36 e 37), uma vez que elas também tiveram resultados similares.
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Figura 37 — Anédlise grafica da regressao (caso exp) em dados dos otélitos da espécie
Thunnus obesus. A esquerda grafico com a reta de regressao ajustada aos
dados de log(HU). A direita os graficos da anélise dos residuos: o Residuos vs
Fitted revela que Ey_n se ajusta aos dados de radiodensidade HU ao serem
observados pontos abaixo e acima da reta x = 0. o grafico Q-Q Residuals
indica a normalidade dos residuos devido aos pontos se concentrarem em torno
da reta do grafico. A hipdtese de homocedasticidade dos residuos é verificada
ao observar que os pontos do grafico Scale-Location nao apresentam padrao
de comportamento. Por fim, com a observagao dos pontos influentes através
da distancia de Cook a partir do grafico Residuals vs Laverage a analise ¢
concluida. Observa-se uma analise de residuos similar ao caso linear, indicando
que os dois modelos podem explicar os dados de HU.

Em termos gerais sobre as relagoes avaliadas na Tabela 10, é provavel que outras
relagoes significativas possam aparecer sobre uma quantidade maior de dados, uma vez
que fortes correlacgoes sdo observadas. Essa andlise ainda sugere que equagoes exponenciais

devem melhor modelar tais relagoes avaliadas.

5.7.2 Andlise sobre dados dos otélitos da espécie Acanthurus coeruleus

A matriz de dispersao e correlagdo na Figura 38 traz o pareamento entre as entropias
e as variaveis do peixe idade, comprimento e HU para a espécie Acanthurus coeruleus. Para
as entropias normalizadas correlagoes forte (0,6 < |p| < 0,79 ) e muito forte (0,8 < |p| < 1)
sao observadas a partir do relacionamento de Ex n com o comprimento (-0,81) e com HU
(0,81), de Ey_n com o comprimento (-0,64) e HU (0,67), e de Ez_n com a idade (-0,61) e

com o comprimento (-0,64).

Para as entropias ndo normalizadas, é observada uma correlacao forte do relaciona-
mento de Ex com a idade (-0,71) e com HU (0,76), e de Ez com HU (-0,69). Correlagao
muito forte foi observada apenas entre Ex e o comprimento (-0,83). A entropia Ey teve

correlagao fraca ou moderada (0,2 < [p| < 0,59) em relacao as 3 varidveis avaliadas.
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Figura 38 — Matriz de dispersao e correlagao para dados dos otolitos da espécie Acanthurus
coeruleus. Na diagonal principal, estao as entropias normalizadas Ex n, Ey n,
Ez_n, varidveis do peixe idade (Age), comprimento (Length) e radiodensidade
(HU) e por fim as entropias nao normalizadas Ex, Ey e Ez. Em relacao a idade,
sdo observados relacionamentos fortes (0,6 < |p| < 0,79) com Ez n (-0,61)
e com Ex (-0,71). Em relagdo ao comprimento (Length) observa-se relagoes
fortes (0,6 < |p| < 0,79) e muito fortes (0,8 < |p| <1 ) com Ex_n (-0,81),
Ey_n (-0,64), Ez_n (-0,64) e Ex (-0,83). Dos relacionamentos com HU, a
relagao é forte com E_y (0,67), Ez (-0,69) e Ex (0,76), e muito forte com
Ex n (0,81). () correlagao estatisticamente nao significativa. (*) correlagao
significativa ao nivel de 0,05%. (**) correlagao significativa ao nivel de 0,01%.

A Tabela 11 mostra o resultado da analise de regressao entre as entropias e as
variaveis dos peixes da espécie Acanthurus coeruleus. Para essa espécie, considerando as
entropias normalizadas, mesmo com apenas 7 observagoes, todos os modelos apresentam
significAncia estatistica (p-valor < 0.05), com excecao de apenas 2 casos de relacionamento,
ambos lineares, que foram entre: Ex n vs idade e Ey_n vs idade. Ainda sobre a variavel
idade, houve casos que explicaram pelo menos 70% das observagoes: Ex_n vs idade (exp)
e Ex ne Ez n vsidade. Como esperado, os modelos mais significativos na analise sao
os que mais explicam a varidvel resposta, aqui, R? em pelo menos 80%. Casos: Ex_n vs

comprimento e Ex_n e Ey_n vs HU, tanto linear quanto exp.

Do relacionamento das entropias nao normalizadas com HU, é muito provavel
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estimar essa variavel por qualquer uma das entropias, uma vez que possuem correlagoes
de moderada (0,40 < |p| < 0,59) a muito forte (0,8 < |p| < 1) e explicam pelo menos
50% dos dados desta varidvel HU. Nesse cado as relagoes exponenciais sao as preferiveis

porque possuem menores AICs.

Ainda em relacao as entropias nao normalizadas, observa-se apenas um caso com
significancia estatistica, decorrente do relacionamento de Ez com HU. Apesar de possuir
correlagao moderada (-0,68) essa entropia s é capaz de explicar 42% da variavel HU. Isso
induz, que esse relacionamento pode ter ajuste melhorado para uma amostra maior de

otolitos dessa espécie.

Tabela 11 — Informagoes da analise de regressao das entropias normalizadas e nao norma-
lizadas com variaveis dos peixes da espécie Acanthurus coeruleus. Relaciona-
mento das entropias normalizadas Ex n, Ey n e Ez_n e nao normalizadas
Ex, Ey e Ez com as varidveis idade, comprimento e radiodensidade (HU),
avaliado por dois tipos de modelagem, linear e exponencial linearizada (exp).
p — coeficiente de correlacdo de Spearman. R? — R? ajustado. AIC — Critério

de Informacao de Akaike.

Entropias normalizadas

Relacionamento com a idade

entropia

tipo  p-valor  p modelo R? AIC
Ex 1 linear 0.068 -0.59 Y = 464 - 621X 0.36 45.74
exp 0.005 -0.59 log(Y) = 111 - 148X 0.72 12.06
Ey n linear 0.150 -0.39 Y = 313 - 397X 0.20  47.56
- exp  0.017 -0.39 log(Y) = 83 - 105X 0.58 15.28
. linear 0.003 -0.61 Y = 418 - 525X 0.76  37.62
exp  0.008 -0.61 log(Y) = 73 - 91X 0.67 13.36
) Relacionamento com o comprimento
entropia -
tipo p-valor  p modelo R?  AIC
Ex n linear 0.001 -0.81 Y = 985 - 1303X 0.84 41.38
exp  0.000 -0.81 log(Y) = 54 - 69X 0.87 -7.69
By n linear 0.006 -0.64 Y = 742 - 927X 0.69 46.57
o exp  0.002 -0.64 log(Y) = 43 - 51X 0.77 -3.31
B, linear 0.015 -0.64 Y = 588 - 719X 0.59  48.80
exp  0.032 -0.64 log(Y) = 30 - 35X 0.48  3.43
. Relacionamento com a radiodensidade (HU)
entropia

tipo p-valor  p modelo R?>  AIC
linear 0.000 0.81 Y =-43926 4+ 70273X  0.88 102.45

Ex n
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Tabela 11 — Continuagao

exp 0.000  0.81 log(Y) =3 4+ 9X 0.87 -41.38
linear 0.001  0.67 Y =-32615 + 52381X 0.81 105.96

Ey_ n
exp 0.001  0.67 log(Y) =4 4+ 6X 0.80 -37.65
B, linear 0.027 0.50 Y =-20355 + 36012X  0.51 113.69
exp 0.024 0.50 log(Y)=055+45X 053 -30.61
Entropias nao normalizadas
. Relacionamento com a idade
entropia -
tipo  p-valor p modelo R? AIC
fix linear 0.334 -0.71 Y = 7265 - 595X 0.01  49.20
exp 0.152  -0.71 log(Y) = 1887 - 154X  0.19 20.53
Ey linear 0.151  0.59 Y =- 1410 + 132X 0.20  47.58
exp 0.380  0.59  log(Y)=-167 + 16X -0.01 22.37
linear 0.117  0.46 Y = - 420 4 50X 0.25 47.01
B2 p 0071 046 log(Y) = -85+ 10X 035 18.75
) Relacionamento com o comprimento
entropia -
tipo  p-valor  p modelo R? AIC
Ex linear 0.129 -0.83 Y = 16346 - 1337X 0.23 53.93
exp 0.125 -0.83 log(Y) = 863 - 70X 0.24  6.64
By linear 0.650  0.33 Y =- 715 4+ 69X -0.12  56.95
exp 0.773  0.33 log(Y) =-21 + 2X -0.15 9.9
By linear 0.099  0.48 Y =-650+ 78 X 0.27  53.32
exp 0.105  0.48 log(Y) =-31 +4X 0.27  6.25
. Relacionamento com a radiodensidade (HU)
entropia -
tipo p-valor  p modelo R?  AIC
- linear 0.192 0.76 Y =- 753033 + 62353X 0.14 118.27
exp 0.195 0.76 log(Y) =- 84 + 8X 0.14 -25.72
linear 0.712 -0.43 Y = 39749 - 2964X -0.14  120.53
By exp 0.692 -0.43 log(Y)=13.18-04X -0.13 -23.52
By linear 0.051 -0.69 Y = 48153 - 4675X 0.41 115.26

exp  0.049 -0.69 log(Y)=13.96-0.6X 042 -28.86

Dar-se-a preferéncia a discussao da andlise grafica para o relacionamento linear e
exponencial de Ex_n vs idade. A justificativa dessa escolha, é que a varidvel idade é de
muito interesse de ser estimada em estudos de otolitos. Por outro lado, esse relacionamento
possui correlagao apenas moderada (0.4 < |p| < 0.59), util para justificar a validade do

modelo para poucos dados, além de ter apresentado um caso nao significativo (linear, com
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p-valor = 0.068) e outro significativo (exponencial, com p-valor = 0.005), sendo que eles

explicam 36 e 72% (R2-ajustado) dos dados de idade, respectivamente. Além disso o AIC

indica o exponencial como modelo que melhor se ajusta aos dados de idade.

O resultado da andlise grafica da regressdo para o caso Ex n vs idade (Age) linear,

para os otodlitos da espécie Acanthurus coeruleus, pode ser visto na Figura 39. Na figura, a

esquerda, esta o ajuste do modelo linear aos dados e, a direita, a analise dos residuos.

0.732

Residuals vs Fitted Q-Q Residuals

0.736 0.740 0.744 0.74¢ s . ; ; . ; . . . -
Ex_n o 2 4 6 8 00 02 04 06 08
Model: Y = 464 - 621 * X R"2=0.36 Fited values Loverage

Figura 39 — Andlise grafica da regressao entre as variaveis Ex_n vs Age (caso linear) em

dados dos otélitos da espécie Acanthurus coeruleus. A esquerda, grafico com
a reta de regressio ajustada aos dados. A direita, graficos da analise dos
residuos: o Residuos vs Fitted revela que Ex n capta algum ajuste aos
dados de idade (Age) ao serem observados pontos abaixo e acima da reta
x = 0. O grafico -Q Residuals indica a normalidade dos residuos devido aos
pontos se concentrarem em torno da reta diagonal deste grafico. A hipdtese
de homocedasticidade dos residuos ¢é verificada ao observar que os pontos do
grafico Scale-Location nao apresentam comportamento especifico. A partir
do grafico Residuals vs Laverage ¢é possivel observar os pontos influentes
através da distancia de Cook. Nesse grafico, dois pontos sdo chamados a
atencao sobre a possibilidade de serem observagoes extremas. O ponto 1, que
estd fora das distancias de Cook (linhas tracejadas), e 8, que estd proximo
a linha mais distante. Sabe-se, dos dados, que esses pontos sao referentes
aos otolitos AC1, de 1 ano, e o otdlito ACS8, de 15 anos, respectivamente,
dentro da espécie avaliada (Tabela 2), ou seja, sdo apenas as observacoes mais
distantes de idade dentre os individuos, e nao outiliers.

A Figura 40 mostra o resultado grafico da andlise de regressao para o caso exponen-

cial (exp) entre as veridveis Ex_n vs idade (Age). E evidente o melhor ajuste do modelo

exp (Figura 40, a esquerda) em relagao ao ajuste do modelo linear (Figura 39, & esquerda).

Quanto a andlise dos residuos, a diferenca evidente se dar no grafico das distancias de

Cook (Figura 40, a direita), onde nao revela a possibilidade de pontos extremos, o que

fortalece a justificativa deste caso exp apresentar um melhor ajuste.



Capitulo 5. Resultados e Discussoes 92

0.732

Residuals vs Fitied Q-Q Residuals

-02 00 02 04 06

Fited values
~

~ Scale-Location Residuals vs Leverage

o

0.736 0.740 0.744 0.74¢ . . . . . : - . .
Ex_n 00 0s 10 15 20 00 02 04 06 08
Model: log(Y) = 111 - 148 * X R"2=0.72 Fited vales Loverage

Figura 40 — Andlise grafica da regressao entre as varidveis Ex_n vs Age (caso exponencial

- exp) em dados dos otélitos da espécie Acanthurus coeruleus. A esquerda,
grafico com a reta de regressao ajustada aos dados, onde é possivel perceber
um ajuste melhor que no caso linear, isso ainda pode ser fortalecido pelo
R?, que praticamente dobrou a taxa de explicacio da varidvel resposta ao
experimentar o exponencial linearizado. A direita, graficos da andlise dos
residuos: Residuos vs Fitted revela que Ex n capta algum ajuste aos dados
de idade (Age) ao serem observados pontos abaixo e acima da reta z = 0; o
grafico Q-Q Residuals indica a normalidade dos residuos devido aos pontos
se concentrarem em torno da reta diagonal deste grafico. A hipdtese de
homocedasticidade dos residuos é verificada ao observar que os pontos do
grafico Scale-Location nao apresentam comportamento especifico. No gréafico
Residuals vs Laverage, referente a distancia de Cook é possivel observar
que nenhum dos pontos foram chamados a atenc¢ao sob a possibilidade de
serem considerados pontos influentes ou observacoes extremas, em contrario
ao ajuste no caso linear, exprimindo uma real possibilidade da existéncia
de determinacao de idade pela entropia Ex n, nessecitando apenas de uma
amostra maior para comprovar tal hipotese.



93

6 Conclusao

Usando amostragem probabilistica é possivel reduzir 95% dos dados de imagens
tomograficas 3D e estudar o fendomeno da variacao de densidade déssea de otdlitos, usando
Anélise Topoldgica de Dados (TDA), como se estivesse trabalhando nos dados brutos.
Tal reducdo nos dados proporciona significativo ganho computacional na aplicagao das
técnicas Mapper e Homologia Persistente da TDA. Essa possibilidade de trabalhar com
apenas 5% de resolugao das imagens para estudos de densidade, revela que os parametros
configurados no dispositivo de microtomografia computadorizada (£CT) na investigagao
de Vasconcelos-Filho et al. (2019) de fato conduziram a uma fina resolu¢do para obtengao

de imagens tomograficas.

Somente analises estatisticas, sobre imagens de uCT, podem levar um pesquisador
de otolitos a utilizar amostras menores a 5% sob o risco de perder informagcoes relevantes
sobre a densidade otolitica. Na definicao de um tamanho adequado de resolugao das
imagens, um procedimento de Validacao Topoldgica de Amostras, mostra-se interessante,
porque existem otélitos de estruturas irregulares (Acanthocybium solandri, Thunnus
albacares e Thunnus obesus) e, dependendo do tamanho e formato do otélito regides de
interesse podem nao ser incluidas na analise. Tal procedimento mostra-se 1til entao para
definir uma resolucao de imagem minima capaz de tornar todos os otdlitos de uma amostra

comparaveis ao estudar a densidade dssea de otolitos.

O algoritmo Ball Mapper (BM) configurado com o pardmetro ¢ = 100 demonstra
fornecer um resumo topologicamente fiel de imagens tomograficas de otdlitos de peixes,
que podem ser interpretados de forma simples em relacao aos aspectos combinados de
forma e densidade. Além disso, a técnica BM provou ser eficiente para identificar sujeiras e
anomalias em otélitos, bem como suporte para elimina-las, servindo também, como técnica

de pré-processamento e segmentacao para imagens 3D de pCT.

A técnica de Homologia Persistente, mesmo diante de uma amostra pequena de
otolitos, demonstra abrir possibilidades para realizar estudos de separacao de otoélitos,
uma vez que revelou qualitativamente as separacoes de classes dos otolitos presentes na
amostra estudada nesta tese, ao separar os peixes da familia scombridae dos demais. Tal
separacao pode ser confirmada por uma classificacao quantitativa usando o modelo de
Machine Learning, Random Forest, alimentado com caracteristicas topologicas extraidas a

partir de diagramas de persisténcia obtidos dos otoélitos.
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Ao aumentar a quantidade de caracteristicas topologicas que alimentaram o modelo,
a classificacdo quantitativa revelou valores que sugerem separagoes dos otélitos pela sua
forma em diferentes niveis, exibindo valores de classificacao condizentes com os individuos
da amostra, com resultados que parecem classificar os otdlitos por espécie e por idade,
indicando proeminéncia dessa técnica em estudos de classificagao pela forma do otdlito, o
que pode ser de grande utilidade para estudos de identificagdo e discriminagao de estoques

pesqueiros.

Andlises de regressao revelaram a existéncia de correlacoes de caracteristicas
topolégicas (entropias de persisténcia), extraidas dos diagramas de persisténcia obtidos
dos otolitos, com variaveis do peixe, idade, comprimento e densidade, expressando a
possibilidade de estimar essas variaveis para as espécies Thunnus obesus e Acanthurus
coeruleus tendo as entropias de persisténcia como varidveis explicativas. Tal analise
demonstrou ainda que caso exista relacoes entre essas variaveis e as entropias, é provavel
que elas sejam exponenciais. Apesar de evidéncias dos ajustes e das explicacoes das
variaveis do peixe pelas entropias serem consistentes, uma amostra maior seria util para

avaliar tais hipoteses.

Em geral, usando TDA, foram apresentadas evidéncias qualitativas (cor nos grafos
e visualizacdo da separagao de classes por matriz de caracteristica) e quantitativas (analise
estatistica ndo paramétrica, invariantes topolégicos e OOB score) de que é possivel estudar
a densidade otolitica e classificar otdlitos pela forma a baixo custo computacional a
partir de imagens de alta resolu¢ao obtidas por tomografia computadorizada. Além disso,
com caracteristicas topolégicas (entropias de persisténcia) parece possivel estimar idade,

comprimento e radiodensidade (HU) usando uma anélise de regressao linear simples.

As revelagoes desta tese abrem possibilidades para aplicagdo de amostragem proba-
bilistica em outras areas que possuam bancos de dados de alta dimensao, visto que este
estudo apresenta uma alternativa a reducao da dimensionalidade, aos estudos envolvendo
TDA, ao demonstrar ser possivel, obter ganhos computacionais extras ao reduzir a dimen-
sionalidade dos dados antes da aplicacao de técnicas da TDA. Possibilita ainda estimar
idade de peixes e a realizar classificacao de estoques pesqueiros com base na forma do

otolito para varias espécies simultaneamente.
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APENDICE A - Algoritmo usado para a

extracao dos voxels e valores de HU

library( )

library ( )

library( )

library ( )
library ( )

setwd (choose.dir ())

Imagens <- list.files(pattern = )

filename <- noquote(basename (getwd()))

Names <- tools::file_path_sans_ext (basename (Imagens))
dpi = 300

Output <- matrix(NA, ncol=4)

for (I in 1:length(Imagens)) {
Img <- ijtiff::read_tif(Imagens[I])[,,1,1]
x2 <- as.vector (Img)
A <- subset(x2, x2 < mean(subset (x2,
x2 > quantile(x2, 0.99))))
B <- subset (x2,
x2 > mean(subset(x2, x2 > quantile(x2, 0.99))))

threshold <- mean(A, na.rm = T)

+ ((mean(B, na.rm = T) - mean(A, na.rm = T))) / 2

if (threshold < 500 | is.nan(threshold)) {

next
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APENDICE A. Algoritmo usado para a extracao dos voxels e valores de HU

if (threshold > 500) A
Img2 <- ifelse(Img < threshold, NA, 1)
Img3 <- Img * Img2

Tab <- cbind(which(!is.na(Img3), arr.ind = T),

rep(I, nrow(which(!is.na(Img3), arr.ind = T))),
Img3 [which(!is.na(Img3), arr.ind = T)])

Output <- rbind (Output, Tab)

cat ( )
progress(I / length(Imagens) * 100)

if (I == length(Imagens)) {
cat ( ! )
beep ()

}

OQutput <- Output[-1,]
colnames (Output) <- c( , , , )
Nome <- tools::file_path_sans_ext(basename (getwd ()))

write.table (Output, paste("", Nome, , sep=""),

quote = F, sep = , row.names = F, col.names = T)
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APENDICE B - Matrizes de Dispersio para
Samps a 1% do otélito TO3
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Figura 41 — Matrizes de dispersao do TO3 (a) dos dados brutos e (b-d) das amostras a 1%
proveniente dos diferentes sistemas de amostragem, Strat, Syst e Simp respec-
tivamente. Independentemente do sistema de amostragem empregado (b-c),
sao observadas as mesmas distribui¢oes de probabilidade quando comparadas
com a matriz de dispersao dos dados brutos (a). Indicando que amostras a
1% podem ser representativas da Pop.
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APENDICE C - Tabela de frequéncia dos

voxels do otdélito TO3

Tabela 12 — Tabela de frequéncia mostrando a distribuicao agrupada de voxels ao longo
das fatias Z (imagens 2D) para Pop e amostras a 5% extraidas a partir dos
trés sistemas de amostragem aplicados sobre os dados da imagem do otdlito
TO3. As amostragens Strat e Syst mostraram-se equivalentes em proporgao
a Pop, o que sugere representatividade em distribuicao. A Simp apresenta
perdas de voxels ao longo das fatias Zs, o que leva a consequente perda dos
valores de densidade referentes aqueles voxels nao amostrados.

Intervalo de Pop Strat Syst Simp
classe dos Zs voxels % voxels % voxels % voxels %
0 150 56070 0,24 2801 0,24 2804 0,24 2729 0,24
50 4100 396599 1,73 19825 1,73 19830 1,73 19798 1,73
100 4 150 813022 3,54 40650 3,54 40651 3,54 40649 3,54
150 - 200 1154246 5,03 57710 5,03 57712 5,03 58001 5,06
200 - 250 1456300 6,35 72817 6,35 72815 6,35 72532 6,32
250 4 300 1726947 7,53 86348 7,53 86348 7,53 86785 7,57
300 - 350 1860257 8,11 93014 8,11 93012 8,11 93154 8,12
350 4 400 1816758 7,92 90841 7,92 90838 7,92 90798 7,91
400 - 450 1715558 7,48 85783 7,48 85778 7,48 85765 7,48
450 - 500 1635852 7,13 81792 7,13 81793 7,13 81850 7,13
500 4 550 1571408 6,85 78572 6,85 78570 6,85 78418 6,84
550 - 600 1416025 6,17 70802 6,17 70802 6,17 70791 6,17
600 - 650 1208151 5,27 60408 5,27 60407 5,27 60409 5,27
650 - 700 975671 4,25 48783 4,25 48784 4,25 48554 4,23
700 4 750 815404 3,55 40775 3,55 40770 3,95 40937 3,57
750 - 800 665208 2,90 33263 2,90 33260 2,90 33231 2,90
800 - 850 543390 2,37 27172 2,37 27170 2,37 27034 2,36
850 4 900 444606 1,94 22226 1,94 22230 1,94 22184 1,93
900 4 950 336331 1,47 16815 1,47 16817 1,47 16825 1,47
950 4 1000 341672 1,49 17082 1,49 17083 1,49 17270 1,51
1000 - 1050 330361 1,44 16522 1,44 16518 1,44 16304 1,42
1050 4 1100 358670 1,56 17936 1,56 17934 1,56 17934 1,56
1100 4 1150 363709 1,59 18181 1,58 18185 1,59 18173 1,58
1150 4 1200 323216 141 16158 1,41 16161 1,41 16077 1,40
1200 - 1250 290991 1,27 14547 1,27 14550 1,27 14617 1,27
1250 - 1300 225633 0,98 11282 0,98 11281 0,98 11271 0,98
1300 - 1350 100930 0,44 5044 0,44 5047 0,44 5059 0,44
1350 - 1400 690 0,00 34 0,00 34 0,00 35 0,00
Total 22943675 100.0 1147184 100.0 1147184 100.0 1147184 100.0
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Figura 42 — VTA para Strat a 5% do OO1 - Z=325
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Figura 44 — VTA para Strat a 5% do AC42 - Z=T75
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(a) OOL1 - Slice Z = 325 (b) TA - Slice Z = 425 (c) AC2 - Slice Z = 75 (d) HP1 - Slice Z = 625
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APENDICE E - Topologia dos otdlitos

Figura 47 — Topologia representando a densidade para os demais otolitos

(m) AC6 (n) ACT (o) HP1 (p) HP2
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APENDICE F — Homologia dos otdlitos

Figura 48 — Diagramas de persisténcia dos otdlitos

(q) AC6 (r) AC7 (s) ACS8 (t) HP1

(u) HP2
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