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Resumo

Neste trabalho é proposta uma metodologia para a resolução do problema de classi�cação.

Inspirada na Mecânica Quântica e utilizando técnicas de Inteligência Arti�cial, o método

consiste em aprimorar o poder de discriminação de dados, baseado no teorema de Cover.

Seja P um problema de classi�cação não linearmente separável, o processo proposto consiste

em incrementar a dimensão do conjunto de dados a �m de tornar o problema P em um

problema de classi�cação linearmente separável. Neste processo também é suposto que o

conjunto de dados original é um observável no mundo quântico, i.e., o conjunto de dados

original (números reais) é criado a partir de uma medida do valor esperado de um estado de

um sistema quântico (números complexos). Um Algoritmo Genético (AG) é aplicado para

buscar uma transformação inversa (T ) da medida do valor esperado, voltando do mundo

clássico para o mundo quântico, i.e., tornando números reais em números complexos, sujeito

à restrição de conservação de magnitude. E para constatar quanto à discriminação dos dados,

métodos de classi�cação como k-Nearest Neighbor (kNN), K-means e Análise Discriminante

Linear (LDA) são aplicados ao problema de classi�cação em duas condições: conjunto de

dados originais e conjunto de dados transformados com a metodologia proposta. Veri�cada a

separabilidade dos dados no mundo quântico, a técnica de Análise de Componentes Principais

(PCA) é aplicada para selecionar um conjunto mínimo de características. Uma Rede Neural

Arti�cial (RNA) é aplicada para aprender a transformação T e conduzir quaisquer novas

observações do mundo clássico para o mundo quântico (conjunto gerado a partir do PCA).

Experimentos realizados comprovam a robustez do método proposto. Tendo sido testado em

dez conjuntos de dados com diferentes carcterísticas como: natureza, cardinalidade, número de

classes, número de instâncias por classe e dimensionalidade. Dois foram gerados arti�cialmente

(Círculos concêntricos e Espirais concêntricos), sete são benchmark (Diabetes, Câncer de

mama, Iris, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast) e um conjunto de dados ainda não

disponível na literatura, o conjunto de dados de Mata Atlântica pernambucana. Por �m,

a comparação dos resultados de classi�cação é apresentada, indicando um aprimoramento

no poder de discriminação dos dados quando esta metodologia é aplicada. Com uma taxa

de reconhecimento de aproximadamente cem por cento para todos os conjuntos de dados,

tem resultados superior às demais técnicas investigadas em vários trabalhos encontrados na

literatura.
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Abstract

In this work is proposed a methodology for the solution of the Classi�cation problems.

Inspired in the quantum mechanics and using arti�cial Intelligence techniques, the method

consists in enhancement the power of data discrimination based on the Cover theorem. Let

P a non linearly separable classi�cation problem, the proposed process consists in increasing

the data dimension in order to convert the problem P into a linearly separable classi�cation

problem. In this process also is supposed that the original data are observables in the quantum

world, i.e., the original data (real number) are created from an expected value measurements

of a quantum system state (complex numbers). A Genetic Algorithm (GA) is applied for search

an inverse mapping (T ) of the expected value measurements, going back of the classical world

into the quantum world, i.e., transforming the real number into complex number, subject to

the constrainment of magnitude conservation. To check of the data discrimination, methods

of classi�cation like k-Nearest Neighbor (kNN), K-means and Linear Discriminant Analysis

(LDA) are applied to benchmark classi�cation problems in two conditions: raw data set and

transformed data set with the proposed methodology. After veri�ed the separability of data in

the quantum world, the Principal Component Analysis technique is applied to select a minimal

set of features. An Arti�cial Neural Network is applied to learn the transformation (T ) and to

lead any new observations of the classical world to the quantum world (generated by PCA).

Experiments conducted prove the robustness of the proposed method. Were tested ten data

set with features di�erent, like: size data set, number of classes, number of elements per class

and dimensionality. Two data set were generated arti�cially: Concentric circles and Concentric

spirals; seven are benchmark: Diabetes (Pima Indians Diabetes), Breast Cancer, Iris, Vertebral

Column, Seeds, Wine and Yeast; And a data set not yet presented in the literature, the data

of Atlantic Forest of Pernambuco. Finally, the comparison of the classi�cation results are

presented, indicating a enhancement in the data power discrimination when the proposed

methodology is applied. With a rate of recognition of nearly hundred percent for all data set,

has higher results of that other techniques investigated in several studies in the literature.

Key words: Classi�cation. Cover Theorem. Quantum Computing. Power Discriminant.

Intelligent Systems.
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1 Introdução

Denomina-se clusterização ao processo de agrupamento de objetos físicos ou abstratos

em classes de objetos similares. O grau de di�culdade para classi�car um conjunto de dados

em algum número de classes depende da variabilidade nos valores característicos para certos

objetos na mesma categoria, relativa à diferença entre os valores característicos para objetos

em diferentes categorias. Basicamente, dois fatores podem ter efeito sobre a variabilidade dos

valores característicos para um certo objeto: a complexidade dos dados e o ruído [1�4].

Se o conjunto de dados apresenta um baixo nível de ruído e complexidade com relações li-

nearmente independentes para as características, então a tarefa de classi�cação é um problema

linearmente separável e existe um hiperplano ótimo que conduz à uma classi�cação com taxa

de reconhecimento de 100%. Por outro lado, se o problema de classi�cação é um problema

não linearmente separável, essa taxa de reconhecimento é frequentemente impossível de ser

alcançada. Em geral busca-se determinar a probabilidade de um dado objeto pertencer a cada

uma das possíveis classes. Portanto, o problema linearmente separável é relativamente mais

simples para resolver do que um problema não linearmente separável [5, 6].

Entretanto, se o conjunto de dados é não linearmente separável e d-dimensional (cada

objeto é um vetor de padrões d-dimensional), o Teorema de Cover [7] postula que expan-

dindo a dimensionalidade do espaço de representação (espaço onde o conjunto de dados é

representado) a probabilidade assintótica de classi�cações ambíguas irá decrescer. Assim, se

esta dimensionalidade cresce o su�ciente, o problema não linearmente separável, com alta

probabilidade, pode tornar-se um problema linearmente separável.

Em geral, as técnicas de agrupamento não tem um tutor ou professor, caracterizando

um processo de aprendizagem não supervisionado. De modo que os dados são agrupados em

clusters de acordo com alguma medida de similaridade. Assim, um sistema de clusterização

pode de�nir classes (ou clusters) para um conjunto de dados usando um vetor característico.

A ideia principal é especi�car um objeto de um conjunto de dados para uma destas classes

de�nidas.
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Métodos de aprendizagem não supervisionado como o K-means [8] e supervisionado como

k-Nearest Neighbor - kNN [9] e a Análise Discriminante Linear (LDA) [1, 10] são usados

frequentemente para a tarefa de classi�cação. Algumas variações destes métodos tem sido

propostas. Prabhu e Anbazhagan [11] propuseram um método para encontrar os centróides

iniciais para tornar o K-means mais e�caz e e�ciente. Zhang e Fang [12] analisaram as

vantagens e desvantagens do K-means tradicional e elaboraram um método de fornecer um K-

means baseado no ponto inicial, além de determinar o valor de k. Huang et al [13] propuseram

um subespaço discriminativo Kmeans (DSKmeans), que integra a compacticidade intra classe

e a separação inter classe simultaneamente.

Introduzido por Gao e Gao [14] um AdaBoost [15] editado pelo kNN ponderado (EAda-

Boost) é projetado, onde AdaBoost e kNN naturalmente se complementam. Resultando em

melhorar a precisão da classi�cação e evitar superajuste. Huang et al. [16] propuseram um

método que utiliza um algoritmo kNN melhorado para resolver os con�itos de regras, denomi-

nado Classi�cação Associativa com kNN (AC-kNN). AC-kNN gera para cada instância de teste

de um conjunto de treinamento especí�co composto de instâncias cobertas pelas melhores n

regras que correspondem à instância de teste. Assim, os vizinhos mais próximos do conjunto

de treinamento especí�co não são apenas similares, são também associativos com a instância

de teste. Em [17] Panahi et al. propuseram um método híbrido formado pelos métodos Aná-

lise de componentes principais (PCA) e LDA. O objetivo é encontrar uma classi�cação bem

sucedida, rápida e de baixo custo computacional.

Metodologias de clusterização/classi�cação frequentemente são apresentadas a partir da

Inteligência Arti�cial (IA), um ramo da Ciência da Computação cujo objetivo é desenvolver

sistemas que executam funções desempenhadas pelo ser humano usando conhecimento e racio-

cínio. Estas metodologias são de grande importância e um ramo usual em algumas áreas como

mineração de dados, estatística, engenharia, ciências da computação entre outras ciências que

trabalham com análises de dados [1, 18, 19].

A IA é uma área da ciência que busca, através de técnicas inspiradas na Natureza, o

desenvolvimento de sistemas inteligentes que imitam aspectos do comportamento humano,

como o aprendizado. Por exemplo, as Redes Neurais Arti�ciais (RNAs) [20�22] são mode-

los computacionais não lineares, inspirados na estrutura e operação do cérebro humano; Os

Algoritmos Genéticos (AGs) [23] são algoritmos matemáticos inspirados nos mecanismos de

evolução natural e recombinação genética.

Um recente paradigma da computação tem atraído atenção crescente não só da área

cientí�ca, mas também da área tecnológica/industrial. A Computação Quântica (CQ), surgida
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no início da década de 80, é um domínio de pesquisa que utiliza elementos de três áreas de

conhecimento: Matemática, Física e Computação. Pesquisadores tem sido atraídos pelas

vantagens teóricas advindas da utilização de fenômenos quânticos para a representação e

o processamento de informação e sua potencialidade no uso do paralelismo quântico como

ferramenta para resolver problemas matemáticos mais e�cientemente.

Um sistema quântico é governado pela mecânica quântica [24]. A mecânica quântica é um

ramo da Física que lida com fenômenos em uma escala microscópica, onde a magnitude das

variáveis são da ordem da Constante de Planck (h = 6.626069× 10−34 J · s). Neste sentido,
a mecânica quântica é uma teoria mais fundamental do que a mecânica clássica, pois um

sistema macroscópico (sistema clássico) pode ser entendido como a composição de sistemas

microscópicos.

Em um sistema quântico [24, 25], um vetor de estado é um vetor complexo, comumente

descrito por um ket |Ψ〉, o espaço de representação quântica é um espaço de Hilbert, onde

este pode ser visto como uma expansão do espaço Euclidiano. Uma característica do sistema

quântico pode ser medida aplicando um operador especí�co ao vetor de estado. Se o valor da

característica é um número real, então esta característica é chamada de observável e pode ser

observada no mundo clássico (mundo real) [26�29].

Nos últimos anos, vários esforços tem sido aplicados no intuito de utilizar este novo pa-

radigma da computação na elaboração de estruturas da Inteligência Arti�cial, destacando-se

as Redes Neurais Quânticas [30�35]. No entanto, a inspiração quântica no ramo da IA para

problemas de classi�cação ainda é pouco explorada. Poucos resultados em torno do seu uso

são encontrados na literatura, [36�40].

Em contraste aos métodos tradicionais de classi�cação, como Análise Discriminante Li-

near (LDA) [10] e suas variações [41, 42], as redes neurais como a Kohonen SOM [43, 44],

ou outros métodos [45�47] onde a �m de controlar a taxa de reconhecimento diminui-se a

dimensionalidade do espaço característico, a metodologia proposta neste trabalho realiza um

pré processamento dos dados incrementando a dimensionalidade do espaço de representação,

similarmente ao Support Vector Machine (SVM) [48] e as funções de Kernel [49�51], para

dados não linearmente separáveis. É proposto um pré-processamento de dados baseado no

Teorema de Cover e inspirado no sistema quântico. Considerando um conjunto de dados, é

suposto que os pontos deste são medidas de alguma característica de um sistema quântico,

em particular, um observável.

O objetivo principal desta Tese está contido na proposta de um mapeamento de um con-

junto de dados para um espaço de representação de dimensionalidade superior, possivelmente,
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tornando-o linearmente separável e possibilitando facilitar a classi�cação. Com a aplicação de

técnicas inteligentes pretende-se construir esta transformação, que pode ser tratada como um

pré-processamento de dados, uma vez que qualquer método de classi�cação pode ser aplicado

posteriormente, como o K-means [8], k-Nearest Neighbor (kNN) [9] e Análise Discriminante

Linear (LDA) [10].

Este trabalho é composto por seis capítulos, organizados da seguinte forma:

Capítulo 1 - Introdução: no capítulo inicial é realizada uma pequena introdução ao pro-

blema de classi�cação, bem como é sugerida a criação de um método que possibilita uma

resolução viável deste problema.

Capítulo 2 - Métodos Clássicos Abordados e De�nições: é feita uma breve revisão de

literatura sobre os métodos clássicos abordados no trabalho. Os métodos inteligentes que virão

a contribuir no desenvolvimento da metodologia proposta (AGs e RNAs), bem como métodos

de classi�cação que tornam plausível a a�rmação de que qualquer método de classi�cação

poderá ser aplicado com um alto desempenho na classi�cação (kNN, K-means e LDA).

Capítulo 3 - Inspiração Quântica: é apresentada uma breve revisão de literatura sobre

alguns conceitos quânticos abordados. Na metodologia proposta supõe-se que os pontos de

um conjunto de dados a ser classi�cado são medidas de alguma característica de um sistema

quântico, em particular, um observável.

Capítulo 4 - Metodologia Proposta: é apresentado o método proposto para o incremento

da dimensão de um conjunto de dados, possibilitando a separabilidade de seus elementos em

classes. Bem como as técnicas usadas para obtenção do incremento da dimensionalidade e

realização do mapeamento de novos pontos no espaço de representação criado com a trans-

formação sugerida. É apresentado também o processo usado para validar a metodologia e a

descrição dos conjuntos de dados usados em sua aplicação.

Capítulo 5 - Resultados Experimentais: são apresentados os resultados da aplicação da

metodologia proposta para discriminar dados. Uma vez que métodos de classi�cação são

aplicados a conjuntos de dados usuais (originais) e posteriormente a conjuntos de dados trans-

formados, os resultados são comparados para observância do desempenho nas duas condições:

originais e transformados.

Capítulo 6 - Conclusões: são apresentadas as conclusões dos estudos realizados e dos

resultados experimentais para a resolução de problemas de classi�cação. Como também as

perspectivas de possíveis desdobramentos para trabalhos futuros que poderão contribuir na

solução de difíceis problemas de classi�cação.
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2 Métodos Clássicos Abordados e

De�nições

Uma breve revisão de literatura sobre os métodos clássicos abordados no trabalho é apre-

sentada. Os métodos inteligentes que virão a contribuir no desenvolvimento da metodologia

proposta (AGs e RNAs), bem como métodos de classi�cação que tornam plausível a a�rma-

ção de que qualquer método de classi�cação poderá ser aplicado fornecendo uma alta taxa de

reconhecimento na classi�cação (kNN, K-means e LDA).

2.1 Algoritmos Genéticos

São modelos computacionais inspirados na teoria da evolução de Charles Darwin [52]. O

Algoritmo Genético (AG) refere-se ao modelo introduzido e estudado por John Holland [23], de

modo que a maior parte da teoria existente sobre os AGs aplica-se total ou primariamente ao

modelo original. Utilizam conceitos provenientes do princípio de seleção natural para abordar

uma série ampla de problemas, em especial de busca e otimização. Robustos, genéricos e

facilmente adaptáveis, consistem de uma técnica amplamente estudada e utilizada em diversas

áreas do conhecimento.

2.1.1 Indivíduo e População

Na busca da melhor solução para o problema a ser resolvido, um AG parte de um certo

conjunto de estados iniciais que é formado por possíveis soluções para o problema. Cada uma

destas possíveis soluções é vista como sendo um indivíduo e o grupo de indivíduos, como uma

população. Através de mudanças no conjunto de soluções, o algoritmo tenta encontrar as

melhores, em analogia à evolução das espécies proposta por Darwin, indivíduos mais aptos.

O conceito de população aplica-se a um grupo de indivíduos - cada um representado por

um cromossomo - que são prováveis soluções para o mesmo problema, sendo diferentes entre

si. De modo geral, os cromossomos podem ser codi�cados utilizando uma cadeia de bits ou
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diretamente por números inteiros. No que diz respeito à codi�cação do cromossomo, deve-se

ter em mente que o mesmo deverá possuir material genético que poderá ser trocado entre

os cromossomos na reprodução, os genes. Um gene nada mais é do que uma divisão do

cromossomo, é nesse sentido que entra a cadeia de bits, na qual cada bit é um gene e o

conjunto é o cromossomo.

A aplicação de um AG é a busca em um espaço constituído de hipóteses ou candidatas à

solução. A melhor hipótese é determinada através de uma medida numérica pré-determinada,

comumente chamada função de aptidão, custo ou �tness.

2.1.2 Função de custo

A função de custo de um problema de otimização é uma função matemática construída a

partir dos parâmetros que o envolvam. Esta função gera um índice de ordenamento por aptidão

para todos os indíviduos da população, representando o grau de adaptação do indivíduo ao

problema, isto é, a qualidade de uma solução. Esta função é de extrema importância por

determinar a capacidade de um indivíduo sobreviver e se reproduzir, sendo a avaliação de seus

resultados que guia quanto à evolução para resultados melhores.

O cálculo da aptidão dá-se da seguinte forma: toma-se como entrada um indivíduo e

retorna-se um número, ou uma lista de números, que representam o desempenho do indivíduo

em relação a como o mesmo auxilia na resolução do problema, aquele que possuir o maior

valor de �tness ou o menor custo, será considerado a melhor solução.

Existe um grande número de diferentes implementações para os AGs, mas de forma geral

são variações do pseudo código ilustrado na Figura 1, um algoritmo representando um AG

genérico.

2.1.3 Seleção de Indivíduos

A função da seleção em um AG é escolher os elementos da população que participarão do

processo de reprodução, isto é, selecionar indivíduos, geralmente dois, denominados pais para

gerar indivíduos na nova população. Esta escolha deve ser feita de tal forma que os membros

da população mais adaptados ao meio ambiente, tenham maior chance de reprodução, ou

seja, aqueles que apresentam um valor de �tness mais elevado. Existem vários métodos para

selecionar os indivíduos sobre os quais serão aplicados os operadores genéticos: seleção baseada

em meta, método da amostragem estocástica (método da roleta), seleção por torneio, dentre

outras, porém o método de seleção por roleta é bastante usual [53, 54].
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Begin

𝜏 = 0 // τ – Número de iterações

Iniciar 𝐏(τ) // 𝑷(𝜏) – População para a iteração τ

Avaliar 𝑓(𝐏 τ ) // 𝑓 . – Função de custo ou fitness

while (not condições de parada) do

Begin

𝜏 = 𝜏 + 1

Selecionar dois pais 𝐩𝟏 e 𝐩𝟐 de 𝐏(τ − 1)

Gerar uma nova 𝐏(τ)

Avaliar 𝑓(𝐏 τ )

End

End

Figura 1: Procedimento padrão de um Algoritmo Genético genérico.

No método da amostragem estocástica (método da roleta) o indivíduo mais apto terá maior

chance de sobreviver. Desta forma, para uma população com N indivíduos, a probabilidade

de um indivíduo i ser selecionado é dado por

P (indi) =
f(indi)∑N
j=1 f(indj)

em que indi representa o indivíduo i e f(.) é a função de �tness.

2.1.4 Operadores Genéticos: Cruzamento e Mutação

O princípio básico dos operadores genéticos é transformar a população através de sucessivas

gerações, realizando a busca até chegar a um resultado satisfatório. Os operadores genéticos

são necessários para que a população se diversi�que e mantenha características de adaptação

adquiridas pelas gerações anteriores. O algoritmo genético descrito por David Goldberg [55]

utiliza os operadores de cruzamento e mutação. Para que a nova população seja gerada, uma

seleção é feita mantendo, ou não, alguns dos membros da população atual e gerando novos

através de cruzamento (crossover) e mutação.

O crossover é a operação mais representativa de um algoritmo genético. Ela tenta imitar

a reprodução sexuada criando novos indivíduos a partir de dois indivíduos "pais" que tem
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suas características misturadas. Trechos das características de um indivíduo são trocados pelo

trecho equivalente do outro. O resultado desta operação é um indivíduo que potencialmente

combine as melhores características dos indivíduos usados como base.

Enquanto o operador de mutação é responsável pela inserção de pequenas mudanças

aleatórias nos cromossomos dos "�lhos". Opera simplesmente modi�cando aleatoriamente

alguma característica do indivíduo sobre o qual é aplicado. Esta modi�cação é importante por

criar novos valores de características que não existiam ou apareciam em pequena quantidade na

população em análise. O operador de mutação é necessário para a introdução e manutenção

da diversidade genética da população. Desta forma, a mutação assegura que a probabilidade

de se chegar a qualquer ponto do espaço de busca possivelmente não será zero.

2.2 Análise de Componentes Principais - PCA

Análise de componentes principais (do inglês Principal Component Analysis - PCA) é uma

técnica de estatística para simpli�car um conjunto de dados. O objetivo do método é reduzir

a dimensionalidade dos dados multivariados preservando o máximo de informação possível

[56, 57]. PCA é uma transformação linear que converte os dados para um novo sistema de

coordenadas tal que o novo conjunto de variáveis - as componentes principais - são funções

das variáveis originais, não correlacionadas.

Os passos para calcular as componentes principais são:

• Obter a matriz de dados com m amostras de vetores de dimensão n;

• Calcular a matriz de covariância destes dados;

• Calcular os autovetores e autovalores da matriz de covariância.

Considere a situação em que observa-se n atributos de m exemplares de um conjunto de

dados. Os atributos observados são representados pelas variáveis X1, X2, X3, ..., Xn. A matriz

de dados é de ordem m× n e normalmente denominada de matriz X.

X =


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

...
. . .

...

xm1 xm2 · · · xmn


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A estrutura de dependência linear entre as variáveis da matriz de dados é representada pela

matriz de covariância S ou pela matriz de correlação R. Na prática, o entendimento dessa

estrutura através das variáveis X1, X2, X3, ..., Xn, pode ser uma tarefa complicada. Dessa

forma, a PCA tem como objetivo transformar essa estrutura, representada pelas variáveis

X1, X2, X3, ..., Xn, em uma outra estrutura representada pelas variáveis Y1, Y2, Y3, ..., Yn, em

que nesta última as variáveis são não correlacionadas e com variâncias ordenadas, para que

seja possível comparar os exemplares usando apenas as variáveis Yi's que apresentam maior

variância.

A partir da matriz de dados X de ordem m× n podemos fazer uma estimativa da matriz

de covariância S.

S =



V ar(x1) Cov(x1x2) Cov(x1x3) · · · Cov(x1xn)

Cov(x2x1) V ar(x2) Cov(x2x3) · · · Cov(x2xn)

Cov(x3x1) Cov(x3x2) V ar(x3) · · · Cov(x3xn)
...

...
...

. . .
...

Cov(xnx1) Cov(xnx2) Cov(xnx3) · · · V ar(xn)


Pode-se observar que a matriz S é simétrica e de ordem n × n. E deve-se atentar para

quando os atributos são observados em unidades de medidas diferentes entre si, neste caso, é

conveniente padronizar as variáveis Xi (i = 1, 2, 3, ..., n). Geralmente, a padronização é feita

com média zero e variância 1, ou com variância 1 e média qualquer. De modo que a matriz

Z das variáveis padronizadas Zj é igual a matriz de correlação da matriz de dados X.

Para determinar as componentes principais normalmente toma-se como ponto de partida

a matriz de correlação R. É importante observar que o resultado encontrado para a análise a

partir da matriz S pode ser diferente do resultado encontrado a partir da matriz R.

As componentes principais são determinadas resolvendo-se a equação característica da

matriz S ou R:

det[R− λI] = 0 ou |R− λI| = 0.

R =



1 r(x1x2) r(x1x3) · · · r(x1xn)

r(x2x1) 1 r(x2x3) · · · r(x2xn)

r(x3x1) r(x3x2) 1 · · · r(x3xn)
...

...
...

. . .
...

r(xnx1) r(xnx2) r(xnx3) · · · 1


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Se a matriz R for de posto completo igual a n, isto é, não apresentar nenhuma coluna

que seja combinação linear de outra, a equação |R − λI| = 0 terá n raízes chamadas de

autovalores ou raízes características da matriz R.

Sejam λ1, λ2, λ3, ..., λn as raízes da equação característica da matriz R ou S, então:

λ1 > λ2 > λ3 > ... > λn

Para cada autovalor λi existe um autovetor

ui =



ui1

ui2

ui3
...

uin


Sendo ui o autovetor correspondente ao autovalor λi, então a i-ésimo componente principal

é dado por:

Yi = ui1X1 + ui2X2 + ui3X3 + ...+ uinXn

As componentes principais apresentam as seguintes propriedades:

1) A variância do componente principal Yi é igual ao valor do autovalor λi:

V ar(Yi) = λi;

2) A primeira componente é o que apresenta maior variância e assim por diante:

V ar(Y1) > V ar(Y2) > V ar(Y3) > ... > V ar(Yn);

3) O total de variância das variáveis originais é igual ao somatório dos autovalores que é igual

ao total de variância dos componentes principais:∑
V ar(Xi) =

∑
λi =

∑
V ar(Yi);

4) As componentes principais não são correlacionados entre si:

Cov(Yi, Y j) = 0.

A contribuição Ci de cada componente principal Yi é expressa em porcentagem. É cal-

culada dividindo-se a variância de Yi pela variância total. A importância de uma componente
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principal é avaliada por meio de sua contribuição, isto é, pela proporção de variância total

explicada pela componente. A soma dos primeiros k autovalores representa a proporção de

informação retida na redução de n para k dimensões. Com essa informação pode-se decidir

quantas componentes usar, isto é, quantas componentes serão utilizadas para diferenciar os

m exemplares observados.

2.3 Redes Neurais Arti�ciais - RNAs

Redes Neurais Arti�ciais [20, 21] são sistemas paralelos distribuídos compostos por uni-

dades de processamento simples (nodos) que calculam determinadas funções matemáticas,

normalmente não lineares. Tais unidades são dispostas em uma ou mais camadas e interliga-

das por um grande número de conexões, geralmente unidirecionais. Na maioria dos modelos

estas conexões estão associadas a pesos, os quais armazenam o conhecimento representado

no modelo e servem para ponderar a entrada recebida por cada neurônio da rede.

O funcionamento destas redes é inspirado em uma estrutura física concebida pela natureza:

o cérebro humano, assemelhando-se em dois aspectos:

- O conhecimento é adquirido pela rede a partir de seu ambiente através de um processo de

aprendizagem;

- Forças de conexão entre neurônios, conhecidos como pesos sinápticos, são utilizadas para

armazenar o conhecimento adquirido.

O procedimento usual para realizar o processo de aprendizagem é chamado fase de apren-

dizagem. Sua função é modi�car de forma ordenada os pesos sinápticos da rede, de modo

que sejam extraídas automaticamente as características necessárias para representar a infor-

mação fornecida. A capacidade de aprender através de exemplos e de generalizar a informação

aprendida é, sem dúvida, o atrativo principal da solução de problemas através de RNAs.

Muitos tipos de modelos de RNAs têm sido propostos, dentre os quais, pode-se destacar:

As Redes Multilayer Perceptron - MLP [21, 22]; Redes Recorrentes [21]; Redes de Kohonen

[43]; Redes de Hop�eld [58]; e Redes ART [59]. No entanto, as redes MLPs são as mais

populares devido a sua praticidade, �exibilidade e e�ciência.

2.3.1 Rede Multilayer Perceptron - MLP

Redes de uma só camada, como o perceptron [60] resolvem apenas problemas linearmente

separáveis. A solução de problemas não linearmente separáveis passa pelo uso de redes com
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uma ou mais camadas intermediárias ou escondidas. Uma vez que, uma rede com uma ca-

mada intermediária pode implementar qualquer função contínua, com a utilização de duas

camadas intermediárias permite-se a aproximação de qualquer função matemática. As redes

MLPs têm sido aplicadas com sucesso em várias áreas, desempenhando tarefas como classi�-

cação/reconhecimento de padrões, controle e processamento de sinais.

Uma RNA do tipo MLP [21, 22] é constituída por um conjunto de nodos fonte, que formam

a camada de entrada, uma ou mais camadas escondidas e uma camada de saída. Exceto a

camada de entrada, todas as outras camadas são constituídas de nodos. O processamento

realizado por cada nodo é de�nido pela combinação dos processamentos realizados pelos

nodos da camada anterior que estão conectados a ele. É possível dizer que as unidades

intermediárias de uma rede MLP funcionam como detectores de características. Elas geram

uma codi�cação interna dos padrões de entrada, que é então utilizada para a de�nição da

saída da rede. Dado um número su�cientemente grande de unidades intermediárias, é possível

formar representações internas para qualquer conjunto de padrões de entrada. Se cada nodo

de uma determinada camada for conectado a todos os nodos da próxima camada, tem-se uma

rede MLP totalmente conectada, como é ilustrado na Figura 2.
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Figura 2: Rede MLP de três camadas totalmente conectadas.

Para treinar as redes com mais de uma camada, foi proposto um método que se baseia

em gradiente descendente [22]. A �m de que este método possa ser utilizado, a função de

ativação precisa ser contínua, diferenciável e preferencialmente não decrescente.

Um dos principais aspectos relacionados ao projeto de redes MLP diz respeito à função de

ativação utilizada, dado que esta deve informar os erros cometidos pela rede para as camadas

anteriores com a maior precisão possível. Desse modo, buscando superar os problemas citados,
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diversas funções de ativação têm sido propostas para redes multicamadas. As mais usuais são:

- Função Sigmóide Logística

f(x) =
1

1 + exp−λx

em que λ é um parâmetro que determina a sensibilidade da resposta da função, comumente

ajustado para 1.

- Função Tangente Hiperbólica

f(x) =
expx − exp−x

expx + exp−x

- Função Seno ou Cosseno

f(x) = sen(x) ou f(x) = cos(x)

- Função Linear

f(x) = αx+ β

Na Figura 3 são exibidos os grá�cos dessas funções.
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Figura 3: Grá�cos das funções de ativação mais comuns: (a) Função Sigmóide Logística, (b)
Função Tangente Hiperbólica, (c) Função Seno e (d) Função Linear.

Os algoritmos de aprendizagem das RNAs geralmente são do tipo supervisionado. O
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mais conhecido para treinamento destas redes é o algoritmo backpropagation [22]. A maioria

dos métodos de aprendizado para RNAs do tipo MLP utiliza variações deste algoritmo. O

backpropagation utiliza pares (entrada, saída desejada) para, por meio de um mecanismo de

correção de erros, ajustar os pesos da rede. O treinamento ocorre em duas fases, fase forward

e fase backward, em que cada fase percorre a rede em um sentido. A fase forward é utilizada

para de�nir a saída da rede para um dado padrão de entrada. A fase backward utiliza a saída

desejada e a saída fornecida pela rede para atualizar os pesos de suas conexões.

Para a concepção de uma RNA, a de�nição da arquitetura é fundamental. No projeto da

arquitetura de uma MLP os seguintes parâmetros devem ser de�nidos:

- A quantidade de entradas;

- O número de camadas escondidas da rede e o número de nodos em cada camada;

- A quantidade de saídas.

Além destes parâmetros, o tipo de conexão entre os nodos e a topologia da rede também

devem ser de�nidas. A seleção destes parâmetros depende do problema a ser resolvido. Na

maioria dos casos, a arquitetura é de�nida com base em experimentos preliminares. É interes-

sante observar que arquiteturas e topologias diferentes podem resolver o mesmo problema.

2.4 Métodos de Classi�cação

2.4.1 k-Nearest Neighbor - kNN

O k-Nearest Neighbor [1, 9] é um método de classi�cação de padrões onde o aprendizado

é baseado na analogia. O conjunto de treinamento é formado por vetores n-dimensionais e

cada elemento deste conjunto representa um ponto no espaço n-dimensional. Consiste em

atribuir uma classe a um elemento desconhecido usando a classe da maioria de seus vizinhos

mais próximos, segundo uma determinada distância no espaço de atributos.

A métrica mais utilizada no cálculo da distância entre dois pontos no kNN é a distância

Euclidiana. É calculada da seguinte forma:

Sejam X = (x1, x2, ..., xn) e Y = (y1, y2, ..., yn) dois pontos do Rn.

A distância Euclidiana entre X e Y é dada por:

d(X, Y ) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + ...+ (xn − yn)2

O método kNN apresenta-se de modo muito simples:
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Dado um conjunto X de tuplas de treinamento. Cada elemento de X é uma tupla

(x1, x2, ..., xn, c), onde c é a classe à qual pertence a tupla (x1, x2, ..., xn), e esta tupla pode

ser vista como um ponto em um espaço n-dimensional. Seja Y = (y1, y2, ..., yn) uma nova

tupla, ainda não classi�cada. A �m de classi�cá-la, calculam-se as distâncias de Y a todas

as tuplas de treinamento e consideram-se as k-tuplas de treinamento mais próximas de Y (as

que apresentam menor distância). Dentre estas k-tuplas, veri�ca-se qual a classe de padrões

aparece com mais frequência. A tupla Y será classi�cada dentro desta classe mais frequente.

O parâmetro k indica o número de vizinhos que serão usados pelo algoritmo durante a fase

de teste. Este parâmetro faz com que o algoritmo consiga uma classi�cação mais re�nada,

porém o seu valor ótimo varia de um problema para outro, sendo comum considerar k <
√
N ,

em que N é o número de tuplas do conjunto de treinamento.

Um exemplo simples de como funciona a classi�cação feita pelo algoritmo kNN é ilustrado

na Figura 4, em que é dado um padrão desconhecido xd a ser classi�cado. O kNN o classi�cará

como sendo pertencente a uma das classes de�nidas no problema. Dependendo do número

de vizinhos k, xd será classi�cado da seguinte forma: se k = 1, xd será classi�cado como

elemento da classe 2; para k = 3, xd será novamente classi�cado como elemento da classe 2;

no entanto, se k = 5, xd será classi�cado na classe 1.
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Figura 4: Classi�cação feita pelo kNN para um padrão desconhecido xd.

2.4.2 K-means

K-means [8] é um processo que particiona um conjunto de dados n-dimensional em k

subconjuntos (classes), fornecendo partições que são razoavelmente e�cientes no sentido de

variância mínima.
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Para aplicação do método K-means é oferecido o conjunto de dados X a ser particionado

e um número k, representando o número de classes que se deseja formar entre os elementos

do banco de dados.

O processo de classi�cação K-means pode ser descrito como segue:

Sejam Cj, j = 1, 2, ..., k uma partição do conjunto de dados e xi ∈ X, um exemplo

n-dimensional no conjunto de dados.

1. De�na aleatoriamente k centróides;

2. Para cada exemplo xi ∈ X e cada grupo Cj, j = 1, 2, ..., k,

Calcular a distância entre xi e o centróide de Cj;

3. Para cada exemplo xi,

Associar xi ao grupo com centróide mais próximo;

4. Para cada grupo Cj,

Recalcular o centróide;

5. Repetir os passos anteriores até que algum critério de parada seja satisfeito.

Comumente utiliza-se como critério de parada a execução de um determinado número de

iterações ou a estabilização dos centróides. Estes critérios podem ser utilizados individualmente

ou conjuntamente.

O método K-means busca minimizar a distância entre cada ponto e o centróide do grupo

ao qual pertence.

E =
k∑
j=1

∑
xi∈Cj

d(xi,mj)

em que mj é o vetor centróide do grupo Cj e d(xi,mj) é a distância Euclidiana entre xi e

mj.

Para isso, o erro quadrático deve ser minimizado. Este erro é de�nido pela equação:

E =
k∑
j=1

∑
xi∈Cj

||xi −mj||2.

De modo informal, pode-se dizer que o procedimento K-means consiste simplesmente em

começar com k grupos, cada um dos quais formado por um único ponto aleatório e, poste-

riormente adicionar cada novo ponto observado ao grupo cujo valor médio for mais próximo.

Assim, em cada iteração, as K-means são de fato as médias dos grupos que representam. Na
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Figura 5 é ilustrada a aplicação do método K-means. Para um k = 3, foram realizadas cinco

iterações, dado que da quarta para a quinta iteração houve uma estabilização do valor dos

centróides.
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(c) Terceira iteração
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(d) Quarta e quinta iterações

Figura 5: Funcionamento do método k-means para três classes (k = 3).

2.4.3 Análise Discriminante Linear - LDA

A Análise Discriminante Linear (do inglês Linear Discriminant Analysis - LDA), também

conhecida como Discriminante Linear de Fisher [10] é uma técnica comumente usada para

classi�cação e redução de dimensionalidade de dados. Busca-se encontrar uma transformação

linear através da maximização da variância entre classes e minimização da variância intra classe

em qualquer conjunto particular de dados, com isso garantindo separabilidade máxima.

LDA assemelha-se ao PCA como um processo de classi�cação e redução de dimensiona-

lidade de dados, no entanto, LDA não muda a localização dos dados, como acontece com o

PCA, apenas tenta fornecer mais separabilidade das classes, desenhando uma região de deci-

são entre elas. O método tenta encontrar a melhor direção dos eixos, de modo que quando

projetados os dados em um plano, as classes possam ser separadas.

O ponto de partida para uma Análise Discriminante é uma matrizX de dados n-dimensional

e o conhecimento do número de classes k em que se distribuem os N objetos observados (cada

objeto pertence a apenas uma classe). Busca-se determinar funções das n variáveis observadas

que melhor permitam a distinção (ou discriminação) desses subgrupos (ou classes).
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Conforme descrito em [17], para um conjunto de N objetos rotulados x1, x2, ...xN em Rn

que pertencem a k diferentes classes, a função objetivo do LDA (w∗) é obtida como segue:

w∗ = argmax
w

wTSbw

wTSww
. (2.1)

Em que:

Sb =
k∑
j=1

Nj(µj − µ)(µj − µ)T

e

Sw =
k∑
j=1

Nj∑
i=1

(xi,j − µj)(xi,j − µj)T

.

• Nj é o número de objetos na j-esima classe;

• µ é a média de todo o conjunto de dados;

• µj é a média da j-esima classe;

• xi,j é o i-esimo objeto da j-esima classe;

• Sb e Sw são as matrizes de dispersão intra-classe e entre-classes, respectivamente.

A matriz de dispersão total é de�nida por

St =
N∑
i=1

(xi − µ)(xi − µ)T .

Assim, a função objetivo do LDA, de�nida da Equação 2.1, será equivalente a:

w∗ = argmax
w

wTSbw

wTStw
.

Os w's são os autovetores correspondentes aos autovalores diferentes de zero.

Sb
St
w = λw.

Sem perda de generalidade, pode-se assumir µ = 0 (0 é o vetor nulo). Então

Sb =
k∑
j=1

Njµjµ
T
j =

k∑
j=1

XjPjX
T
j = XPXT
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em que Pj é uma matriz Nj×Nj com todos os elementos iguais a 1/Nj, Xj = [x1,j, ..., xNj ,j]

é a matriz de dados da j-esima classe, X = [X1, X2, ..., Xk] e P é a matriz N × N como

segue:

P =


P1 0 · · · 0

0 P2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Pk


Portanto, a função objetivo pode ser representada como:

w∗ = argmax
w

wTXPXTw

wTXXTw
.
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3 Inspiração Quântica

Um sistema quântico é governado pela mecânica quântica [24]. A mecânica quântica é

um ramo da Física que lida com fenômenos em uma escala microscópica, onde a magnitude

das variáveis são da ordem da Constante de Planck (h = 6.626069 × 10−34 J · s). Neste

sentido, a mecânica quântica é uma teoria mais fundamental do que a mecânica clássica, pois

um sistema macroscópico pode ser entendido como a composição de sistemas microscópicos.

Matematicamente, os estados possíveis de um sistema da mecânica quântica podem ser

representados por um vetor unitário, chamado vetor de estados e representado na notação

de Dirac por |Ψ〉. Formalmente, estes vetores de estado residem em um espaço de Hilbert

complexo [61], comumente chamado de espaço de estados do sistema quântico. Este espaço

de estado é bem de�nido como um número complexo de norma 1.

3.1 Estado Quântico

Em mecânica quântica, um estado quântico refere-se ao estado de um sistema quântico,

dado por um vetor no espaço de Hilbert, chamado vetor de estado. De modo geral, um

estado quântico pode ser puro ou misto. Matematicamente, um estado quântico puro é

representado por um vetor de estado no espaço de Hilbert sobre os números complexos, como

uma generalização do usual espaço tridimensional [62]. E pode ser gra�camente representado

na esfera de Bloch [24, 25], como mostrado na Figura 6.

Para o computador quântico [25] a base canônica do espaço é |0〉 e |1〉, onde

|Ψ〉 = α|0〉+ β|1〉,

com

|α|2 + |β|2 = 1.

O conceito matemático do espaço de Hilbert, generaliza a noção de espaço euclidiano.

Estendendo-se do plano Euclidiano bidimensional e/ou do espaço tridimensional para espaços
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Figura 6: A Espera de Bloch. |Ψ〉 = α|0〉+ β|1〉.

com qualquer número �nito ou in�nito de dimensões. Intuitivamente, o espaço de Hilbert nada

mais é do que um espaço vetorial complexo gozando da estrutura de um produto interno, ou

seja, um espaço vetorial no qual os vetores são expressos por números complexos (com um

módulo e uma fase que podem ser medidos). Uma maneira de intuir um espaço vetorial

complexo de N dimensões é imaginar um espaço euclidiano de dimensão N no qual cada

vetor tem N − 1 fases associadas, onde cada fase pode variar entre 0 e 2π.

A cada instante, um estado de um sistema quântico pode ser representado por um único

vetor no espaço de Hilbert correspondente. E pelo princípio de superposição, qualquer com-

binação linear de dois estados possíveis para um sistema quântico, também é um estado pos-

sível [63]. Dessa forma, o espaço de Hilbert fornece um meio pelo qual podemos considerar

funções como pontos pertencentes a um espaço de dimensão in�nita.

3.2 Observável Quântico

Uma medida é simplesmente uma operação física bem de�nida que, quando realizada sobre

um sistema físico, produz um único número real sem qualquer erro ou ambiguidade no sentido

de que não existe incerteza experimental associada com o número obtido. Uma medida de um

observável quântico afeta o sistema, e por isso pode ser esperado aparecer explicitamente na

teoria. Em outras palavras, não é possível medir dois operadores observáveis diferentes de um

sistema simultaneamente, a medida de um pode mudar o valor do outro.

As operações de medida geralmente afetam o sistema. Portanto, é quase impossível

predizer uma única medida com certeza absoluta. Naturalmente, esta di�culdade pode, de

alguma maneira ser resolvida pelo procedimento com um grande número de medidas em
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condições idênticas e então introduzindo a média de todos os resultados obtidos. Esta média,

chamada valor esperado de um operador observável é de�nida como segue.

O valor esperado 〈A〉 de um operador observável A em um estado Ψ(x) de um sistema

físico é de�nido por:

〈A〉 =
〈Ψ|A|Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉

.

Se o estado Ψ é normalizado, então o valor esperado é 〈A〉 = 〈Ψ|A|Ψ〉.

Na notação de Dirac [24], é possível de�nir um operador A onde a equação é válida,

A|Ψ〉 = λ|Ψ〉. (3.1)

O |Ψ〉 é um autovetor e λ é um autovalor. Em geral, λ ∈ C, mas se λ ∈ R implica que

o operador A é Hermitiano e o valor de λ pode ser medido no mundo real. No último caso,

o operador A é chamado observável e o seu valor pode ser obtido por uma medida do valor

esperado dado por,

〈Ψ|A|Ψ〉 = 〈Ψ|λ|Ψ〉 = λ〈Ψ|Ψ〉 = λ

onde toda informação sobre as fases (Figura 6: θ e ϕ) é perdida.

Um observável quântico é matematicamente representado por um operador Hermitiano

linear em um espaço de Hilbert separável de dimensão in�nita e existe um tal operador para

cada observável quântico, tais como a posição, o momento, a energia, e assim segue. Tais

operadores em mecâncica quântica são chamados operadores observáveis, e usualmente satis-

fazem as regras da teoria dos operadores no espaço de Hilbert. Assim, sendo os observáveis

quânticos, operadores no espaço de Hilbert. Entretanto, um observável em mecânica clássica

é simplesmente uma função real de variáveis conjugadas no espaço Euclidiano.

A diferença mais profunda entre as regras de dois operadores e as regras para manipulação

de observáveis clássicos é: dois observáveis A e B sempre comutam, AB = BA, mas dois

operadores observáveis A e B em geral não comutam. O comutador destes operadores é

de�nido por [A,B] = AB−BA. Assim, em geral, o comutador de dois operadores observáveis

é não nulo. Fisicamente, o valor não nulo deve ser associado com a magnitude dos distúrbios

inevitáveis entre as duas medidas de A e B em duas diferentes ordens.
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4 Metodologia Proposta

Método proposto para o incremento da dimensão de um conjunto de dados, possibilitando

a separabilidade de seus elementos em classes. Técnicas usadas para obtenção do incremento

da dimensionalidade e realização do mapeamento de novos pontos no espaço de representação

criado com a transformação. Como também o processo usado para validar a metodologia e a

descrição dos conjuntos de dados usados em sua aplicação.

A heurística aqui assume que o conjunto de dados é composto pelos valores de um obser-

vável no mundo quântico, a menos de uma constante multiplicativa. Assim, o procedimento

irá procurar por um vetor de estado |Ψ〉 onde um operador projetivo observável aplicado a este

vetor de estado gera os dados analisados.

4.1 Metodologia

Seja X = {x(d)1 , x
(d)
2 , . . . , x

(d)
N } um conjunto de dados a ser classi�cado em C classes, em

que cada x(d)j ∈ Rd. Se esta tarefa de classi�cação referir-se a um problema de classi�cação

de padrões não linearmente separável, sua solução não será trivial. De acordo com o teorema

de Cover [7], problemas assim podem ser resolvidos com uma transformação de seu espaço de

representação para um espaço de maior dimensionalidade. O teorema, em termos qualitativos,

postula que: um problema complexo de classi�cação de padrões disposto não linearmente tem

maior probabilidade de ser linearmente separável em um espaço de alta dimensão do que em

um espaço de baixa dimensionalidade.

Inspirada nesse teorema, a proposta desse processo é incrementar a dimensionalidade do

conjunto de dados. Para tanto, propõe-se uma aplicação da seguinte forma: x(d)j → z
(d)
j ,

em que z(d)j ∈ Cd. Assim, para cada x(d)j existe um par ordenado (a
(d)
j , b

(d)
j ), satisfazendo a

restrição

(x
(d)
j )2 = |z(d)j |2 = (a

(d)
j )2 + (b

(d)
j )2. (4.1)
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Além disso, zdj é associado ao estado quântico |Ψ〉 (a menos de uma constante multipli-

cativa - a fase), e existe um operador observável T que quando aplicado ao estado quântico

fornece o autovalor |z(d)j |2,
〈Ψ|T |Ψ〉 = |z(d)j |2|Ψ〉.

Para obter o par (a
(d)
j , b

(d)
j ), foi usado um algoritmo genético modi�cado proposto em

Ferreira et al [53] e descrito na próxima subseção. Com a aplicação da heurística proposta,

um padrão x
(d)
j d-dimensional no espaço real torna-se d-dimensional no espaço complexo

(x(d)j → z
(d)
j ).

Uma vez que, após medir o valor do observável toda informação sobre a fase do estado

quântico é perdida, os valores de |z(d)j |2 serão conhecidos, porém o mesmo não acontece com

as fases que os determinam. Assim, o algoritmo genético busca um par ordenado (a, b) que

determina tais parâmetros restrito à condição de maximização do poder de discriminação dos

dados. Esta situação é alcançada se,

• A variância em cada classe é minimizada;

• As distâncias entre os centróides das classes são mutuamente maximizadas.

Portanto, uma breve descrição da metodologia proposta pode ser dada por:

1. Para cada padrão x(d)j do conjunto de dados a ser classi�cado, o algoritmo genético

encontra um par ordenado (a
(d)
j , b

(d)
j ) que satisfaz à restrição (x

(d)
j )2 = |z(d)j |2 = (a

(d)
j )2+

(b
(d)
j )2, ou seja, o quadrado do padrão é tratado como sendo o quadrado do módulo de

um número complexo e uma busca do par ordenado que o determina é realizada;

2. Na etapa seguinte, a partir da função de �tness, o algoritmo genético ajusta todos os

pares (a
(d)
j , b

(d)
j ) gerando as fases que irão discriminar os dados, assim, um novo conjunto

de dados é criado com o dobro da dimensionalidade do conjunto original;

3. Uma vez gerado o novo conjunto de dados com a dimensionalidade incrementada, algum

algoritmo de classi�cação é aplicado para essa tarefa.

Seguindo essa metodologia é possível gerar uma representação no espaço dos números

complexos, ou seja, dobrar o número de dimensões do conjunto de dados com o propósito de

ter menor complexidade na tarefa de classi�cação comparada a mesma tarefa no espaço real,

como postulado no teorema de Cover.
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4.2 A transformada inversa - Algoritmo Genético

A população é composta de indivíduos, ou cromossomos, cada um representando um

possível conjunto de pares (a
(d)
j , b

(d)
j ) correspondendo ao padrão x(d)j do conjunto de dados

original. Desta forma, um indivíduo é um conjunto de N 3-tuplas como (a(d)j , b
(d)
j , kj), onde

kj é um rótulo indicando a classse do padrão x(d)j e N é o número de padrões no conjunto de

dados original.

O algoritmo genético modi�cado usado aqui foi utlizado por Ferreira et al [53]. Em

cada geração, dois cromossomos na população são selecionados para submeter-se a operações

genéticas. O processo de seleção é feito pelo método da roleta [64].

Os operadores genéticos incluem operadores de cruzamento e mutação. O operador cruza-

mento troca informação a partir de dois pais (p1 e p2). Aqui, quatro operadores de cruzamento

foram usados,

C1 =
p1 + p2

2
(4.2)

C2 = Pmax(1− w) + max(p1,p2)w (4.3)

C3 = Pmin(1− w) + min(p1,p2)w (4.4)

C4 =
(Pmax + Pmin)(1− w) + (p1 + p2)w

2
(4.5)

onde Pmax e Pmin são os vetores com os valores máximos e mínimos possíveis para cada gene

de um cromossomo, respectivamente. A função matemática max retorna o valor máximo para

cada gene de p1 e p2, e a função matemática min, o valor mínimo. w ∈ R é um peso, onde

nos experimentos foi usado o valor w = 0, 8, de�nido a partir de tentativa e erro.

Após a potencial prole ser gerada pelo operador de cruzamento, o melhor descendente é

escolhido. Se este melhor descendente é melhor do que o pior cromossomo da velha população,

então este descendente substituirá o pior cromossomo.

Os quatro novos cromossomos gerados pelo processo de cruzamento (C1, C2, C3, C4) são

clonados e seus clones submetem-se a operação de mutação, onde as características herdadas

de seus pais podem ser mudadas. Para cada descendente clonado, três novos cromossomos
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são gerados pelo operador mutação,

MCl,α = [c1l c
2
l · · · c

no_V ars
l ] + [δ1mc

1
l δ2mc

2
l · · · δno_V arsmc

no_V ars
l ] (4.6)

onde α = 1, 2, 3 é o índice de mutação, l = 1, 2, 3, 4 é o índice de descendente, δu (u =

1, 2, ..., no_V ars e no_V ars é o número de genes no cromossomo) pode tomar somente

os valores 0 ou 1, e mcul (u = 1, 2, ..., no_V ars) são números gerados aleatoriamente que

satisfazem a restrição parameterumin ≤ cul +mcul ≤ parameterumax.

A primeira operação de mutação (α = 1) é tal que apenas um δu é 1 (u sendo gerado

aleatoriamente dentro do intervalo válido) e todos os outros são igual a zero na Equação 4.6.

A segunda operação de mutação (α = 2) é obtida com todo δu igual a 1 na Equação 4.6.

Um número real é gerado aleatoriamente e comparado a um número de�nido pelo usuário

pMut ∈ [0, 1] (probabilidade de mutação aceita, aqui pMut = 0, 1, de�nida a partir de tentativa

e erro). Se o número real é menor do que pMut então o cromossomo mutado substitui o

cromossomo com menor �tness na população. Entretanto, se o número real é maior do que

pMut, então o cromossomo mutado substitui o cromossomo com o menor �tness da população

se e somente se seu �tness é maior do que o �tness do pior cromossomo na população.

Todos os indivíduos (ind) são avaliados de acordo com a função de �tness dada por,

f(ind) =

∑k
t=1

∑k
j>t

(
Z

(t)
C − Z

(j)
C

)2
1 +

∑k
g=1

∑k
v>g

√
1

nv−1
∑nv

w=1

(
Z

(g)
C − z

(v)
w

)2 (4.7)

em que Z(l)
C = 1

nl

∑nl

j=1 a
(l)
j + ıb

(l)
j é o centróide da classe l, nl é o número de elementos da

classe l, ı =
√
−1 é a constante complexa e z(l)w = a

(l)
w + ıb

(l)
w é um ponto no espaço complexo

de acordo com o w-ésimo ponto real da classe l no conjunto de dados original. O objetivo da

função de�nida na Equação 4.7 é maximizar a distância entre clusters (ou classes) e minimizar

a variância de cada cluster no espaço complexo.

4.3 A transformada - PCA

Uma vez produzido pelo Algoritmo Genético (AG) um espaço de representação 2d-dimensional

que fornece boa performance na discriminação de dados, o método PCA é aplicado no intuito

de gerar um conjunto de dados de dimensão reduzida, mas que carregue toda a informação

necessária para manter um bom desempenho nessa tarefa.
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Após aplicar o PCA ao conjunto de dados produzido pelo AG e considerando as d primeiras

dimensões, um espaço de representação d-dimensional é construído e é esperado que as classes

se tornem separáveis com alta probabilidade, como ocorre quando a dimensionalidade é maior.

Embora a ideia principal da metodologia proposta seja expandir a dimensão dos conjuntos

de dados, o número de componentes principais usada será d-dimensional no intuito de não

explodir a dimensionalidade do espaço de representação.

4.4 Mapeamento de novos pontos

Dado um novo ponto para teste, que não tenha sido apresentado ao processo de aprendi-

zagem realizado pela metodologia proposta, como podemos classi�cá-lo? Um modelo de rede

neural arti�cial multilayer perceptron (MLP) [22] é aplicado para aprender o mapeamento entre

o conjunto de dados original e o sistema quântico no novo espaço de representação complexo,

a entrada da RNA, portanto são os dados originais e a saída são os dados transformados pela

PCA.

A metodologia proposta é ilustrada na Figura 7.



28

Dados 
Originais

Dados 
Transf. (AG)

Aplicar AG Aplicar Classificador

(a) Etapa I - O Algoritmo Genético.
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(b) Etapa II - Método PCA.
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Saída 
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RNA treinada 

(c) Etapa III - Mapeamento de novos pontos com uma RNA.

Figura 7: Ilustração da metodologia proposta.
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Na Etapa I (Figura 7(a)) é aplicado um algoritmo genético que realiza a transformação dos

dados, aumentando sua dimensionalidade. A seguir, os métodos de classi�cação são aplicados

tanto aos dados originais, quanto aos dados transformados, no intuito de veri�car se de fato há

um melhor desempenho na tarefa de classi�cação quando a dimensionalidade é incrementada.

Na Etapa II (Figura 7(b)) o método PCA é aplicado a �m de reduzir os dados a partir da

combinação das variáveis geradas na etapa anterior, preservando o máximo de características.

Os métodos de classi�cação são aplicados no intuito de observar se a classi�cação é coerente

com aquela obtida quando os dados são transformados pelo AG, ou seja, se o máximo de

características é mantido.

A Etapa III (Figura 7(c)) consiste no treinamento de uma RNA, com o objetivo de mapear

um novo dado no espaço de representação criado na etapa II. De modo que para o treinamento

dessa RNA os dados originais serão o conjunto de dados de entrada e aqueles transformados

na etapa II serão o conjunto de dados de saída. A princípio, 20% do conjunto de dados são

preservados para o conjunto de teste. Tanto os dados preservados, quanto os dados de saída

do conjunto de teste gerados pela RNA, são classi�cados para constatação da ocorrência de

um mapeamento coerente.

4.5 Validação da metodologia

O conceito central das técnicas de validação cruzada é o particionamento do conjunto

de dados em subconjuntos mutuamente exclusivos, onde posteriormente alguns destes sub-

conjuntos são utilizados para treinamento do modelo, enquanto o restante dos subconjuntos

(dados de validação ou de teste) são empregados na validação.

O k-fold cross-validation [65] consiste em dividir o conjunto de dados original em k sub-

conjuntos aproximadamente do mesmo tamanho e mutuamente exclusivos. Cada subconjunto

é usado uma vez como conjunto de teste, enquanto os k − 1 restantes são utilizados para

a tarefa de treinamento, dessa maneira todos os dados são usados para treinar e testar a

metodologia.

Este processo é realizado k vezes alternando de forma circular o subconjunto de teste.

Ao �nal das k iterações calcula-se a acurácia da metodologia, de modo que a estimativa da

precisão é o número total de classi�cações corretas, dividido pelo número de exemplos no

conjunto de dados, ou seja, uma média dos acertos de cada conjunto de teste. Além disso,

a variabilidade entre estes valores também é calculada para obtenção de uma medida mais

con�ável sobre a potencialidade da metodologia proposta.
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4.6 Dados

Para testar a metodologia proposta são utilizados dez conjuntos de dados, dispostos em

duas, três e quatro classes, com diferentes dimensionalidades.

Para todos os conjuntos usados, os dados foram normalizados no intervalo [0,1] pela

seguinte equação

x(d)n =
x
(d)
j − x

(d)
min

x
(d)
max − x(d)min

(4.8)

em que x(d)j , x
(d)
min, x

(d)
max são respectivamente, o valor original do padrão dos dados, mínimo e

máximo do padrão x(d)j .

4.6.1 Dados das espécies de Mata Atlântica pernambucana

Silva et al [66], se propuseram classi�car as espécies da Mata Atlântica pernambucana em

grupos funcionais, que são formados com base nas características funcionais (morfológicas,

�siológicas e/ou funcionais) das espécies.

Entende-se por espécies com baixo investimento na construção dos tecidos, aquelas com

alta área foliar especí�ca e concentração de nutrientes, baixo teor de matéria seca e concen-

tração de cloro�la. Estas espécies são consideradas aquisitivas. Enquanto espécies com baixa

área foliar especí�ca e concentração de nutrientes, alto teor de matéria seca e concentração

de cloro�la são consideradas de alto investimento na construção dos tecidos, e denominadas

espécies conservativas [67, 68]. Entre estes dois grupos existe um contínuo de espécies que

apresentam tanto características de alto como de baixo investimento (espécies intermediárias).

Os diferentes níveis de investimento in�uenciam para que as espécies apresentem aptidão

diferenciada dependendo do ambiente em que se encontrem, direcionando a estruturação da

vegetação. Ao longo da sucessão, por exemplo, nos estágios iniciais, os �ltros ambientais

abióticos (luz, por exemplo) selecionam espécies aquisitivas fazendo com que sejam dominantes

nessas áreas, enquanto que com o avanço da sucessão os �ltros bióticos (competição, por

exemplo) atuam favorecendo a dominância de espécies conservativas [69, 70].

Em Silva et al [66] foram estudados seis fragmentos de �orestas secundárias e três de

�orestas maduras, no domínio de Floresta Ombró�la Densa de Terras Baixas, localizados na

Usina São José (USJ), no município de Igarassu, Pernambuco, Nordeste do Brasil. Foram

medidas características funcionais (altura máxima da planta, área foliar especí�ca, teor de
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matéria seca da folha (mg), concentrações de nitrogênio (N), fósforo (P) e cloro�la foliar,

densidade da madeira e forma da semente) de 64 espécies. Estas foram agrupadas em três

classes (aquisitivas, intermediárias e conservativas) através de uma análise de componentes

principais - PCA, considerando todas as características funcionais amostradas.

Neste trabalho foram consideradas apenas características foliar, as seguintes: cloro�la

foliar, área foliar especí�ca (cm2), teor de matéria seca da folha (mg) e teor de matéria úmida

(g). Para cada espécie foram coletadas folhas de cinco indivíduos (10 folhas por indivíduo),

resultando em 50 exemplares por espécie. Uma descrição sintética destes dados é apresentada

na Tabela 1.

Tabela 1: Descrição sintética do conjunto de dados de espécies da Mata Atlântica pernambu-
cana.

Dados Cardinalidade Dimensionalidade Classes
Mata Atlântica 3200 4 3

Classes Cardinalidade Espécies
Aquisitivas 700 14
Conservativas 950 19
Intermediárias 1550 31

Este conjunto de dados é de grande interesse por apresentar uma característica que di�culta

na tarefa de classi�cação, a sobreposição, como pode ser observado na Figura 8.

4.6.2 Conjuntos de dados usuais na literatura

A descrição dos demais conjuntos de dados usados para testar a metodologia proposta

é apresentada na Tabela 2, onde são mostrados a cardinalidade (número de instâncias), a

dimensionalidade d (número de atributos), o número de classes e o número de instâncias em

cada classe.

Os conjuntos de dados Diabetes (Pima Indians Diabetes), Câncer de mama, Iris, Coluna

vertebral, Sementes, Vinho e Yeast foram obtidos de UCI Machine Learning Repository [71].

Enquanto os dados de Círculos concêntricos e Espirais concêntricos foram gerados arti�ci-

almente. Para ambos os conjuntos de dados existem 750 observações, onde cada observação

é um vetor 2-dimensional, dividido em duas classes. Para os dados de Círculos concêntricos na

primeira classe existem 375 observações distribuídas aleatoriamente em um raio 0 ≤ r ≤ 0, 5,

o Círculo interno. Na segunda classe, as 375 observações foram gerados aleatoriamente em

um raio 1, 0 ≤ r ≤ 1, 5, o Círculo externo. As duas classes podem ser visualizadas na Figura

9(a). E para o conjunto de dados de Espirais concêntricos foi adotado a espiral Arquimediana
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Figura 8: Projeções no R3 do conjunto de dados de Mata Atlântica pernambucana, obtidas a
partir da combinação dos quatro atributos que o descrevem (d1 = cloro�la foliar, d2 = área
foliar especí�ca, d3 = teor de matéria seca da folha, d4 = teor de matéria úmida).

em que as coordenadas polares (r, θ) podem ser descritas pela equação r = a + bθ, com

a, b ∈ R. Onde b = 0, 5 para a Espiral interna e b = −0, 5 para o Espiral externa e a = 0 para

ambos os casos. Na Figura 9(b) as duas classes podem ser visualizadas. Para procedimentos

de classi�cação baseados na distância entre um ponto qualquer e o centróide da classe, esses

conjuntos de dados podem gerar uma classi�cação ambígua.

O conjunto Yeast (site de localização de proteínas), originalmente está dividido em dez

classes, a �m de testar a metodologia para conjuntos com quatro classes, os dados foram

organizados da seguinte forma: citoesqueleto (463 exemplos), nuclear (429), mitocondrial

(244) e demais classes (proteína de membrana, extracelular, vacuolar, peroxisomal e lúmen do

retículo endoplasmático) geraram uma classe com 348 exemplos. Oito atributos descrevem

cada exemplo nesse conjunto de dados.
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Tabela 2: Descrição sintética dos conjuntos de dados usados.
Dados Instâncias Atributos No Classes Classes Instâncias
Círculos concêntricos 750 2 2 Círculo interno 375

Círculo externo 375
Espirais concêntricos 750 2 2 Espiral interna 375

Espiral externa 375
Diabetes 768 8 2 Positivo 268

Não positivo 500
Câncer de mama 458 9 2 Benigno 458

Maligno 241
Iris 150 4 3 Setosa 50

Versicolor 50
Virgínica 50

Coluna vertebral 310 6 3 Hérnia 60
Espondilolistese 150
Normal 100

Sementes 210 7 3 Kama 70
Rosa 70
Canadian 70

Vinho 188 13 3 Cultivar 1 59
Cultivar 2 71
Cultivar 3 58

Yeast 1484 8 4 Citoesqueleto 463
Nuclear 429
Mitocondrial 244
Outras classes 348
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(b) Espirais concêntricos

Figura 9: Representação no espaço real, (a) 600 pontos distribuídos em dois Círculos concên-
tricos e (b) 600 pontos distribuídos em dois Espirais concêntricos.
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5 Resultados Experimentais

Métodos de classi�cação são aplicados a conjuntos de dados usuais (originais) e posteri-

ormente a conjuntos de dados transformados pela metodologia proposta. Os resultados são

comparados para observância do desempenho nas duas condições: originais e transformados.

5.1 Experimentos realizados

Para cada um dos dez conjuntos de dados, Círculos concêntricos, Espirais concêntricos,

Diabetes, Câncer de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast, foi

aplicada a metodologia proposta. A princípio, cada conjunto foi dividido em cinco subconjuntos

de mesmo tamanho e mutuamente exclusivos, para o processo de validação. Para este processo

foi utilizado o k-fold cross validation, com k = 5, de modo que 80% dos dados são usados

para treino e 20% para teste (validação) em cada uma das iterações. Foram realizadas duas

simulações em cada conjunto de dados, resultando em dez simulações.

Três diferentes algoritmos de classi�cação foram empregados aos dados reais (dados bru-

tos) e dados transformados com o AG (espaço complexo). Os algoritmos de classi�cação

escolhidos foram K-Nearest Neighbor (kNN) [9], K-means [8] e Análise Discriminante Linear

(LDA) [10], que são frequentemente usados para classi�cação e agrupamento de dados.

Os resultados de ambas condições, real e transformado com AG, são comparados para

veri�car se há uma melhor taxa de reconhecimento na classi�cação quando os dados têm

sido transformados. Ou seja, se com a transformação proposta diminui-se a sobreposição dos

dados, obtendo-se um aprimoramento em sua discriminação.

Para mapear um novo ponto no espaço de representação gerado pela transformação pro-

posta, é treinada uma RNA multilayer perceptron. Com o intuito de diminuir o custo deste

processo, é ralizada uma redução no conjunto de dados gerado pelo AG. Com tal �nalidade,

o método PCA é aplicado aos dados transformados, onde a ideia é usar a mesma dimensiona-

lidade dos dados originais, mas no espaço complexo.
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Aos dados gerados a partir da técnica PCA, são aplicados os métodos de classifcação e

observado se o desempenho é similar ao dos dados com dimensão incrementada. O objetivo

é avaliar se de fato foram mantidas as características necessárias para a discriminação dos

dados. E a seguir, este novo conjunto de dados será tratado como o conjunto de dados de

saída no treinamento da RNA.

Finalmente, com a RNA treinada, os dados preservados para teste são integrados, gerando

um novo conjunto de dados. A este novo conjunto de dados e aos dados originais preservados

são aplicados os métodos de classi�cação, e de acordo com o desempenho é possível dizer se

o mapeamento realizado é e�ciente para fornecer uma boa classi�cação a qualquer novo dado

que venha a ser integrado ao processo proposto.

A forma como os conjuntos de dados são particionados e a aplicação da metodologia

proposta é ilustrada na Figura 10.

100%

80% 20%

Classificadores

Classificadores

PCA

AG

RNA

RNA
Transf. 

AG

Treinamento

Treinada

Transf. 
PCA

Transf. 
PCA-RNA

Classificadores

Figura 10: Ilustração do particionamento dos conjuntos de dados e aplicação da metodologia
proposta.

5.2 Taxa de reconhecimento da transformada inversa

- AG

O primeiro método empregado para a tarefa de classi�cação foi o algoritmo kNN [1, 9].

Variações desse método apresentando resultados relevantes são econtradas na literatura. Como
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por exemplo, para o conjunto de dados de Câncer de mama, Sarkar e Leong [72] propuseram

uma variação do kNN denominado fuzzy kNN (FkNN). Foram usados metade dos dados para

treinamento e a outra metade para teste e observados valores de k entre um e quinze. Os

resulatdos apresentaram uma taxa de reconhecimento de classi�cação próxima a 99%.

Outro resultado signi�cante para estes dados é encontrado quando o método EAdaBoost é

introduzido por Gao e Gao [14]. Um AdaBoost [15] editado pelo kNN ponderado (EAdaBoost)

é projetado, onde AdaBoost e kNN naturalmente se complementam. O conjunto de treina-

mento foi formado por 2/3 dos dados e o conjunto de teste pelos dados restante. O resultado

é apresentado por uma taxa de reconhecimento em relação ao erro médio de classi�cação de

0,03562. Um outro conjunto de dados classi�cado em [14] é o de Diabetes, este apresenta

uma taxa de reconhecimento de 0,21484 em relação ao erro.

Para estes conjuntos de dados, outros resultados relevantes são obtidos com o método

AC-kNN proposto por Huang et al [16]. Este método utiliza um algoritmo kNN melhorado

para resolver os con�itos de regras, denominado Classi�cação Associativa com kNN (AC-kNN).

AC-kNN gera para cada instância de teste de um conjunto de treinamento especí�co composto

de instâncias cobertas pelas melhores n regras que correspondem à instância de teste. Assim,

os vizinhos mais próximos do conjunto de treinamento especí�co não são apenas similares, são

também associativos com a instância de teste. Para os dados de Câncer de mama, uma taxa

de reconhecimento de 95, 2%, para os dados de Diabetes o AC-kNN obteve 73, 4% de taxa de

reconhecimento e para os dados de Vinho 96, 5%.

Embora muito relevantes, os resultados citados são inferiores em taxa de reconhecimento

quando comparados aos resultados obtidos com o kNN após o método de discriminação de

dados ser aplicado, como pode ser observado a seguir. Cada um dos dez conjuntos de dados

foi particionado em dois subconjuntos: um para treinamento com 80% dos dados e um para

teste com os 20% restante. E para cada conjunto de dados foram considerados 1 ≤ k ≤
√
N

vizinhos, em que N é o tamanho do conjunto de dados de treino. Para os dados brutos,

uma vez que para cada conjunto de dados existe certa semelhança entre os resultados das dez

simulações, é escolhido um resultado para ilustrar (Figura 11) a assertividade do método kNN

para os valores admitidos de k.

Para os dados brutos dos Círculos concêntricos, o kNN forneceu 100% de classi�cação

correta com o parâmetro k ≤ 21, o mesmo ocorrendo para os dados transformados. Assim,

embora não exista diferença na taxa de reconhecimento, existe uma considerável redução de

custo na resolução do problema. Uma vez que o problema original é não linearmente separável

e depois da transformação proposta o problema torna-se, com alta probabilidade, linearmente
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Figura 11: Assertividade do método kNN para valores de k (1 ≤ k ≤
√
N) para os dados

originais de: (a) Círculos concêntricos, (b) Espirais concêntricos, (c) Diabetes, (d) Câncer de
mama, (e) Iris, (f) Mata Atlântica, (g) Coluna vertebral, (h) Sementes, (i) Vinho e (j)Yeast.

separável, como é sugerido pela Figura 12(a).

O algoritmo kNN difere em desempenho de classi�cação para diferentes valores do vizinho

k no conjunto de dados brutos de Espirais concêntricos. Para 1 6 k 6 5 apresenta taxa de

acertos aproximadamente constantes, para os valores seguintes k 6 21 a classe 2 apresenta

um decaimento em sua taxa de acertos, enquanto a classe 1 mantém-se aproximadamente
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constante. Enquanto para os dados transformados (Figura 12(b)) o algoritmo kNN também

é hábil em gerar uma taxa de classi�cação atingindo 100% de assertividade para ambas as

classes e todos os valores testados de k. Na Tabela 3 é apresentado a média de acertos para

1 6 k 6 21 com respectivo desvio padrão.
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Figura 12: Projeção sobre o R3 do espaço complexo obtido com a aplicação da metodologia,
(a) 600 pontos distribuídos em dois Círculos concêntricos e (b) 600 pontos distribuídos em
dois Espirais concêntricos.

Nos dados brutos de Diabetes são obtidos em média 87% de acertos para a classe 1 e

51% para a classe 2. Pode ser observado (Figura 11 (c)) que não existe um comportamento

de�nido de crescimento ou decrescimento nas taxas de acertos à medida que o valor de k,

1 ≤ k ≤ 23 aumenta. Embora exista essa inconstância, os valores giram em torno da média.

No entanto, quando aplicada a transformação aos dados, uma taxa de classi�cação correta

atingindo 100% é obtida para ambas as classes.

Os dados de Câncer de mama exibem em média 99% de acertos para a classe 1 e 93%

para a classe 2. Nos dados brutos a taxa de acerto da classe 2 decresce lentamente quando o

valor de 1 ≤ k ≤ 21 é incrementado. Enquanto os dados transformados fornecem classi�cação

com 100% de acerto para ambas as classes.

Para os dados brutos de Iris o kNN fornece a mesma taxa de reconhecimemto na classi-

�cação para 1 6 k 6 11 para as classes 1 e 2, com variações na classi�cação correta para

a classe 3. Consequentemente para os dados brutos de Iris, o algoritmo kNN também não

é hábil em gerar uma taxa de reconhecimemto atingindo 100%, uma vez que as classes dos

dados de Iris são sobrepostas. Mas para os dados transformados o kNN alcançou uma taxa

de reconhecimemto de 100% para o conjunto de teste.

Nos dados originais de Mata Atlântica com 1 ≤ k ≤ 45, o kNN forneceu maior taxa de

acertos para a classe 3, onde à medida que o valor de k é incrementado, aumenta o número
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de vizinhos classi�cados como pertencentes a esta classe. Enquanto para as demais classes o

percentual de acertos é 52% e 53%, o que de certo modo é esperado, devido à sobreposição

dos dados. No entanto para os dados transformados, o percentual de acertos atinge 100%

para todas as classes.

Similar aos dados de Diabetes, que não tem comportamento de�nido de crescimento ou

decrescimento enquanto o parâmetro k é incrementado, as classes 1 e 3 dos dados brutos

de Coluna vertebral apresentam taxas de acerto de 56% e 61%, respectivamente, enquanto

a classe 2 apresenta comportamento aproximadamente constante em torno do número médio

de acertos e uma taxa de 88% de classi�cação correta. E mais uma vez, para os dados

transformados a classi�cação correta de todas as classes atinge 100%.

O algoritmo kNN foi aplicado aos dados brutos de Sementes, exibindo aproximadamente

a mesma taxa de reconhecimento na classi�cação para as classes 2 e 3 para todo valor de

1 ≤ k ≤ 11 observado e variações para a classe 1. Enquanto para os dados de Sementes

transformados o kNN forneceu uma taxa de reconhecimento de 100% para todas as classes.

E para os dados brutos de Vinho o kNN, com 1 ≤ k ≤ 11, forneceu uma taxa de 100%

para as classes 1 e 3 para todo k, enquanto a classe 2 apresentou variações no número de

acertos à medida que k foi incrementado, sem um comportamento de�nido de crescimento ou

decrescimento, como pode ser observado na Figura 11(i) e na Tabela 3 a partir dos valores do

desvio padrão. No entanto para os dados transformados uma taxa de 100% de classi�cação

correta ocorre para todas as classes.

Por �m, para os dados brutos de Yeast à medida que k (1 ≤ k ≤ 31) foi incrementado,

foram observados os seguintes comportamentos nas taxas de classi�cação correta: a classe 1

cresceu pouco e inconstantemente, a classe 2 mostrou-se inconstante em torno da média, a

classe 3 apresentou um leve crescimento e a classe 4 exibiu um leve crescimento seguido por um

leve decaimento com uma aproximação de um valor constante. As quatro classes apresentam

taxa de classi�cação correta constante em 100% quando os dados tem sido transformados.

Os resultados da classi�cação com o algoritmo kNN: média e desvio para as cinco iterações

(dez simulações) realizadas para todos os conjuntos de dados estudados, são mostrados na

Tabela 3. Observando que para cada conjunto de dados não foi considerado apenas um valor

de k, mas a média dos resultados para 1 ≤ k ≤
√
N . Esse resultado também é ilustrado na

Figura 13.

O segundo método usado para classi�car os dados foi o algoritmo K-means. Muitas

variações dele são econtradas na literatura com resultados bem relevantes [11�13, 73] al-

guns, semelhantes a metodologia proposta neste trabalho, aumenta a dimensionalidade dos
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Tabela 3: Taxa de reconhecimento para o método kNN para os dados brutos e dados transfor-
mados (AG) de Círculos concêntricos, Espirais concêntricos, Diabetes, Câncer de mama, Iris,
Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast.

Dados k máximo Classe Original (%) Transf. (AG) (%)
Círculos concêntricos 21 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Espirais concêntricos 21 Classe 1 99,00 (1,33) 100,00 (0,00)
Classe 2 90,80 (1,03) 100,00 (0,00)

Diabetes 23 Classe 1 87,20 (2,25) 100,00 (0,00)
Classe 2 51,00 (1,33) 100,00 (0,00)

Câncer de mama 21 Classe 1 99,20 (1,69) 100,00 (0,00)
Classe 2 93,40 (3,37) 100,00 (0,00)

Iris 11 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 88,00 (8,34) 100,00 (0,00)
Classe 3 95,20 (6,20) 100,00 (0,00)

Mata Atlântica 45 Classe 1 52,40 (2,07) 100,00 (0,00)
Classe 2 53,40 (2,37) 100,00 (0,00)
Classe 3 71,00 (1,76) 100,00 (0,00)

Coluna vertebral 15 Classe 1 56,00 (10,75) 100,00 (0,00)
Classe 2 87,60 (4,25) 100,00 (0,00)
Classe 3 61,40 (8,81) 100,00 (0,00)

Sementes 11 Classe 1 91,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 98,20 (3,79) 100,00 (0,00)
Classe 3 94,60 (4,65) 100,00 (0,00)

Vinho 11 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 87,40 (4,65) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Yeast 31 Classe 1 66,40 (3,81) 100,00 (0,00)
Classe 2 39,40 (4,74) 100,00 (0,00)
Classe 3 61,20 (2,86) 100,00 (0,00)
Classe 4 57,00 (7,15) 100,00 (0,00)

dados [74�77]. Entretanto, com a utilização do processo proposto para discriminar os da-

dos antes de aplicar o método de classi�cação, obtém-se melhores resultados do que aqueles

encontrados na literatura.

Diversas variações do método K-means fornecem resultados de classi�cação com boa
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taxa de reconhecimento como, por exemplo, Huang et al [13] propuseram um subespaço

discriminativo Kmeans (DSKmeans), que integra a compacticidade intra classe e a separação

inter classe simultaneamente, obtendo uma taxa de reconhecimento de 90, 73% para os dados

de Iris. Com uma variação do K-means usando função de kernel, Sarma et al [77] obtiveram

uma taxa de 89, 76% também para dados de Iris. Enquanto Zhang e Fang [12] analisaram

as vantagens e desvantagens do K-means tradicional e elaboraram um método de fornecer

um K-means baseado no ponto inicial, além de determinar o valor de k. Foram obtidos com

isso uma taxa de reconhecimento de 88, 51% para dados de Iris e 74, 23% para dados de

Vinho. Também para dados de Vinho, Prabhu e Anbazhagan [11] propuseram um método

para encontrar os centróides iniciais para tornar o K-means mais e�caz e e�ciente, com isso

obtiveram uma taxa de reconhecimento de 92, 13%.

Primeiramente o método K-means foi aplicado aos dados originais. Para os dados bru-

tos de Círculos concêntricos e Espirais concêntricos, a classi�cação com o K-means forneceu

ambiguidades, como era esperado, uma vez que ambos conjuntos tem duas classes com cen-

tróides localizados no mesmo local no espaço de representação real. Além disso, conjuntos de

dados que apresentam sobreposição ou não separabilidade de classes são hábeis na geração de

resultados incoerentes, por tratar de um método de classi�cação baseado em distâncias. Isso

pode ser observado, por exemplo, nos conjuntos de dados de Iris, Sementes, Yeast que geram

resultados incorretos na classi�cação. Assim como também evidencia-se fortemente nos dados

de Mata Atlântica, resultando em baixa taxa de reconhecimento na classi�cação.

No intuito de tornar o conjunto de dados separáveis, a metodologia proposta foi aplicada

a cada um dos conjuntos de dados observados. A seguir, o algoritmo K-means foi aplicado

aos dados transformados de Círculos concêntricos, Espirais concêntricos, Diabetes, Câncer de

mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast, obtendo uma taxa

de reconhecimento de 100%, exceto para os dados de Câncer de mama, em que a classe 2

apresentou uma classi�cação média de 98% de acertos, sendo ainda melhor resultado do que

os dados brutos. Assim, foi possível observar um ganho na habilidade de discriminar dados e

uma possível separação das classes dos conjuntos de dados.

Uma vez que, para cada conjunto de dados os resultados apresentam certa semelhança

para todas as simulações realizadas, um resultado de uma das dez simulações foi escolhido

para construção das matrizes de confusão. Numa matriz de confusão os detalhes relacionados

a números de acertos e erros são visualizados com mais facilidade. No entanto, a Tabela 4

resume os resultados experimentais obtidos pelo algoritmo K-means, média e desvio padrão

para as dez simulações realizadas, para todos os conjuntos de dados nas condições: dados

brutos e dados transformados. Além disso, esse resultado também é apresentado na Figura 13.
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Matrizes de confusão para o método K-means - Dados originais e dados transformados.

Círculos concêntricos

Dados Originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 79% 21%

(236) (64)

C2 55% 45%

(166) (134)

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 100% 0%

(300)

C2 0% 100%

(300)

Espirais concêntricos

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 60% 40%

(180) (120)

C2 61% 39%

(183) (117)

Classes
Predita

C1 C2
R
ea
l

C1 100% 0%

(300)

C2 0% 100%

(300)

Diabetes

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 76% 24%

(304) (96)

C2 52% 48%

(112) (102)

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 100% 0%

(400)

C2 0% 100%

(214)

Câncer de mama

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 98% 2%

(349) (6)

C2 8% 92%

(15) (176)

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 100% 0%

(355)

C2 2% 98%

(3) (188)
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Iris

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(40)

C2 0% 95% 5%

(38) (2)

C3 0% 25% 75%

(10) (30)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(40)

C2 0% 100% 0%

(40)

C3 0% 0% 100%

(40)

Mata Atlântica

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 12% 25% 63%

(67) (138) (355)

C2 1% 72% 27%

(7) (551) (202)

C3 1% 49% 50%

(15) (610) (615)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(560)

C2 0% 100% 0%

(760)

C3 0% 0% 100%

(1240)

Coluna vertebral

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 85% 2% 13%

(41) (1) (6)

C2 8% 49% 43%

(9) (59) (52)

C3 17% 4% 79%

(14) (3) (63)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(48)

C2 0% 100% 0%

(120)

C3 0% 0% 100%

(80)
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Sementes

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 84% 0% 16%

(47) (9)

C2 11% 89% 0%

(6) (50)

C3 5% 0% 95%

(3) (53)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(56)

C2 0% 100% 0%

(56)

C3 0% 0% 100%

(56)

Vinho

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(47)

C2 0% 89% 11%

(51) (6)

C3 0% 0% 100%

(38)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(47)

C2 0% 100% 0%

(57)

C3 0% 0% 100%

(38)

Yeast

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3 C4

R
ea
l

C1 57% 24% 14% 5%

(210) (90) (51) (19)

C2 42% 47% 9% 2%

(145) (161) (29) (8)

C3 25% 6% 59% 10%

(48) (12) (115) (20)

C4 33% 3% 23% 41%

(92) (7) (65) (114)

Classes
Predita

C1 C2 C3 C4

R
ea
l

C1 100% 0% 0% 0%

(370)

C2 0% 100% 0% 0%

(343)

C3 0% 0% 100% 0%

(195)

C4 0% 0% 0% 100%

(278)

O último algoritmo empregado para classi�cação dos conjuntos de dados foi o LDA [1,

10]. Como os dez conjuntos de dados brutos são não linearmente separáveis, o LDA não é

hábil em classi�car corretamente todos os dados. No entanto, para os conjuntos de dados

transformados, o LDA forneceu uma taxa de reconhecimento de 100% para quase todos os
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conjuntos de dados. Os dados de Câncer de mama apresentam 99% de taxa de acerto para a

classe 2. Mas em geral, temos melhor desempenho do que outros métodos na literatura [17,

78]. Mais uma vez, estes resultados experimentais implicam que, com alta probabilidade, a

transformação proposta é capaz de diminuir a complexidade dos conjuntos de dados e aprimorar

o poder em discriminá-los, de modo que um problema não linearmente separável pode tornar-se

em um problema linearmente separável, com alta probabilidade.

A Tabela 4 resume os resultados do algoritmo LDA para os conjuntos de dados brutos

e transformados. Bem como, esse resultado também é ilustrado na Figura 13. Além disso,

para cada conjunto de dados foram geradas matrizes de confusão para os resultados obtidos

de dados reais e transformados. Como em cada conjunto de dados os resultados apresentam

certa semelhança para todas as simulações realizadas, um resultado de uma das dez simulações

foi escolhido para construção das matrizes de confusão.

Matrizes de confusão para o método LDA - Dados originais e dados transformados.
Círculos concêntricos

Dados Originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 59% 41%

(177) (123)

C2 50% 50%

(149) (151)

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 100% 0%

(300)

C2 0% 100%

(300)

Espirais concêntricos

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 57% 43%

(170) (130)

C2 51% 49%

(154) (146)

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 100% 0%

(300)

C2 0% 100%

(300)
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Diabetes

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 80% 20%

(321) (79)

C2 27% 73%

(57) (157)

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 100% 0%

(400)

C2 0% 100%

(214)

Câncer de mama

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2

R
ea
l

C1 98% 2%

(349) (6)

C2 7% 93%

(14) (177)

Classes
Predita

C1 C2
R
ea
l

C1 100% 0%

(355)

C2 1% 99%

(2) (189)

Iris

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(40)

C2 0% 97% 3%

(39) (1)

C3 0% 3% 97%

(1) (39)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(40)

C2 0% 100% 0%

(40)

C3 0% 0% 100%

(40)

Mata Atlântica

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 55% 13% 32%

(306) (72) (182)

C2 3% 64% 33%

(22) (486) (252)

C3 20% 35% 45%

(243) (433) (564)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(560)

C2 0% 100% 0%

(760)

C3 0% 0% 100%

(1240)
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Coluna vertebral

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 83% 0% 17%

(40) (8)

C2 2% 89% 9%

(2) (107) (11)

C3 15% 3% 82%

(12) (2) (66)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(48)

C2 0% 100% 0%

(120)

C3 0% 0% 100%

(80)

Sementes

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 96% 0% 4%

(54) (2)

C2 0% 100% 0%

(56)

C3 5% 0% 95%

(3) (53)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(56)

C2 0% 100% 0%

(56)

C3 0% 0% 100%

(56)

Vinho

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(47)

C2 0% 100% 0%

(57)

C3 0% 0% 100%

(38)

Classes
Predita

C1 C2 C3

R
ea
l

C1 100% 0% 0%

(47)

C2 0% 100% 0%

(57)

C3 0% 0% 100%

(38)
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Yeast

Dados originais Dados transformados

Classes
Predita

C1 C2 C3 C4

R
ea
l

C1 64% 16% 14% 6%

(237) (61) (51) (21)

C2 (40%) (43%) (9%) (8%)

137 148 31 27

C3 (22%) (3%) (61%) (14%)

43 5 119 28

C4 (10%) (4%) (9%) (77%)

27 10 25 216

Classes
Predita

C1 C2 C3 C4

R
ea
l

C1 100% 0% 0% 0%

(370)

C2 0% 100% 0% 0%

(343)

C3 0% 0% 100% 0%

(195)

C4 0% 0% 0% 100%

(278)

5.3 Taxa de reconhecimento da transformada - PCA

O método PCA foi aplicado aos dados transformados pelo AG (2d-dimensional) gerando

um novo conjunto com dimensão reduzida (d-dimensional), mas ainda no espaço de represen-

tação complexo. Uma vez que há taxa de reconhecimento de 100% para os conjuntos de dados

com dimensão incrementada, os métodos de classi�cação foram empregados para veri�car se

as características mantidas eram su�cientes para a tarefa de classi�cação. Na técnica PCA,

a contribuição (energia) de cada componente principal é dada a partir dos autovalores rela-

cionados aos autovetores que geram a componente. Assim, a energia é dada pela proporção

entre cada autovalor e a soma de todos os autovalores. A taxa de reconhecimento e energia

acumulada podem ser vistos na Tabela 5.

Pode-se observar na Tabela 5 que, à medida que o número de classes a ser distinguidas

aumenta, a energia acumulada diminui. No entanto, as taxas de reconhecimento são máximas,

sugerindo que a quantidade de informação levada é su�ciente para bem realizar a tarefa de

classi�cação. Além disso, é possível observar gra�camente que a separabilidade dos dados se

mantém, como por exemplo, na Figura 14 para os dados de Mata Atlântica após transformação

com PCA. A partir disso, um novo conjunto de dados é gerado com dimensão reduzida,

consequentemente favorecendo a um menor custo computacional no processo classi�catório.

Na Figura 15, pode ser observado o comportamento dos dados após as transformações

propostas para dados de Diabetes, Câncer de mama, Iris, Coluna vertebral, Sementes, Vinho

e Yeast. Para gerar estas �guras foram usadas apenas as três primeiras dimensões de cada

conjunto de dados.
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Tabela 4: Taxa de reconhecimento para os métodos K-means e LDA para os dados brutos e
dados transformados (AG) de Círculos concêntricos, Espirais concêntricos, Diabetes, Câncer
de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast.

Dados Classe
K-means LDA

Original (%) Transf. (AG) (%) Original (%) Transf. (AG) (%)
Círculos concêntricos Classe 1 83,00 (2,75) 100,00 (0,00) 55,00 (5,92) 100,00 (0,00)

Classe 2 44,80 (0,79) 100,00 (0,00) 50,80 (0,79) 100,00 (0,00)

Espirais concêntricos Classe 1 59,60 (0,52) 100,00 (0,00) 55,40 (1,07) 100,00 (0,00)
Classe 2 36,00 (2,58) 100,00 (0,00) 45,60 (5,44) 100,00 (0,00)

Diabetes Classe 1 75,60 (0,84) 100,00 (0,00) 79,20 (1,40) 100,00 (0,00)
Classe 2 49,60 (2,72) 100,00 (0,00) 72,40 (1,26) 100,00 (0,00)

Câncer de mama Classe 1 97,80 (0,79) 100,00 (0,00) 98,20 (0,42) 100,00 (0,00)
Classe 2 92,80 (1,23) 98,20 (0,42) 93,00 (1,76) 98,90 (0,32)

Iris Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 93,00 (1,93) 100,00 (0,00) 96,00 (1,55) 100,00 (0,00)
Classe 3 72,20 (3,91) 100,00 (0,00) 98,00 (0,84) 100,00 (0,00)

Mata Atlântica Classe 1 12,80 (0,42) 100,00 (0,00) 54,60 (1,43) 100,00 (0,00)
Classe 2 72,20 (2,15) 100,00 (0,00) 63,00 (1,15) 100,00 (0,00)
Classe 3 51,80 (1,55) 100,00 (0,00) 47,40 (1,96) 100,00 (0,00)

Coluna vertebral Classe 1 85,20 (2,70) 100,00 (0,00) 81,00 (1,33) 100,00 (0,00)
Classe 2 54,80 (5,18) 100,00 (0,00) 88,20 (2,86) 100,00 (0,00)
Classe 3 84,20 (4,49) 100,00 (0,00) 76,20 (4,54) 100,00 (0,00)

Sementes Classe 1 83,20 (1,03) 100,00 (0,00) 95,20 (0,42) 100,00 (0,00)
Classe 2 88,00 (1,15) 100,00 (0,00) 99,60 (0,84) 100,00 (0,00)
Classe 3 92,00 (5,29) 100,00 (0,00) 95,80 (1,23) 100,00 (0,00)

Vinho Classe 1 99,60 (0,84) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 88,00 (1,15) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Yeast Classe 1 54,20 (2,04) 100,00 (0,00) 63,40 (2,55) 100,00 (0,00)
Classe 2 47,40 (1,58) 100,00 (0,00) 45,40 (1,43) 100,00 (0,00)
Classe 3 58,20 (1,69) 100,00 (0,00) 61,80 (1,23) 100,00 (0,00)
Classe 4 40,60 (1,43) 100,00 (0,00) 79,00 (3,20) 100,00 (0,00)

5.4 Mapeando um novo ponto no espaço de represen-

tação complexo

Dado um novo ponto não envolvido no processo de discriminação dos dados, este ponto

pode ser mapeado no espaço de representação obtido com a transformação que incrementa a

dimensionalidade dos conjuntos de dados. Para tanto, arquiteturas de RNAs foram investigadas

por meio do método tentativa e erro. Se for encontrada uma arquitetura conveniente e o

mapeamento for realizado coerentemente, uma perfeita classi�cação é obtida para os dados
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Figura 13: Taxa de reconhecimento para os métodos kNN, K-means e LDA para os dados
brutos e dados transformados (AG) de: (a) Círculos concêntricos, (b) Espirais concêntricos,
(c) Diabetes, (d) Câncer de mama, (e) Iris, (f) Mata Atlântica, (g) Coluna vertebral, (h)
Sementes, (i) Vinho e (j) Yeast.
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Tabela 5: Energia acumulada para dados d-dimensional e taxa de reconhecimento para os mé-
todos kNN, K-means e LDA aplicados aos dados transformados pelo PCA. Dados de Círculos
concêntricos, Espirais concêntricos, Diabetes, Câncer de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna
vertebral, Sementes, Vinho e Yeast.

Dados Energia (%) Classes kNN (%) K-means (%) LDA (%)
Círculos concêntricos 100,00 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Espirais concêntricos 100,00 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Diabetes 100,00 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Câncer de mama 100,00 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 97,40 (2,50) 98,70 (1,25)
Iris 99,54 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Mata Atlântica 99,27 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Coluna vertebral 98,33 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Sementes 99,86 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Vinho 98,44 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Yeast 97,68 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 4 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
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Figura 14: Projeção do espaço complexo do conjunto de dados de Mata Atlântica pernambu-
cana no R3, espaço obtido com a aplicação da metodologia.

de saída do conjunto de teste.
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Figura 15: Projeções no R3 para os dados originais, transformados pelo AG e transformados
pelo método PCA, respectivamente. Para os conjuntos de dados: (a) Diabetes, (b) Câncer
de mama, (c) Iris, (d) Coluna vertebral, (e) Sementes, (f) Vinho e (g) Yeast.

Esta RNA tem como conjunto de dados de entrada para treino 80% dos dados originais, e

conjunto de saída de treino os dados produzidos pelo método PCA. E para conjunto de dados

de entrada para teste foram preservados 20% dos dados originais.

Após treinamento da rede e processo de mapeamento ser realizado, os métodos kNN,

K-means e LDA foram aplicados para tarefa de classi�cação dos dados originais preservados

para teste e dos novos dados mapeados pela RNA. Os resultados foram comparados para

garantir que o método empregado de fato discrimina os dados e que o mapeamento realizado

é adequado.

Para o processo de apendizagem da transformação de dados originais em dados trans-

formados, ou seja, para mapear novos pontos no espaço de representação gerado com o

incremento da dimensionalidade, foi usada uma rede neural multilayer perceptron feedforward

com algoritmo backpropagation. Funções de treinamento que atualizam valores de pesos e

vieses de acordo com o gradiente descendente com momento e uma taxa de aprendizagem

adaptativa (gda_mlr), de acordo com o gradiente descendente com taxa de aprendizagem

adaptativa (gda_lr) e de acordo com a otimização de Levenberg-Marquardt (LM). A medida

de desempenho é o erro quadrático médio (MSE).

Para todos os conjuntos de dados usados a função de aprendizagem é o gradiente des-

cendente com momento (gdm) e a função de transferência é a tangente sigmóide hiperbólica

(htansig). Para o treinamento as taxas de incremento e decremento são 1,01 e 0,3, respecti-

vamente. Nos casos em que a função de treinamento é a (gda_mlr) o momento adotado é

0,9. As arquiteturas podem ser vistas na Tabela 6.

Para os Círculos concêntricos os dados mapeados pela RNA exibem desempenho supe-

rior em relação aos dados originais para os três métodos aplicados, kNN, K-means e LDA.

Comportamento bastante similar ocorre para os Espirais concêntricos, os dados mapeados são

todos classi�cados corretamente se for considerado o desvio padrão, como pode ser visto nos



55

Tabela 6: Con�gurações de modelos de redes neurais MLP para Círculos concêntricos, Espirais
concêntricos, Diabetes, Câncer de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes,
Vinho e Yeast.

Dados MLP Epoca Treinamento Taxa Aprend. µ
Círculos concêntricos MLP(2,4,2) 5.000 LM 0,001
Espirais concêntricos MLP(2,32,2) 5.000 LM 0,001
Diabetes MLP(8,6,8) 5.000 LM 0,1
Câncer de mama MLP(9,9,9) 20.000 gda_lr 0,1
Iris MLP(4,4,4) 50.000 gda_mlr 0,01
Mata Atlântica MLP(4,16,4) 5.000 LM 0,001
Coluna vertebral MLP(6,6,6) 10.000 gda_lr 0,1
Sementes MLP(7,7,7) 20.000 gda_lr 0,01
Vinho MLP(13,13,13) 40.000 gda_lr 0,01
Yeast MLP(8,8,8) 5.000 LM 0,01

resultados exibidos nas Tabelas 7 e 8. Nas Figuras 16 e 17 pode ser observado que as classes

são bem separáveis, dando evidência de que se a RNA adotada para mapear os dados for a

mais adequada, para qualquer método de classi�cação empregado pode ser obtido um bom

resultado.
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pelo PCA

Figura 16: Os Círculos concêntricos, (a) 600 pontos distribuídos em dois Círculos concêntricos
no espaço real e (b) uma projeção no R3 do espaço obtido com a aplicação da técnica PCA.

Os três métodos de classi�cação foram aplicados aos dados originais e mapeados de Di-

abetes, apenas o método LDA apresentou classi�cação inferior para a classe 2 dos dados

mapeados. Embora os demais resultados para os dados mapeados apresentem maiores taxas

de classi�cação, a diferença não é tão expressiva como era esperado. Uma vez que, quando

transformados pelo PCA estes dados tornaram-se bem separáveis, como é ilustrado na Figura

15(a). Essa baixa taxa de classi�cação correta pode ser explicada como um mapeamento

inadequado a partir de uma arquitetura de rede não conveniente para este conjunto de dados.

Nos dados originais e mapeados de Câncer de mama, para a classe 1 os resultados são quase
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Figura 17: Os Espirais concêntricos, (a) 600 pontos distribuídos em dois Espirais concêntricos
no espaço real e (b) uma projeção no R3 do espaço obtido com a aplicação da técnica PCA.

similares em ambos os conjuntos de dados (originais e mapeados) e para todos os métodos

de classi�cação, mas para a classe 2 um desempenho menos favorável é exibido para os dados

mapeados. Dessa forma, não sendo vantajoso os custos da aplicação dessa metodologia com

essa arquitetura de rede sugerida.

Para os dados de Iris os três métodos apresentam resultados diferentes para as classes 2

e 3. A classe 1, para ambos conjuntos (originais e mapeados) exibe classi�cação máxima. O

método K-means apresenta melhor desempenho para os dados mapeados, enquanto o LDA,

para os dados originais. E o kNN tem melhor desempenho para os dados mapeados da classe

3 enquanto para a classe 2 é inferior.

Apenas o método LDA fornece melhor desempenho de classi�cação para as 3 classes dos

dados mapeados em comparação aos dados originais de Mata Atlântica. Para os métodos

kNN e K-means os resultados são similares, desempenho superior para os dados mapeados das

classes 1 e 3. Ressalta-se que, embora melhores, estes resultados não são os esperados para

aplicação dessa metodologia. Outra arquitetura de RNA deve ser buscada para o aprendizado

do mapeamento proposto.

Aplicados os três métodos de classi�cação aos dados originais e mapeados de Coluna ver-

tebral foram obtidos melhores resultados de classi�cação para a classe 2 dos dados mapeados,

aproximando-se de 99% de acurácia. Enquanto para a classe 1, todos os resultados são in-

feriores para as três metodologias, o mesmo ocorrendo para a classe 3 dos dados mapeados

quando o método K-means é aplicado.

Com os dados mapeados de Sementes os métodos K-means e LDA apresentam resultados

contraditórios, enquanto com o K-means o desempenho é superior para todas as classes, com
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o LDA é inferior, em comparação a classi�cação dos dados dados originais. Com o método

kNN apresenta desempenho superior para a classe 1, inferior para a classe 2 e igual para a

classe 3.

Para os dados mapeados de Vinho o método LDA exibe igual desempenho (100%) para

todas as classes de ambos conjuntos de dados. Enquanto apenas a classe 1 exibe desempenho

inferior na aplicação do método K-means, para os demais métodos e classes o desempenho é

igual ou superior.

Na classi�cação dos dados mapeados de Yeast, o método LDA apresenta desempenho igual

para a classe 3 e superior para as demais, enquanto para o método kNN é obtido desempenho

inferior para a classe 1 e superior para as demais classes quando comparados ao desempenho

na classi�cação para os dados originais. E o K-means, desempenho superior para as classes 1

e 4, e inferior para as demais.

Embora, em geral haja melhor taxa de reconhecimento quando os dados tem sido mapeados

pela RNA, este resultado não é o esperado quando considera-se a discriminação dos dados

observada a partir dos resultados exibidos na Tabela 5. Com isso, uma forma de mapeamento

mais coerente deve ser proposta. E no uso das RNA's deve-se buscar uma arquitetura de

rede que favoreça ao aprendizado da metodologia proposta. A taxa de reconhecimento para

o método kNN é visto na Tabela 7 e para os métodos K-means e LDA na Tabela 8.

5.5 Estudo adicional - Comparando performance por

número de classes

Adicionalmente um estudo foi realizado para veri�cação do número de classes possível a

uma boa discriminação dos dados quando a dimensionalidade é incrementada. Foi considerado

a classe Conservativa do conjunto de dados de Mata Atlântica pernambucana. Esta classe

contém 19 espécies de 50 exemplares cada, e é descrita por quatro atributos.

Para a tarefa de classi�cação foram utilizados apenas os dados originais e os transformados

pelo AG, com o método LDA, uma vez que tem-se por objetivo observar a organização dos

dados no espaço complexo (nesse caso, quando a dimensionalidade cresce).

Cada conjunto de dados foi simulado dez vezes, sendo fornecido na Tabela 9 o número

médio do percentual de acertos, com respectivo desvio padrão. Além disso, uma comparação

da taxa de reconhecimento para os conjuntos de dados nas duas condições pode ser observada

gra�camente na Figura 19.
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Tabela 7: Taxa de reconhecimento para o método kNN para os dados originais preservados e
dados mapeados pela RNA de Círculos concêntricos, Espirais concêntricos, Diabetes, Câncer
de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast.

Dados k máximo Classe Original (%) Mapeado (RNA) (%)
Círculos concêntricos 25 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Classe 2 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Espirais concêntricos 25 Classe 1 99,20 (1,23) 99,40 (0,97)
Classe 2 92,20 (2,44) 98,90 (1,37)

Diabetes 25 Classe 1 87,00 (1,63) 90,10 (0,03)
Classe 2 51,00 (4,00) 51,90 (4,07)

Câncer de mama 23 Classe 1 97,80 (2,35) 98,70 (1,25)
Classe 2 95,20 (5,59) 91,60 (5,25)

Iris 11 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 96,00 (5,16) 95,00 (5,27)
Classe 3 84,00 (12,65) 93,00 (8,23)

Mata Atlântica 51 Classe 1 53,20 (5,30) 59,50 (3,83)
Classe 2 61,00 (8,61) 57,80 (5,31)
Classe 3 66,00 (10,15) 78,80 (2,94)

Coluna vertebral 15 Classe 1 80,00 (13,38) 72,30 (13,18)
Classe 2 88,60 (8,66) 94,40 (4,25)
Classe 3 71,00 (11,74) 78,50 (10,29)

Sementes 13 Classe 1 87,40 (8,60) 91,60 (2,95)
Classe 2 95,80 (3,61) 95,10 (4,72)
Classe 3 95,80 (5,90) 95,80 (6,76)

Vinho 13 Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 91,60 (5,52) 95,10 (4,72)
Classe 3 98,00 (4,22) 100,00 (0,00)

Yeast 35 Classe 1 62,60 (5,27) 49,60 (7,52)
Classe 2 47,20 (5,43) 48,50 (4,93)
Classe 3 54,20 (4,54) 61,20 (7,21)
Classe 4 74,60 (11,97) 82,50 (10,60)
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Tabela 8: Taxa de reconhecimento para os métodos K-means e LDA para os dados origi-
nais preservados e dados mapeados pela RNA de Círculos concêntricos, Espirais concêntricos,
Diabetes, Câncer de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes, Vinho e Yeast.

Dados Classe
K-means LDA

Original (%) Mapeado (%) Original (%) Mapeado (%)
Círculos concêntricos Classe 1 89,80 (4,73) 100,00 (0,00) 58,20 (8,07) 100,00 (0,00)

Classe 2 44,00 (2,40) 100,00 (0,00) 51,20 (2,70) 100,00 (0,00)

Espirais concêntricos Classe 1 38,20 (6,05) 99,60 (0,51) 53,60 (5,48) 99,60 (0,52)
Classe 2 60,80 (8,01) 98,50 (1,84) 50,40 (3,75) 98,50 (1,84)

Diabetes Classe 1 73,80 (2,35) 87,30 (2,54) 80,20 (4,34) 83,90 (2,42)
Classe 2 54,80 (5,63) 57,10 (3,60) 73,20 (4,78) 67,10 (4,04)

Câncer de mama Classe 1 98,00 (2,40) 99,10 (1,19) 99,20 (0,79) 98,60 (1,58)
Classe 2 93,20 (4,34) 87,50 (4,99) 94,80 (3,15) 91,70 (4,34)

Iris Classe 1 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 92,00 (7,89) 95,00 (5,27) 96,00 (5,16) 95,00 (5,27)
Classe 3 78,00 (19,32) 91,00 (7,38) 100,00 (0,00) 97,00 (6,75)

Mata Atlântica Classe 1 12,60 (2,07) 17,20 (17,87) 55,20 (5,05) 72,10 (3,57)
Classe 2 71,60 (7,41) 68,10 (6,03) 62,40 (3,31) 69,00 (3,62)
Classe 3 52,60 (4,65) 75,30 (7,51) 47,40 (6,42) 62,70 (2,75)

Coluna vertebral Classe 1 85,00 (10,31) 84,20 (10,01) 83,60 (11,17) 82,50 (7,43)
Classe 2 57,40 (6,20) 91,70 (7,10) 88,60 (8,66) 95,40 (3,69)
Classe 3 81,00 (10,22) 73,50 (10,29) 77,00 (12,29) 79,00 (7,38)

Sementes Classe 1 86,00 (4,67) 90,90 (3,38) 98,60 (2,95) 93,70 (2,21)
Classe 2 94,40 (5,52) 95,10 (4,72) 98,60 (2,95) 97,20 (3,61)
Classe 3 92,80 (11,84) 97,90 (3,38) 98,60 (2,95) 96,50 (4,95)

Vinho Classe 1 100,00 (0,00) 99,20 (2,53) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 2 87,40 (7,23) 96,50 (4,95) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)
Classe 3 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00) 100,00 (0,00)

Yeast Classe 1 59,80 (3,36) 67,60 (6,96) 56,33 (7,50) 58,60 (7,21)
Classe 2 58,40 (9,08) 55,80 (3,77) 54,66 (1,37) 56,10 (7,03)
Classe 3 61,40 (4,09) 59,20 (8,66) 61,00 (7,15) 60,80 (6,14)
Classe 4 45,20 (8,09) 66,00 (10,24) 77,33 (12,72) 78,70 (11,66)
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Figura 18: Taxa de reconhecimento para os métodos kNN, K-means e LDA para os dados
brutos e dados mapeados (RNA) de: (a) Círculos concêntricos, (b) Espirais concêntricos,
(c) Diabetes, (d) Câncer de mama, (e) Iris, (f) Mata Atlântica, (g) Coluna vertebral, (h)
Sementes, (i) Vinho e (j) Yeast.
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Tabela 9: Taxa de reconhecimento para o método LDA aplicado aos dados brutos e dados
transformados (AG) da classe Conservativa dos dados de Mata Atlântica pernambucana con-
siderando diferentes números de espécies.

Número de espécies Original (%) Transf. (AG) (%)
4 Espécies 87,00 (3,00) 100,00 (0,00)
5 Espécies 86,00 (1,00) 100,00 (0,00)
6 Espécies 86,00 (1,00) 100,00 (0,00)
7 Espécies 86,00 (1,00) 100,00 (0,00)
8 Espécies 81,00 (1,00) 100,00 (0,00)
9 Espécies 79,00 (1,00) 99,00 (0,00)
10 Espécies 72,00 (2,00) 97,00 (2,00)
11 Espécies 71,00 (1,00) 96,00 (2,00)
12 Espécies 71,00 (1,00) 97,00 (2,00)
13 Espécies 66,00 (1,00) 95,00 (2,00)
14 Espécies 66,00 (1,00) 96,00 (2,00)
15 Espécies 67,00 (1,00) 93,00 (2,00)
16 Espécies 65,00 (1,00) 94,00 (1,00)
17 Espécies 62,00 (1,00) 93,00 (1,00)
18 Espécies 61,00 (1,00) 92,00 (2,00)
19 Espécies 55,00 (2,00) 94,00 (1,00)
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Figura 19: Taxa de reconhecimento para o método LDA aplicado aos dados brutos e da-
dos transformados (AG) da classe Conservativa dos dados de Mata Atlântica pernambucana
considerando diferentes números de espécies.
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Na Figura 20 são exibidas projeções da discriminação dos dados no espaço complexo,

obtido pela aplicação da metodologia proposta.
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Figura 20: Projeções do espaço complexo no R3 para o conjunto de dados da classe Conser-
vativa com diferentes números de espécies.
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6 Conclusões

Conclusões e perspectivas de possíveis desdobramentos para trabalhos futuros que poderão

contribuir na solução de difíceis problemas de classi�cação.

6.1 Conclusões

Neste trabalho foi proposto um método com inspiração na Mecânica Quântica e baseado

no teorema de Cover, desenvolvido para incrementar a dimensionalidade de conjuntos de da-

dos, tornando problemas não linearmente separáveis em problemas linearmente separáveis em

um outro espaço de representação. Com isso, o poder de discriminar dados é aprimorado e a

complexidade na tarefa de classicação é diminuída, o que implica em um melhor desempenho

na classi�cação para inúmeros métodos adotados. Assumiu-se a existência de um observável

quântico gerando os valores observados dos conjuntos de dados e buscou-se a transformada

inversa que torna dados reais em dados complexos, aumentando a dimensionalidade do con-

junto de dados original. Um algoritmo genético foi usado para buscar esta transformaçao

inversa, agindo como um operador inverso. A busca é a tarefa de de�nir um conjunto de

pares numéricos ordenados que mapeia um elemento do espaço de representação real em um

elemento no espaço de representação complexo.

Dez conjuntos de dados de problemas não linearmente separáveis foram usados para tes-

tar a metodologia proposta. Três diferentes algoritmos clássicos kNN, K-means e LDA, foram

aplicados aos dados originais e transformados pelo novo método, os resultados foram com-

parados demonstrando a viabilidade do processo na discriminação dos dados. Os resultados

experimentais mostram a capacidade da metodologia em fornecer um melhor desempenho na

tarefa de classi�cação. Além disso, baseado no teorema de Cover [7], esta metodologia é ca-

paz, com alta probabilidade, de tornar os dez problemas não linearmente separáveis, Círculos

concêntricos, Espirais concêntricos, Diabetes, Câncer de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna

vertebral, Sementes, Vinho e Yeast, em problemas linearmente separáveis em outro espaço de

representação.
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Em seguida foi proposta uma transformação que diminui a complexidade dos dados, uma

vez que a dimensionalidade é reduzida de 2d-dimensional para d-dimensional, mas com a capa-

cidade de discriminação e classi�cação semelhante aos dados com dimensão incrementada. A

técnica PCA foi assumida como sendo esta transformação e para veri�car quanto à capacidade

em discriminar os dados os métodos kNN, K-means e LDA foram utilizados novamente.

Para mapear um novo ponto no espaço de representação obtido anteriormente, uma rede

neural MLP foi treinada e as unidades de saída vinculado ao conjunto de teste geraram um novo

conjunto de dados. Os métodos de classi�cação kNN, K-means e LDA foram empregados e

os resultados para os dados originais e mapeados pela RNA, de Círculos concêntricos, Espirais

concêntricos, Diabetes, Câncer de mama, Iris, Mata Atlântica, Coluna vertebral, Sementes,

Vinho e Yeast foram comparados para garantir a robustez da metodologia.

Nos conjuntos de dados transformados com o algoritmo genético, onde a dimensionalidade

foi incrementada, a taxa de reconhecimento na classi�cação foi 100% para todos os métodos de

classi�cação empregados, exceto para os dados de Câncer de mama, onde os métodos K-means

e LDA não apresentaram igual taxa de reconhecimento, mas ainda forneceram resultados

superiores àqueles obtidos para os dados originais.

Similarmente, os dados transformados pelo PCA apresentaram um excelente desempenho

na tarefa de classi�cação, exceto para os dados de Câncer de mama, quando aplicados os

métodos K-means e LDA. Uma vez que o comportamento na classi�cação se repete dos dados

transformados pelo AG para os dados transformados pelo PCA, pode-se considerar que as

características sobre a separabilidade são mantidas, no entanto, um novo conjunto de dados

com menor complexidade é gerado.

Na classi�cação dos dados mapeados pela RNA, em geral obteve-se desempenho igual ou

superior aos dados originais. Entretanto, o resultado obtido não é o esperado, uma vez que a

discriminação dos dados tem sido veri�cada com o desempenho na tarefa de classi�cação para

os dados usados na fase de treinamento da RNA. Desse modo, uma forma de mapeamento

mais coerente ao aprendizado da metodologia deve ser proposta, partindo da busca de uma

arquitetura de rede mais conveniente para essa tarefa.

Adicionalmente, foi veri�cado quantas classes esta metodologia é hábil em discriminar.

Um conjunto de dados com 19 classes e 4 dimensões foi considerado, a dimensionalidade foi

incrementada e a seguir aplicado o método de classi�cação LDA. Até 8 classes obteve uma

taxa de reconhecimento de 100%, à medida que o número de classes consideradas aumentou, a

taxa de reconhecimento caiu. No entanto, ainda é considerado um bom resultado uma taxa de

reconhecimento de 91% para um conjunto de 19 classes. E quando comparado ao desempenho
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no conjunto de dados sem a transformação proposta, este resultado mostra-se ainda mais

relevante. Além dessa observação em relação ao número de classes, uma investigação adicional

deve ser feita em torno da dimensionalidade do conjunto de dados original.

Assim, o método proposto para discriminar dados a partir do incremento de sua dimen-

sionalidade apresenta-se como uma nova metodologia viável na abordagem do problema de

classi�cação. Uma vez preprocessados os dados, discriminados em um novo espaço de repre-

sentação, qualquer método usado para classi�cação pode oferecer um bom desempenho.

6.2 Trabalhos Futuros

A proposta inicial deste trabalho era obtenção de uma forma algébrica para resolução

de problemas de classi�cação. Inspirado no teorema de Cover, a dimensionalidade de um

conjunto de dados deveria ser incrementada gerando um espaço de representação aonde a

tarefa de classi�cação seria viável devido a discriminação dos dados.

Dado a não trivialidade em obter uma solução algébrica, uma alternativa foi a busca

de uma solução por meio da inteligência arti�cial. Um algoritmo genético foi usado com

esse propósito. E resultados consideráveis foram obtidos e apresentados neste trabalho de

doutorado.

A solução da seguinte equação fornece resultados numéricos para solução deste problema,

f(a
(d)
j ) =

∑k
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∑k
j>t
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(t)
C − Z

(j)
C

)2
1 +
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(l)
j é o centróide da classe l, nl é o número de elementos da

classe l, ı =
√
−1 é a constante complexa e z(l)w = a

(l)
w + ıb

(l)
w é um ponto no espaço complexo

de acordo com o w-ésimo ponto real da classe l no conjunto de dados original.

Uma forma mais bem de�nida já foi obtida e está em fase de teste.

• Para a de�nição das equações do sistema de equações não lineares, foi utilizado o método

dos multiplicadores de Lagrange [79]. Usual em problemas de otimização, ele permite

encontrar extremos de uma função de uma ou mais variáveis suscetíveis a uma ou mais

restrições.

• A solução numérica foi dada a partir do método de Jacobi, por este ser bastante usual

na solução de problemas similares.
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Como trabalhos futuros, tem-se:

• Ainda no uso do algoritmo genético:

� Investigar a que tipos de conjuntos de dados essa metodologia se adequa. Observar

parâmetros como número de classes, número de dimensões, tamanho de conjunto

de dados;

� Buscar outras arquiteturas de RNAs que foreneçam o perfeito mapeamento dos

dados.

• A partir da solução do sistema de equações que está em fase de teste:

� Aplicá-la aos mesmos conjuntos de dados observados anteriormente, para uma

possível comparação entre as metodologias;

� Observar a que tipos de dados se aplica;

� Testar uma outra forma de mapeamento dos dados.
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