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Resumo

A distribuicao Weibull é muito popular para modelar dados de sobrevida. Muitas mo-
dificacoes da distribuicao Weibull foram propostas nos tltimos anos. Inspirado pela no¢ao
da familia gama-generalizada de distribuigoes de Zografos e Balakrishnan, é proposta, a
classe de distribuicoes Weibull generalizada. Um tratamento compreensivo das proprieda-
des matematicas de algumas novas distribuicoes é feita, sendo encontradas as expressoes
para a funcao de distribuicao, funcao densidade, funcao de risco, funcao geradora de mo-
mentos, fungao caracteristica, média, variancia, assimetria e curtose. Ajustou-se os novos
modelos para conjuntos de dados reais verificando, pelos critérios de escolha, que os me-
lhores ajustes foram obtidos pelos novos modelos. Dessa forma a classe de distribuigoes
Weibull Generalizada mesmo tendo mais parametros a serem estimados, os algoritmos

foram capazes de ajustar os dados de andlise de sobrevivéncia.

Palavras-chave: Distribuigao Weibull, Familia gama-generalizada, Classes de distri-

buicoes Weibull Generalizada.
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Abstract

The Weibull distribution is very popular to model survival data. Many modifications
of the Weibull distribution have been proposed in recent years. Inspired by the notion
of generalized gamma-generated family of distribution of Zografos e Balakrishnan, the
Generalized Weibull Distributions Class is proposed. A comprehensive treatment of the
mathematical properties of some new distribution is provided, expressions giving for the
distribution function, density function, hazard function, moment generating function, cha-
racteristic function, mean, variance, skewness and kurtosis. Real data sets were modeled
showing best fits, according the chosen criteria, were obtained by the new models. Thus
for the Generalized Weibull Distributions Class, in spite of having more parameters to be

estimated, the algorithms were able to best adjust the survival analysis data.

Palavras-chave: Weibull Distribution, Family Gamma-Generalized, Generalized Wei-
bull Distributions Class.
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CAPITULO 1

Introducao

A analise de sobrevivéncia é uma das areas da estatistica que mais cresceu nas ultimas
décadas (COLOSIMO; GIOLO, 2006). Esta area consiste de procedimentos estatisticos
para analisar dados relacionados ao tempo até a ocorréncia de algum evento de interesse
(morte, cura, falha de um componente eletronico, etc.), que em geral, pode ser acomodado
por uma distribuicao de probabilidade. Nos ultimos anos tem sido desenvolvidas novas
generalizagoes e/ou modificagoes de algumas distribuigdes em geral utilizadas em anélise
de sobrevivencia. Em particular a distribuicao Weibull, tendo as distribui¢oes exponencial
e Rayleigh como casos especiais, ¢ uma distribuicao muito utilizada para modelar dados
em andlise de sobrevivéncia (PHAM; LAI, 2007).

Na literatura existem muitas generalizacoes e extensoes de distribuicoes simétricas e
assimétricas, discretas e continuas. Alguns dos quais podemos citar: Cordeiro e Lemonte
(2012), Nadarajah e Gupta (2004), Silva et al. (2010), Mudholkar e Srivastava (1993),
Mann et al. (1974), Mudholkar et al. (1995), Lai et al. (2003).

Para melhor compreensao dos fendmenos atipicos, faz-se necessario a criacao de mode-
los mais flexiveis, ou seja, que consigam modelar melhor esses fendmenos, captando mais
informagoes. Dessa forma, nota-se a importancia da area de generalizacao de distribuigoes

de probabilidade para construcao de modelos que mais se adéquam a dados reais.

O presente trabalho contempla cinco capitulos, incluindo este. O segundo capitulo
estd dedicado a revisao de literatura sobre analise de sobrevivéncia. Apresentamos uma
revisao das principais medidas de probabilidade, as classes das distribuicoes e modelos

de probabilidade. Fazemos uma revisao sobre o método de estimacao de maxima veros-



similhanca e bootstrap, bem como dos critérios e dos testes estatisticos utilizados para

comparar o ajuste dos modelos nas aplicacoes a dados reais.

No terceiro capitulo, introduziremos as classes utilizadas para generalizar a distri-
buicao Weibull. No quarto capitulo apresentamos aplicagoes a dados simulados e reais
as novas distribuigoes. No quinto capitulo, exibimos as conclusoes a partir das analises e

comparacoes dos resultados obtidos.

1.1 Objetivos

No artigo (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009) é introduzida a familia gama ge-
neralizada de distribuicoes. O objetivo principal dessa tese é introduzir quatro novas
classes de distribuigao: Classe Weibull (§(1 — G),d — Log(1 — G)); Classe Complementar
Weibull (0G,d — Log(G)); Classe Weibull (6(1 — G),d + G/(1 — G)); e Classe Com-
plementar Weibull (0G,6 + (1 — G)/G). Também tem como objetivo investigar os ca-
sos particulares dessas classes, quando § = 0, Weibull —Log(1 — G) Weibull —Log(G),
Weibull G/(1 — G) e Weibull (1 — G)/G. Outro objetivo é ajustar quatro novas dis-
tribuigoes: Weibull —Log (1— Log-Logistica) (WLLX), Weibull —Log(W eibull) (WWK),
Weibull Weibull /(1 — Weibull) (WWZ), Weibull (1 — Weibull) /W eibull (WWY) a con-

juntos de dados reais.



CAPITULO 2

Revisao de Literatura

2.1 Analise de sobrevivéncia

A andlise de sobrevivéncia é um ramo da estatistica que analisa o tempo até o acon-
tecimento de determinado evento. Existem dois campos de estudo: a) Andlise de So-
brevivéncia: estudos de tempos de vida, evento = morte, recorréncia de um sintoma ou
doenga, cura; e b) Andlise de Confiabilidade: estudos de tempos de vida, evento = falha

ou recorréncia de um defeito. A seguir, definiremos alguns termos usados na literatura
(COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Tempo de falha é o tempo decorrido a partir de um instante inicial até a ocorréncia
do evento de interesse (morte, falha, recorréncia). Pode, ainda, ser chamado de: tempo

de sobrevivéncia; tempo de vida; tempo de recorréncia (LAWLESS, 1982).

A censura ocorre quando o tempo de vida de um individuo ou unidade nao é observado.
O individuo deixa de ser observado ou o experimento deve ser encerrado e ainda existem

itens em funcionamento. A falha, ou morte, ocorre por outras causas. Sao classificadas
em (COLOSIMO; GIOLO, 2006):

e Tipo I - o estudo é conduzido até um tempo limite L, pré-fixado e os individuos que
ainda nao experimentaram o evento sao censurados;

e Tipo II - 0 estudo é encerrado quando da ocorréncia de r falhas e as (n—r) unidades

ainda em funcionamento, sao todas censuradas em ¢(r);



e Aleatdria - semelhante a censura tipo I, porém, com os individuos sendo incorpora-

dos de maneira aleatoria.

Seja T uma variavel aleatoria nao negativa que representa o tempo de falha de um
elemento, e seja C uma variavel aleatéria, independente de T , que representa o tempo
de censura associado a este elemento. Assim, os dados observados sao representados por
t =min(T,C) e § o indicador de censura, dado por (LAWLESS, 1982):

5— 1, T <C;
) oT>cC.

em que 0 = 0 indica censura e § = 1 indica falha.

2.1.1 Funcao de sobrevivéncia e Funcgao de risco

O tempo de sobrevivéncia de um individuo é denotado pela varidvel aleatoria T'. A
distribuicao de probabilidade destes tempos de sobrevivéncia pode ser representada por
duas funcgoes que sao particularmente tteis e bastante usadas para ilustrar diferentes
aspectos dos dados em aplicacoes de sobrevivéncia: a funcao de sobrevivéncia e a funcao
de taxa de falha (ou risco) (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Suponha que a varidvel aleatéria tenha func¢ao densidade de probabilidade (fdp) f(¢).
A funcao de distribuigao de T ¢é entao dada por (LAWLESS, 1982)

Fiy=pr<n=[ ' fa)d,

e representa a probabilidade de que o tempo de sobrevivéncia seja menor ou igual a .
A fungao de sobrevivéncia denotada por S(t) é definida, entdo, como a probabilidade

do tempo de sobrevivéncia ser maior que t. Em termos probabilisticos (COLOSIMO;

GIOLO, 2006),

S(t)=P(T > t),

de onde segue que S(t) = 1—F(t). A funcao de sobrevivéncia pode ser interpretada como

a probabilidade de uma observacao nao falhar até o tempo ¢.

A fungao taxa de falha pode ser obtida por meio da seguinte fungao (LAWLESS, 1982)

P(t<T <t+h|T>t)
h )

h(t) = ll'mh_m



que pode ser reescrita como

f(#)
h(t) = ==
(t) @)
em que f(t) é a fdp da varidvel aleatéria T. A fungao taxa de falha é interpretada como

a probabilidade de que a falha ocorra no instante ¢ dado que nao ocorreu antes de t.

A funcao taxa de falha é mais informativa do que a funcdo de sobrevivéncia, pois
diferentes funcoes de sobrevivéncia podem ter formas parecidas e funcoes de taxa de falha
totalmente diferentes. Portanto, a modelagem da funcao taxa de falha é um importante
método de andlise para dados de tempo de falha, segundo (COLOSIMO; GIOLO, 2006).

2.2 Medidas Estatisticas

A seguir sao apresentadas as definigoes das medidas estatisticas utilizadas nesta tese.

Os momentos tem uma importancia em qualquer andlise estatistica especialmente
em trabalhos aplicados. Algumas das mais importantes caracteristicas de uma dada

distribuicao pode ser estudada através dos momentos se eles existirem.

Defini¢ao 1: O momento de ordem r da varidvel X é definido por E(X"), desde que
essa quantidade exista. Se E(X) = pu < 0o, definimos o momento central de ordem r por

E[(X — u)"], sempre que essa quantidade exista.

Para variaveis aleatérias continuas, o momento de ordem r e o momento central de

ordem r sao dados, respectivamente, por:

EX") =p = /_OO z" f(x)dz (2.1)
EIX =) = = [ (o= Flads 2.2)

As medidas de tendéncia central descrevem as caracteristicas de um conjunto de dados,
identificando uma posicao central dentro do conjunto de dados. O valor esperado ou
esperanc¢a matematica ou média de uma variavel aleatéria X, definido como o momento

de ordem 1, é uma medida de tendéncia central, que é dado por:

E(X) :,u:/_oo xf(z)dx (2.3)

(e e}



Uma caracteristica importante de uma variavel aleatoria é sua variabilidade que, em
geral, é avaliada pela discrepancia de seus valores em relacao a média. Existem muitas
medidas de variabilidade, mas a variancia é a mais importante. Seja u < oo, a variancia

de X é definida como o momento central de ordem 2, dado por

o0

E[(X — p) = / (2 — p2f (2)da (2.4)

—00

Seja X uma variavel aleatéria qualquer com média u e desvio padrao o. O coeficiente
de assimetria de X, denotado por =1, indica o grau de assimetria da sua distribuicao de
probabilidade e é dado por (MAGALHAES, 2006):

E[(X — p)’]

T =
0-3

Seja X uma variavel aleatéria qualquer com média u e desvio padrao o. O coeficiente
de curtose de X, denotado por 7., mede a intensidade dos picos da sua distribui¢ao de
probabilidade e é dado por (MAGALHAES, 2006):

E[(X — p)]

T2 =
0-4

A funcao geradora de momentos (fgm) é 1til para encontrar os momentos de uma dis-
tribuicao de probabilidade. Seja a variavel aleatoria X, a fgm é dada por (MAGALHAES,
2006):

Mx(t) = E(e)
desde que a esperanca seja finita para ¢ real em algum intervalo —ty < t < tp; com ¢ty > 0.

A funcao quantilica @) é a fungao inversa da fungao de distribuicao acumulada F' de
uma variavel aleatoria X. Método da transformada inversa: Seja X uma variavel aleatéria

com funcio de distribuicio acumulada (fda) F. Definimos F~! como a fungao

Fli(y)=inf{z: F(z) >y}, 0<y<1

Seja U ~ U(0,1). A fda da transformada inversa F'~*(U) é dada por

P(FYU)<x)=PU < F(z)) = F(z)

Portanto, para gerar a varidvel aleatéria X, dado uma varidvel aleatéria U ~ U(0, 1)



e sua fda inversa F'~!, aplicamos o seguinte algoritmo:

e Gerar U ~ U(0,1);

e Retornar X = F~1(U).

2.3 Classes de Distribuicoes

Existem varias classes de distribuicoes na literatura. Algumas das quais citamos a

seguir.

2.3.1 Classes de Distribuicoes Exponenciada

A classe de distribuig¢oes exponenciada foi definida por Mudholkar et al. (1995). Dada
uma distribuigdo com funcao de distribui¢ao acumulada (fda) continua G(t) conhecida
como funcao de distribuicao base, sua generalizacao ou exponencia¢ao pode ser escrita

CcOomo

F(z) =G%x), a>0,

consequentemente, a fdp é obtida diretamente por f(z) = ag(z)G(z)*"!, em que g(z) =
dG(x)/dx é a fungao densidade de probabilidade da distribui¢ao base. Gupta e Kundu
(1999) obtém as relagoes para um caso particular, denominando-o de distribui¢ao Expo-

nencial Generalizada (EG) como alternativa as distribuigoes gama e de Weibull.

2.3.2 Classes de Distribuicoes Beta

As distribuigdes da familia beta foram obtidas por Nadarajah e Gupta (2004), com
a insercao da funcao de distribuicao acumulada da distribuicao exponencial na integral
da distribuigao beta, formando-se a distribui¢ao beta exponencial (BE). Seja uma distri-

buigao com funcao de distribuigdo continua G(y). A distribuicao beta-G serd

1
B(a, f)

G(t)
F(t) = / w1 — w)?dw,
0

coma > 0e >0, em que



A funcao densidade da classe de distribuicoes beta é dada por

1

Bla mg(t)G(t)a_l(l —G@)"t, t>o.

ft) =

Um inconveniente das distribuigoes beta-G é que elas sao fungoes da dis tribuicao

beta incompleta, dada por

B,(a, ) = /Op w1 — w)?dw

que para 0 < p < 1 nao tem forma analitica fechada, sendo portanto necessario algum

método numérico para obtencao dos resultados.

2.3.3 Classes de Distribuicoes Kumaraswamy

Para contornar o problema das distribuigoes beta, Pascoa et al. (2011), propoem a

distribui¢do de Kumaraswamy (Kw), definindo-se as distribuigdes K-G por

Fit)y=1-(1-G®)*?, a>0,8>0,

pois esta leva a uma funcao de distribuicao analiticamente soltivel para uma dada distri-

buicao primitiva G. A fungao densidade geral dessa familia é dada por

f(t)=aBg(t)Gt)" {1 - G(®)"}.

Evidentemente, quando @ = = 1 temos a densidade da distribuicao de base. Os

parametros adicionais o e f controlam a assimetria e as caudas da distribui¢ao (NADA-
RAJAH; ELJABRI, 2013).

Recentemente foram publicados trabalhos com esta classe de distribui¢oes. Por exem-
plo, Cordeiro et al. (2010) propuseram Kw normal, Kw gumbel, Kw gama entre outras.
Santana et al. (2012) introduz um modelo de regressao baseado na distribuigao Kw log-
logistica. Mais recentemente, Bourguignon et al. (2013) deriva a distribuigao Kw Pareto

que tem como sub-casos a Pareto e a Pareto exponenciada.



2.3.4 Classes da Gama-G generalizada de distribuicoes

Foram desenvolvidas e discutidas véarias formas de generalizagao de distribui¢oes nos
ultimos anos. Foi introduzida em (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009) a familia
gama-generalizada de distribui¢oes em que é definida a funcao de distribuicao acumu-

lada da gama-generalizada (para x € R) por:

| plels@)
F(zr) = —= e tdt 2.
@ =175 | et (25

em que S(z) =1 — G(x) é a fungdo de sobrevivéncia e ['(6) = [ 27!

Cxg s ~
0 e *dx é a fungao

gama.

Risti¢ e Balakrishnan (2012) propds uma alternativa definida pela funcao de distri-

buicao acumulada dada por:

1 [ledlG )]
F(z)=1- G /0 e dt, (2.6)

em que G(x) é a fungao de distribuigao acumulada. Com essa generaliza¢ao introduziram

o modelo Gama Exponencial Exponenciado (GEE).

Com a generalizagao (2.6), Pinho et al. (2012) definiu o modelo Gama Weibull expo-
nenciado (GWE)e suas propriedades.

Ramos et al. (2013) utilizou a generalizagao (2.5) e propuseram a distribui¢ao Log-
logistica Zografos-Balakrishnan, que contém a distribuicao log-logistica como um modelo

especial.

Nadarajah et al. (2015) forneceu um tratamento completo de propriedades matematicas
gerais de distribuigoes Zografos-Balakrishnan-G. Discutiram também a estimativa dos
parametros por maxima verossimilhanca e forneceram uma aplicacao para um conjunto

de dados reais.

Brito (2014) introduziu a classe Gama (1 —G)/G, definida pela funcao de distribuigao
dada por

1 oo
F(r) = — / tte~Plat, (2.7)
['(a) [1-G(2)]/G(x)

em que G(x) é a funcao de distribuigao acumulada. E desenvolveu todas as propriedades.

Torabi e Hedesh (2012) definiu a classe Gama G/(1 — G), que é dada pela seguinte

funcao de distribuigao



1 C@/-G)
Flzg) = ——— t“ e Bdt 2.8
@ = 777 | e b, (2.9

em que G(z) é a fungao de distribuigao acumulada. Introduziram a Gama Uniforme e

desenvolveram todas as propriedades.

2.3.5 Classes da Weibull-G generalizada de distribuigoes

Bourguignon et al. (2014) propos a classe Weibull-G da seguinte forma

G(z)/[1-G(z)] 5
F(x) :/ aftP e dt, (2.9)
0

em que G(z) é a funcao de distribuigdo acumulada. Desenvolveram os momentos incom-
pletos e a funcao geradora de momentos. E encontraram a Weibull Uniforme, a Weibull
Weibull, a Weibull Burr XII e a Weibull Normal.

Alzaatreh et al. (2013) definiu a classe Weibull-X da seguinte forma:

—Log[1-G(z)]
F(z) = / r(t)dt, (2.10)
0

em que G(r) é a funcdo de distribuicio acumulada, R(t) = 1 — e~#/#)° ¢ a funcio de
distribuigao acumulada e r(t) é a fun¢ao densidade da Weibull. Encontraram a entropia

de shannon.

2.4 Modelos de probabilidade

A seguir sao apresentadas os modelos probabilisticos utilizados nas aplicacoes para

comparar com os novos modelos.

2.4.1 Distribuicao Weibull

Foi desenvolvida por Weibull (1951) que langou um artigo descrevendo esta distri-
buicao e propondo diversas aplicacoes. O campo de aplicacoes da distribuicao Weibull é
vasto e abrange quase todas as dreas da ciéncia. Seja X ~ W(A, ), a fungao de densidade

de probabilidade é dada por:

flz) = M(Az)? e O (2.11)



com A > 0,0 >0, z>0e afuncao de distribuicao é
F(z)=1—¢ 0 (2.12)

2.4.2 Distribuicao Gama

Em estatistica, uma distribuicao Gama é uma distribuicao de probabilidade continua,
com dois parametros r (parametro de forma) e a (parametro de escala), dos quais se exige
r>0ea >0, cuja funcdo de densidade para valores x > 0 é (STACY, 1962)

Aqui, I é a funcao gama, que é dada por I'(z) = fooo t*~letdt.

Um caso particular da distribuicao Gama, com o =

N[

er = 3, onde n é um inteiro

positivo, é a distribuicao de Chi-quadrado.

2.4.3 Distribuicao Beta

Na teoria da probabilidade e estatistica, a distribuicao beta é uma familia de distri-
buigoes continuas de probabilidade definidas sobre o intervalo [0, 1] parametrizado por dois
parametros positivos, chamados a e b, que aparecem como expoentes da variavel aleatoria
e controlam o formato da distribuicao (MCDONALD; XU, 1995). A distribui¢ao beta é

uma distribuicao de probabilidade cuja fungao de densidade para valores 0 <z < 1 ¢é

(1 _ l’)b_ll’a_l
B(a,b)

Flo) = fompe (=) =

Aqui, I' é a funcao gama e B é a funcao beta.

Um caso especial da distribuicao beta, com a =1 e b =1 é a probabilidade uniforme.

2.4.4 Distribuicao Log-Logistica

Distribuicao na teoria da probabilidade e estatistica, log-logistica é uma distribuicao
de probabilidade continua para uma varidavel aleatoria nao-negativo. Ele é usado no
estudo de eventos de vida cuja intensidade primeiro aumenta e depois diminui, como

a mortalidade por cancer apds o diagndstico ou tratamento. Ele também é usado em
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hidrologia para modelar o fluxo de um rio ou o nivel de chuvas, e economia para modelar

a desigualdade de renda.

Existem vérias parametrizagoes diferentes da distribui¢ao em uso (BENNETT, 1983).
O parametro a > 0 é um parametro de escala e é também a mediana da distribuicao. O
parametro § > 0 é um parametro de forma. A distribuicao é unimodal quando 5 > 1 e

sua dispersao diminui a medida que aumenta /.

A fungao de distribuicao acumulada é

F(z;a,p) = W (2.13)
_ (/)
= T+ /oy (2.14)
P
== (2.15)

em que z > 0, > 0,8 > 0.
A funcao densidade de probabilidade é

(B/e)(x/a)""!

f(x;&aﬂ) = (1 + (.’L’/Ck)ﬁ)2

2.4.5 Distribuicao Beta Weibull

Seja X ~ BW(a,b, A, ¢), a fungao de densidade de probabilidade e a fungao de distri-
buicao sao dadas por (LEE et al., 2007):

CA©
B(a,b)

emquea>0,0>0c>0A>0exz>0.

f(l’) _ l,c—le—b()\z)c(l _ 6—()@)6) (2]_6)

F(I) == Ilfe_(xz)c (a, b) (217)

2.4.6 Distribuicao Fréchet

A distribuicao de Fréchet foi introduzida por Maurice Fréchet, um matematico francés
(FRECHET, 1927). Utilizada em aplicagoes de financiamento, a distribuicao de Fréchet

tem sido de grande utilidade para a modelagem adequada dos retornos do mercado, que
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tém muitas vezes caudas pesadas ((LONGIN, 1996); (EMBRECHTS et al., 1997)). Seja
X ~ F(o,\), a fungao de densidade de probabilidade é dada por :

fx) = Aarp~ Mg (e/2) (2.18)

e a funcao de distribuicao é
F(z) = e @/ (2.19)

2.4.7 Distribuicao Beta Fréchet

Seja X ~ BF(o,a,b), a fungdo de densidade de probabilidade e a funcao de distri-
buigao sao dadas, respectivamente, por (GUPTA; NADARAJAH, 2004):

@) = G @G - G (220)

em que g(z) = Aotz AMDe=(0/2)* & o funcdo densidade de probabilidade da fréchet e

G(z) = e=(@/2* ¢ a funcao de distribuicao da fréchet, com a,b, \,o > 0.

F(x) = I /0tams(a;b) (2.21)

2.4.8 Distribuicao Beta Exponencial Generalizada

Seja X ~ PE(«, ), a fungao de densidade de probabilidade e a fungao de distribuigao
sao dadas, respectivamente, por (BARRETO-SOUZA et al., 2010):

(@) =BG (1~ G (222

—Aa:)oz—l

em que g(z) = ale (1 —e ¢ a funcao densidade de probabilidade da Ex-

ponencial Generalizada e G(z) = (1 — e *)* é a fungao de distribui¢do da Exponencial

Generalizada.

F(2) = Iy_e-xya(a, b) (2.23)
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2.5 Distribuicao Exponencial Exponenciada

A distribui¢ao exponencial exponenciadas (EE) tem a seguinte funcao de distribuigao
acumulada (GUPTA; KUNDU, 2001),

Por conseguinte, tem a funcao de densidade dada por

F(z) = a\(1 — e Aw)alege

Os dois parametros da distribuicao exponencial exponenciada representam os parametros

de forma e de escala como uma distribuicao Gama ou uma distribuicao de Weibull.

2.6 Distribuicao Pareto Exponenciada

Uma varidvel aleatéria X é dita ter uma distribuicao Pareto exponenciada, se a sua

fungao densidade de probabilidade é dada por (KHAN; KUMAR, 2010),

f(x) = 6)\{1 — (1 + x)*A]9*1<1 + 56)7()‘+1)

A funcao de distribuicao acumulada é dada por

Fe)=[1-1+2)7

Aqui 6 e X sdao dois parametros de forma. Para 6 = 1 a distribuicao acima corresponde

a distribuicao Pareto do segundo tipo.

2.7 Método de Maxima Verossimilhanca

Segundo Colosimo e Giolo (2006), existem varios métodos de estimagao. Um dos mais
conhecidos é o método de minimos quadrados. No entanto, este método é inapropriado
para estudos de tempo de vida, devido a sua incapacidade de incorporar censuras no seu
processo de estimacao. Para modelos de analise de sobrevivéncia o método mais utilizado
¢ o de maxima verossimilhanca, devido ao fato de o mesmo ser capaz de incorporar

dados censurados, além de possuir propriedades 6timas para grandes amostras, como por
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exemplo, a normalidade assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Seja X, ..., X,, uma amostra aleatéria de f(z|f), 0 € ©. A funcao de verossimilhanga

de 6 correspondente a esta amostra aleatéria é dada por

n

L6) =[] f(x::0)

=1

Os estimadores de méxima verossimilhanga sao os valores de 6, que maximizam L(0),
ou de forma equivalente, [(0) = log[L(#)]. Os estimadores sdo encontrados resolvendo-se

o sistema de equacoes

Algumas vezes, devido a complexidade da funcao de verossimilhanca, estas equacoes
nao possuem uma forma fechada, desta forma deve-se obter os parametros pela ma-
ximizagao numérica da funcao de log-verossimilhanca usando algoritmos de otimizagao

nao-linear.

2.8 Ciritérios para escolha do modelo

Alguns critérios comuns na literatura podem ser utilizados para selecao de modelos.
Estes devem levar em consideracao a complexidade do modelo no critério de selecao. Es-
sencialmente, penalizam a verossimilhanca, utilizando o niimero de parametros do modelo
e, eventualmente, o tamanho da amostra. Essa penalizacao é feita subtraindo-se do va-
lor da verossimilhanca uma determinada quantidade que depende de quao complexo é o

modelo.

2.8.1 Critério de informacao de Akaike - AIC

Akaike (1974) propos utilizar a informacao de Kullback-Leibler para a selegao de
modelos. Ele estabeleceu uma relacao entre a maxima verossimilhanca e a informacao de
Kullback-Leibler desenvolvendo entao um critério para estimar a informacao e Kullback-

Leibler, posteriormente chamado critério de informagao de Akaike (AIC).

Considerando uma amostra aleatéria X1, ..., X,, de tamanho n e o vetor de o parametros

0, a estatistica AIC pode ser calculada por:

15



AIC = —2log L(0) + 2(p)

em que logL(f) é a fungao de log-verossimilhanga do modelo escolhido e p é o nimero de
parametros a serem estimados. O modelo que apresentar menor AIC sera o que se ajusta

melhor aos dados.

2.8.2 Critério de Informacao de Akaike Corrigido - AICC

Liang e Zou (2008) propuseram um AIC corrigido (AICC). Seja Xj,..., X, uma
amostra aleatoria de tamanho n e o vetor de o parametros 6, a estatistica AIC'C é dada

por:

(p+2)(p+3)
n—p—3

AICC = AIC + 2

em que p é o niumero de parametros a serem estimados e n é o nimero de observacoes da

amostra. O modelo que melhor se ajusta sera o que apresentar menor AICC.

2.8.3 Critério de informacao bayesiano - BIC

O critério de informacao bayesiano (BIC'), também chamado de critério de Schwarz
(SCHWARYZ et al., 1978), é um critério de avaliacdo de modelos definido em termos da
probabilidade a posteriori, sendo assim chamado porque Schwarz forneceu um argumento
bayesiano para prova-lo. Dado uma amostra aleatéria X, ..., X,, de tamanho n e o vetor

de o parametros 6, a estatistica BIC' é dada por:

BIC = —2log L(0) + plogn,
em que logL(f) é a funcao de log-verossimilhanga do modelo escolhido, p é o niimero de

parametros a serem estimados e n é o nimero de observagoes da amostra. Segundo esse

critério, o melhor modelo sera aquele que apresentar menor valor para BIC'.

2.8.4 Critério de informacao de Hannan-Quinn - HQIC

O critério de informagao de Hannan-Quinn (HQIC') é um critério de selegao de mo-
delos alternativo ao AIC e BIC. Proposto por (HANNAN; QUINN, 1979) é definido por
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A

HQIC = 2ploglog(n) — 2log L(6)

Este critério tem pouco uso pratico pois, a maioria dos conjuntos de dados tem pou-
cas observacoes. Assim como os critérios anteriores, a selecao do modelo é através da

comparacao do HQIC de todos os modelos possiveis selecionando o de menor HQIC

(BURNHAM; ANDERSON, 2002).

2.9 Testes de Hipdteses

2.9.1 Teste de Wald

O teste de Wald foi devido a Abraham Wald (1902-1950) e teve grande contribuicao
na inferéncia estatistica em meados do século XX (WASSERMAN;, 2004). Sob a hipétese

nula Hy : § = 0; tem distribuicao assintética normal padrao, isto é

6=0 ¢ N(0,1)
EP(6)

A estatistica do teste de Wald é definida por:

D>

W:

EP(6)
em que 0 é a estimativa do parametro e EP (é) é o erro-padrao do estimador.

Este valor é comparado com o valor critico da distribuicao normal padrao, que ao
nivel de confianga de 95% é, aproximadamente, igual a 2 (sendo mais rigoroso: 1,96).

Assim, se o valor da estatistica W for maior que 2 a estimativa é dita significativa.

2.9.2 Testes de aderéncia de uma distribuigao
2.9.2.1 Testes de Cramér Von Mises e Anderson-Darling

Definigao: Funcao de distribuigao empirica: Seja x = (x1, ..., z,,) (eventualmente com
repeticoes) uma amostra aleatéria observada da fungao de distribuigao F'y. A fungao de

distribuicao associada a X* que atribui uniformemente



¢ a chamada funcao de distribuigdo empirica (fde), e denota-se por F,.

Os testes de Cramer-Von Mises e Anderson-Darling sao baseados na funcao de dis-
tribuigdo empirica (fde) dos dados, e apresentam vantagens sobre o teste de aderéncia
qui-quadrado, incluindo maior poder e invariancia em relacao aos pontos médios dos in-
tervalos escolhidos. Os testes Anderson-Darling e Cramer-von Mises pertencem a classe
quadratica de estatisticas baseadas na fde, pois trabalham com as diferencas quadraticas
entre a distribuigdo empirica e a hipotética. As estatisticas de Cramer-von Mises (IW*)
e Anderson-Darling (A*) sao descritas em detalhes em Chen e Balakrishnan (1995). Em

geral, quanto menor for o valor das estatisticas W* e A* melhor o ajuste para os dados.

O teste de Anderson-Darling foi proposto por Anderson-Darling (1952) e é mais uti-
lizado quando o tamanho da amostra nao é maior que 25. Este teste baseia-se na funcao

de distribuicao empirica.

Considere §; = F(x;); 0) uma f.d.a., com z(;y em ordem crescente. Faca y;) = (),

em que ¢ representa a distribuicao normal padrao.

Seja puy = ® <[y%y_g]>, em que y ¢ a média e s, o desvio padrao dos y;), respectiva-

mente.

Assim, a expressao da estatistica de teste de Anderson-Darling é calculada da seguinte

forma. Seja

n

1
A= —n—— > (2 = Dlog(pg) + (2n + 1 = 2i)log(1 — p(;))] (2.24)
i=1
em que p(;) = (I)([y%y—ﬁl) sao percentis ordenados da distribui¢ao normal padrao e ®

representa a funcao de distribuicao acumulada normal padrao. A estatistica de Anderson-
Darling é dada por A* = A? (1 + 0’—25 + 27%)

O Teste de Cramér Von Mises também se baseia na distribuicao acumulada e foi
proposto por Darling (1957). A expressao da estatistica de teste de Cramér Von Mises é

calculada da seguinte forma. Seja

W= +Zn: 2 1Y’ (2.25)
" 12n PO =9, ) > ‘

=1

em que pg;) ¢ definido como na secao anterior. A estatistica de Cramér Von Misses ¢
dada por W* =W? (1 + 0—n5)
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2.9.2.2 Teste de Kolmogorov-Smirnov

Para uma variavel aleatéria X, o teste K-S baseia-se na analise do ajustamento entre
a funcao de distribuicao populacional admitida em H,, Fy, e a funcao de distribuigao
empirica F,. Assim, sendo F a funcao de distribuigao (desconhecida) da populagao, as

hipéteses a testar serao:
Hy: F(z) = Fy(z), —oco<z<o0
Hy : F(x) # Fo(w),
em que F é a funcao de distribuicao proposta, continua e completamente especificada.

No teste de Kolmogorov-Smirnov considera-se a estatistica

K—8= sup [Fy(z)—Fo(a)l,
—co<z<oo
como uma medida da discrepancia entre a funcao de distribuicao da amostra F;, e a funcao
de distribuicao proposta Fy. Observe-se que K-S representa a distancia vertical méaxima
entre as imagens da fungao de distribui¢ao da amostra, F,,(x), e da func¢ao de distribuigao
proposta Fy(z), dando assim uma ideia do ajustamento, como alids se pretendia. Ou seja,

quanto menor o valor de K-S melhor o ajustamento.

O p-valor, ou nivel descritivo, é a probabilidade de se obter um valor tao ou mais
extremo (desfavoravel) que o valor observado, se Hy for verdadeiro. Geralmente é uma
das saidas fornecidas por softwares estatisticos. Considerando um nivel de 5%, se o p-valor

for maior que 5% o modelo se ajusta aos dados.

2.10 Bootstrap

Bootstrap ¢ um método de reamostragem proposto por Bradley Efron em 1979. Os
métodos de bootstrap sao uma classe de métodos de Monte Carlo nao paramétricos que
estimam a distribuicao da populacao por reamostragem. Existem muitas técnicas de
reamostragem que visam estimar parametros de uma distribuicao de interesse. Uma
vantagem em utilizar a técnica de reamostragem Bootstrap ¢ a generalidade com que
pode ser aplicada, pois requer que menos suposicoes sejam feitas. Outras vantagens
sao que geralmente fornece respostas mais precisas, além de favorecer o entendimento

(WASSERMAN, 2004).

Geralmente tomamos uma amostra aleatoria Xy, ..., X, de uma distribuicao Fx e cons-

truimos uma fungao 6 = g(Xy, ..., X,,) chamada estatistica da qual se realizam inferéncias
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sobre um parametro 6 da populacao. O método bootstrap repete esse procedimento uti-
lizando a amostra aleatéria como base para se construir uma distribuicao empirica F,

(JAMES et al., 2013). O algoritmo a seguir ilustra todo o processo.

Algoritmo Bootstrap:

1. Simule X7, ..., X} ~ F;

n

2. Caleule 6% = g(X7, ..., X7);

n

N
*

3. Repita os passos (1) e (2), B vezes e compute 0, 65.... 0%;

4. Calcule

B
N* 1 Nk N*
E-Pboot(e ) - m Z(eb - 9())2
b=1
em que HA;) = % f:1 é;k

Uma correcao para as estimativas bootstrap podem ser obtidas definindo

0 = 0" — vies

fazendo vies = éz‘) — é*, temos

6 =20" 0y,

Supondo que QAE*) e 0% sdo independentes e o erro padrao de 6 fica

~

EP() = \/4Var(0*) + Var(d;))

em que Var(0*) é o quadrado do E Py (6*). Para se obter uma estimativa para Var(ézﬁ))
se repete o algoritmo de bootstrap uma quantidade arbitraria C , tomando-se ao final do

.« A . A* A*
processo a variancia amostral de 0(.),1, e 9(')70.

Utilizamos essa técnica bootstrap para obter as estimativas e respectivos erros-padroes

de ajustes de densidades a conjunto univariados de dados.
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CAPITULO 3

Modelo Proposto

As nomenclaturas das classes e distribui¢oes propostas seguem o padrao proposto por
Brito (2014), fazendo uso dos Corolérios 3.1.5, 3.1.6 e 3.1.7.

3.1 Classe Weibull (6(1 — G),§ — Log(1 — G))

3.1.1 Modelo Funcional da Classe Weibull (§(1-G),§—Log(1-G))

Definimos a classe Weibull (§(1 — G),0 — Log(1 — G)), que é uma generalizacao da
classe proposta por Alzaatreh et al. (2013). Seja X uma distribuicao da classe Weibull
(0(1-G),5—Log(1—G@G)), temos, para x > 0, a seguinte fungao de distribui¢ao acumulada:

d—log(1-G(x)) .
Fg(x) = / A\ e= D gy
5(1-G(x))

_ o NEO-G@)) _ N (log(1-G@)’ 550 g (3.1)

?

Se G(x) for a fun¢ao de distribuicdo de uma varidvel continua, derivando-se F(x)

temos, para z > 0, a funcao densidade de probabilidade dada por:
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fo(x) = N06g(x)(5(1 — G(x)))?~ e CO-C@))"

+ 9/\(’]—1 —(é)(x) (0 —log(1 — G(x)))9_16_A0(5_109(1_G($)))9 (3.2)

3.1.2 Expansao da funcao de distribuicao e densidade da classe

Weibull (6(1 — G),d — Log(1 — G))

Podemos obter uma expansao da funcao de distribuicao da seguinte maneira.

Como,

> —1
W(y>: —\9(6—log(1—y))? Zak<y—6 ) , com O<y<1

em que

Logo temos que

Como

Portanto temos

o~ k j
0 9 k e —1Y\’ ‘
—A%(6—log(1-G(x)))® _ E E _1)J k—j

k=0 j=0 J
Como
N EO-G@)’ _ i (=1)2 X6 (1— G(x))*
- s!
s=0
€ como
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Logo temos:

e*/\g((i(lfG(:(:)))e _ Z Z <80> (_1)|8+Z )\sa(ssOGZ(m)

S

Portanto temos

Fo(z) = i OOO (39) ﬂw(ss@m@

SECpr (e o

Caso a distribuicao G(z) seja de varidvel aleatéria continua, temos fo(z) = Ff(z),

portanto

fole) =33 (59> % 059 2g(2) G (x)

3.1.3 Expansoes para os momentos de ordem m, momentos cen-

trais de ordem m e coeficiente geral da Classe Weibull

(6(1—G),6 — Log(1 — G))

Seja X uma distribuigao da classe Weibull (§(1 — G),d — Log(1 — G)), o m-ésimo

momento é dado por

23



S.

B = =33 (89) e /0 " ()G () da

= - [k e—1 > ,
ZZ() ( : ) (h=3) [ gl )
k=0 j=0 J 0

X s+z

=35 (7)o

s=0 2=0 o

EE O (5 e

(3.5)

Em particular, temos a seguinte expansao para a média, como p = pq, entao teremos:

LA (s (—1)5t*
= Z Z ( . ) —( 3)' )\59(5592’7'1,17,271

s=0 z=0
oo k j
e—1Y)’ .
DM WIS Co N v
k=0 5=0 €
A seguir, os célculos da expansao para os momentos centrais de ordem m.
Como
o = BIX = 0" = [ (o = )@
temos
. /m
ﬂmzz (7“)( 1) ot
r=0
Como

L)

s=0 z=0

_ i zk: ( ) (e - 1)j (k = )ty

k=0 j=0
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temos,

Hom = f: (T:) (=1 li :OO (29) %Awésazm_r,m_l
- i i (I;) ax(—1)! (e - 1>j (k — j)rm_r,l,k_j_ll . (3.8)

- EES () ()
S LS () (5 o 0

Em particular, temos uma expansao para a variancia dada por

© 1)st+z+r
Z Z (T) ( ) ( l' :ur)\se58027-27r,1,271

0 s=0 z

EELOOr e (o

r=0 k=0 j=0

H
=

I
NE

‘s

N

A expansao do coeficiente geral é obtida da seguinte forma

Como Cy(m) = — A& _ BE-W"] entdo temos
VAEI(X =)y o
7
Cy(m) = U_Z

Em particular, como C, = C,(3) temos que a expansao para o coeficiente de assimetria
para a classe Weibull (6(1 — G),d — Log(1 — G)) é dada por

em que
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3 oo o
3\ [s0\ (—1)5t=tr
b= (O () L s e
r=0 s=0 z=0 )
3 oo k j
3\ [k , e—1Y)’ ,
-2 (r) ( .)ak(—l)”rl/ < . ) (k= 3)T3—r1 ki1
r=0 k=0 j=0 J
e
2 oo 00
2\ [sO (—1)5t=t"
0_3 _ (ZZZ ( > ( ) ( >| Mr)\SO(SSQZTZ*T,l,Z*l
r=0 s=0 z=0 r z s
2 oo k , 3/2
2\ [k , e—1Y)’ _
333 () (v () 6 i)
=0 k=0 j=0 N/ \J
Similarmente, como C, = C,(4), temos que o coeficiente de curtose é dado por
M
C.= gy
em que
4 co 00
4\ [sO\ (=1)5t=t7 o
=3 () () L5
r=0 s=0 2=0 ’
4 oo k j
4\ [k , e—1Y\’ ,
Y () (Bavmw () e s
r=0 k=0 j=0 J
e

- 22: i Zk: (i) (lj) ar(=1)"" " (e ; 1)j (k — j)TQT,l,kj1>2 :
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3.1.4 Expansoes para a funcao geradora de momentos e a fungao
caracteristica da Classe Weibull (6(1 — G),§ — Log(1 — G))

Seja X uma distribuigdo da Classe Weibull (§(1 — G),d6 — Log(1 — G)), a fungao

geradora de momentos é dada por

I
NE
WE

M () <39>( S)!S+ZA89559 /0 " e ()G () da

z

(;‘“) ax(—1) (e - 1)j (k — 5) /Ooo e™g(2)G* 7 () dw

6 s+z
(S ) ( S)| )\595592Pt,1,z—1

w
Il
=)
w
i
=)

M
E

k=0 j=0

[
NE
NE

- i : (f) ax(—1)! (e ; 1)j (k = )Pt ik—j—1 (3.11)

e
i

0 5=0

Seja X uma distribuigdo da Classe Weibull (§(1 — G),d — Log(1 — G)), a fungao

carateristica ¢ dada por

o o0 SJrZ
Z Z <89) )‘S%Sé)zpim,z—l
s=0 z=0
0 k .
e— 1\’ ,
( ) —1) ( ) (k= 7)pit, 1 k—j—1 (3.12)
k=0 j=0 €

3.1.5 Funcao log-verossimilhanga da Classe Weibull (§(1—G),0 —
Log(1 - G))

A seguir, veremos a fungao log-verossimilhanca da classe Weibull (6(1—G),d—Log(1—

()). A fungao de log-verossimilhanga é dada por:

(&) = nlogh + nblog\ + log H [59(:@)[5(1 — G(z;))]0 eV BA-GEN

=1

* 1_9(—2?);@[6 —log(1 — G(x,))]P~te N l-tos1=C I (3.13)
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3.2 Distribuicao Weibull —Log (1— Log-Logistica)

Para § = 0, temos o caso particular, a classe Weibull-X que foi definida por Alzaatreh
et al. (2013). As propriedades desta classe estdao no Apéndice A. A funcao de distribuicao
acumulada da distribui¢do Weibull —Log ( 1— Log-Logistica) (WLLX) é dada por

—log 1—%
Fro(z) = / ( @) B)AO(At)G‘le‘(”)edt

(e (1(2)7) (3.14)

Y

emquezr >0,a>0,8>0,0>0e)>0. Neste caso utilizou-se a funcao de distribuigao
acumulada da Log-Logistica. Como G(x) é uma funcao de distribuigao de uma varidvel

continua, derivando-se Fyr(z) temos que a fun¢ao densidade de probabilidade é dada por:

o on(2)” " (Nog (1+ ( )) ~(eo(1()"))’
fro(x) = <1 T () 6) ’

emque, z >0, a>0,>0,0>0e)>0.

(3.15)

A seguir, apresentamos os calculos do desenvolvimento da expansao da funcao de

distribuigao e da densidade da distribui¢ao Weibull —Log (1— Log-Logistica).

Sejam G(x) = LL(x) = H(i),ﬁ e 0 = 0, logo substituindo na classe Weibull (6(1 —
G),d —log(1 — G)), temos que: )

5 (Nt $3 ot (S oo

k=0 j=0

Q
=
)
VS
—_
+
—~
|8
~—
=
N—
1
o
I
I3
o)
—~
<
= B
~
—~
—_
S~—
—~
|18
~—
—
=}
[05S)
@)
=+
=
O
w0
Q
o
@
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a1 5 O () 5070 )

k=0 j=0 1=0
oo k o0 . i
k\ (j—k : e—1\’ fa\-18
—1- ap(—17+ [ == (—) 3.16
222 ()0 () O e
k=0 j=0 1=0
Esta expansao nao € interessante para os calculos dos momentos, dessa forma fazemos
_ 2\~ 18
0 seguinte, como (g) - —log(e_(a) ), temos que

- ii () =rem™ (3.17)

=1 S8 ()1 () ()
=1- g;g (j) <J | k) ax(—1)*! (e - 1)322 (z) (—Zl)”e ()"

Como a distribuicao LL(z) é de variavel aleatéria continua, teremos frr(z) = Fj,(x),

portanto,

29



) =3 3355 (5 () () L ()

(3.19)

Podemos reescrever a expansao da densidade da seguinte forma

fw(z) = Z Z Z Z Z Cikdyzwha—1,5(T) (3.20)

em que

(k) (j — k) <z) ap(—1)7+v (e - 1)j
CjJﬂJJJ/ .
J [ v z e

IR
ho-1 5(z) = Vlﬁ(a’lx)”me_(a ')

A Figura 3.1 contém a funcao densidade de probabilidade variando os valores de «, 3,
A e 0. E possivel observar que os formatos sao variados, incluindo, exponencial, simétrica

e assimétrica positiva dependendo dos valores dos parametros.

RRRRRR
LA | N T |
LI I L 1}

o

3.0

Il
~~~000
ol Nop
TTTTT™
LU | | [ 1A
o ~0
PON® O
P>
L[ | | [ 1 A

Poocood

P AT S S

s

25

2.0

1.5

Densidade

0.0

Figura 3.1: Funcao de densidade de probabilidade variando os valores de «, 5, A e 6

A funcao de sobrevivéncia é dada por
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S(@) = 1 Fa) = e (roo(1+(2))" (3.21)

A funcao de risco é dada por

B0 (2)"" (MLog (1+ (g)ﬁ))e_1
Q (1 + (5)6

emquezr >0, a>0,6>00>0e)\>0.

h(z) =

: (3.22)

A Figura 3.2 apresenta a funcao de risco variando os valores de «, 3, A e 6. A funcao

de risco apresenta comportamentos constantes, crescentes e decrescentes.

o

RRRRKeR

IR
~o~so000
o=l Jop
T TTTTT™
o
oo ~0
PN O
R e
R
N
SR O CR
9o

Risco

Figura 3.2: Funcao de risco variando os valores de «, 3, A e

3.2.1 Expansoes dos Momentos, funcao geradora de momentos

e funcao caracteristica

Seja X uma distribui¢ao Weibull —Log (1— Log-Logistica), o momento de ordem r é

dado por

oo 0 X

E(X") = ZZZZZCJMW/ 2" go-1 ip(x)de

0 I1=0 z=1 v=0

=333 G 1475

k=0 j=0 1=0 z=1 v=0
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Em particular, temos o momento de ordem 1, a média que é dado por

I
Mw
WE

ey

k=0 7=0 =0 =

>

k=0 j

!

ZCJ k,l,zz// l‘gafl,ylg(l’)dl‘

1 v=0

> 1
Cikizval [1—!——}
2 G o

[
hE

O momento central de ordem 2, a variancia é dada por:

(o olENNe o lNe 9]

o~ k 0o
02 Z Z Z Z Z C],k,l,z v /0 M)an—l,yl,8<$)dx

k=0 j7=0 [=0 z=1 v=0

3y iZZCJ,k,mO‘ ( [”ﬂ‘ﬂ”ir)

k=0 j=0 =0 z=1 v

O coeficiente de assimetria é dado por

o k oo o _ 3
LRI 39 vy i C=0 RETE
k=0 =0

[e.9]

0o 00 00 . 4
Zzzgjk,l,zy/o (x /”L) ga—l,ulﬁ(a:)dx

41“[1 ]—Sfyma — 6p’0? — pt

k

)3 .
7=0 =0 z=1 v=0

k oo oo o

E § E § Cj,k,l,z v

ot

A fungao geradora de momentos é dada por:
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TRCED D) 3) 3D ) DTNy RELTRPHEIE

k=0 j=0 1=0 z=1 v=0
e = o T‘+1 m+1
:Z ZZZCjkm(lJr { D
o !
k=0 j=0 (=0 z=1 v=0 — Vlﬁm vip

A funcao caracteristica é dada por:

oo k oo oo o0 )
ZZZZZC]]{?ZZV €imga717yw($)da¢

k=0 j=0 1=0 z=1 v=0 0

© k oo oo o0 e aztr'i'l m4 1
%Z;ZZQMV(H;O )

7=0 z=1 v=0

3.2.2 Log-verossimilhanca

A fungao de log-verossimilhanga da distribuigao Weibull —Log (1— Log-Logistica) é
dada por:

[(0) = nlogB + nlogf + nlogh + (8 — 1) 2:; log (f) +(0-1) 2;: log (Alog (1 + (%)ﬁ))
_ gv (log (1 + (%)5»9 - gloga (1 + (2)6>

3.2.3 Funcgao quantilica

Invertendo a funcao de distribuicao obtemos a funcao quantilica da distribuicao 1" ~
WLLX («, 8, )\, 0)

(~log(1—p)*/? 1/8
t=Q(p) =« [e X - 1] : (3.23)

Com a funcao quantilica 3.23 obtemos 450 nimeros pseudo aleatorios da distribuicao
T ~ WLLX(a,5,\,6) com a« = 0,3, = 0,5, A = 1,2 e § = 1,5. Os parametros
estimados pelo método de méxima verossimilhanca: o = 0,139, = 0,448, A = 0,944 e
6 =1,786. A Figura 3.3 mostra o histograma com os parametros verdadeiros e estimados

da distribuicao Weibull -Log(1-Log-Logistica). A log-verossimilhanga para os estimadores
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de méaxima verossimilhanca foi 0,202 e para os parametros verdadeiros 0,205 mostrando

um bom ajuste pelo método de maxima verossimilhanca.

0.10
|

—— Densidade Verdadeira
— EMV

Densidade
0.06 0.08
Il Il

0.04
I

0.02
I

0.00
L

Figura 3.3: Histograma com os valores gerados, a densidade com os parametros verdadei-
ros e a densidade com as estimativas MV da distribuicao Weibull Log-Logistica X

3.3 Classe Complementar Weibull (0G, — Log(G))

3.3.1 Modelo Funcional da Classe Complementar Weibull (0G, j—
Log(G))

Definimos a classe Complementar Weibull (0G, d—Log(G)) que é uma generalizagao da
classe definida por Tahir et al. (2014). Seja X uma distribuicao da classe Complementar
Weibull (0G, 6 — Log(G)), a fungao de distribuicao acumulada é dada por:

d—log(G(z)) 0
Fo(z) = 1— /5 0

=14+ €—>\9(5—l09(0($)))9 _ 6—/\6(56'(1))9’ 0>0 (3.24)

Se G(z) for a fungao de distribuigdo de uma varidvel continua, derivando-se F(z)

temos a funcao densidade de probabilidade dada por:

fg(x) =9\ 2‘((2)) (5 — lOg(G(:L’)))9_16_)‘9(5—109(G(5E)))9 + )\9(59g(:c) ((5G($))9—16—)\9(6G(x))9

(3.25)
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3.3.2 Expansoes da funcao de distribuicao e da densidade da
Classe Complementar Weibull (6G, 0 — Log(G))

A seguir é apresentado os calculos da expansao da funcao de distribuigao e da densi-
dade da Classe Complementar Weibull (0G, 6 — Log(G)).

Como

W(y) = €—>\9(5—log(y))9 — Zak(y _ 6_1)k, com 0 < y < 1
k=0

em que

B w(k)e—l
TR
Logo temos que
oM (6-10g(G(x)))? _ Z ar(G(x) — e )
k=0

Como

Logo temos

Como

67)\9(66‘(1))9 _ Z (_1)8)\80589G59(.§C)

s!

Logo temos a expansao da fungao de distribuicao dada por

Fg(l’) =1+ ZZ (k) ak(—l)je_ij—j(x) — Z (_1)5)\89656G59<x)

|
=0 j=0 =0
Caso a distribuigao G(x) seja de varidvel aleatéria continua, teremos, fo(z) = Ff(z),
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portanto

k=0 j5=0 ‘7
_ f: (_1)8 /\3980550 ( Gs@—l 3.26
: ()G ) (3.26)
s=0 ’

3.3.3 Expansoes para os momentos de ordem m, momentos cen-

trais de ordem m e coeficiente geral da Classe Complemen-

tar Weibull (0G, — Log(G))

Seja X uma distribui¢ao da Classe Complementar Weibull (0G,§ — Log(G)), temos o

momento de ordem m dado por

k=0 7=0
_ i (_]‘)s )\5986559 /OO " (ZC)Gsail(iC)dl'
S' 0 g
s=0
53 (e
k=0 j=0 J
) _1)*
i Z ( S') A89805507r71750—1 (327)
s=0 ’

p=EX)= ZZ <k) ar(=1Y e (k= j) Tk
— (-1)°
B Z s!

s=0

/\89895897'171759_1 (328)

A seguir, os calculos da expansao para os momentos centrais de ordem m.

CcOo1mo
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Temos
/ - m
= 1 m—r
oy ; <r)( -
Como
oo k
= Z Z ( ) _] (k - j)Tm—r,l,k—j—l
k=0 j=0
= ]' s6 s6
Z )\ 500 Tm—r1,56—1
s=0 '
Temos,
m m oo k
£ (o SR G-
r=0 k=0 j=0
oo _1)*
— Z ( S') )\89395897-771—7",1,36—1]
s=0 ’

Portanto o m-ésimo momento central é dado por,

0% = iy = 22: i Zk: (3) (k> app” (—1Y e (k — j)Tomr1p—j

J

(_1)s+r5

Sl )\5039580MT72—T,1,59—1

|
[M]¢
)¢
VR
N
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(3.30)
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(3.32)



A expansao do coeficiente geral.

Como Cy(m) = \/g%(__“:;hm = P Centdo teremos
I
Cy(m) = U_:Z

Em particular, como C, = C,(3) teremos que a expansao para o coeficiente de assi-

metria para a classe Complementar Weibull (0G, 0 — Log(G)) é dado por

M
Ca="12
em que
3 00 k 3 k‘
=55 () (Bawsr 1 =i
r=0 k=0 j=0 J
3 0o 00
3\ (—1)**"
- ZZ ( ) ( )| )‘8039589MTT3—r,1,50—1
r=0 k=0 s=0 r ok
(§]

2 00 k
2\ (k -
= (S () (oo i ne
2 o0 oo 3/2
2 _1 s+r
333 () )
Similarmente, como C, = C,(4), temos o coeficiente de curtose:

My
c,=—
v

em que

ASE
I
[M] -

>

= (4 (—1)5FT
Z (7") %)\895958974—7@1,59—1

=0 k=0 s=0

T

=l

<
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2 oo
= (Z . ( )ak,u (— 1)]6_J(k_j)72—r,1,k—j—1
r=0 k=0 j=
2 oo o0 s-‘,—r 2
DB (T) wa)
r=0 k=0 s=

3.3.4 [Expansoes para a funcao geradora de momentos e funcao

caracteristica da Classe Complementar Weibull (§G,§ —

Log(G))

Seja X uma distribuigao da Classe Complementar Weibull (0G, § — Log(G)), a funcao

geradora de momentos é dada por:

Ei: ( > Te (k= ) prajp—j—1

)\5959(559,0t 1501 (3.33)

oo
k=0
oo
s=0

A funcao caracteristica é dada por:

ox(t) =) Z (f) ar(=1)’ e (k = ) piih—j

— Z — )\5939539/)“,1759,1 (334)
S:

3.3.5 Funcao de log-verossimilhanca e respectivas derivadas em

relacao aos parametros para a Classe Complementar Wei-
bull (§G, 6 — Log(G))

A seguir, é obtida a fungao de log-verossimilhanca da classe Classe Complementar
Weibull (0G,§ — Log(G)). A funcdo de log-verossimilhancga é, entao:
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0(\,0,€) = nlog b +nblog A+ Z log g(z;)
i=1

—1 G i
+log H OQ :IZ' €—>\9[6 logG(z;)]° G9 1($Z)59 —A(6G(:))?
=1

3.4 Distribuicao Complementar Weibull - Log( Weibull)

Para § = 0, temos o caso particular, que foi definido por Tahir et al. (2014). As
propriedades estao no Apéndice B. A funcgao de distribuicao acumulada da distribuicao
Weibull -Log(Weibull) (WWK) é dada por

= [
—log(1—e~(a=)B)
_ G—AG(—Log(l—e*W)ﬁ))@’ (3.35)

emquez >0, a>0,6>060>0eX\>0. Neste caso utilizou-se G(z) =1 — e~ (ax)’
que ¢é a funcao de distribuicao acumulada da Weibull. Os parametros g > 0 e 6 > 0 sao
de forma e @ > 0 e A > 0 sdo os parametros de escala. Como G(z) é uma fungao de
distribuicdo de uma variavel continua, derivando-se F'(z) temos a fungao densidade de

probabilidade dada por:

,8 Iﬁflef(ax)ﬂ

~(az)B
ey (—Log[L — el XN Redln T (3.36)
— e~ axr

f(z) =08)\a

emque, z>0,aa>0,6>0,0>0e)>0.

Sejam G(z) = (1 — e @”) ¢ § = 0, logo substituindo na Classe Complementar
Weibull (0G, 6 — Log(G)), temos que:

=1+ Z Z (?) ak(—l)jeiijij(x) . Z(_l)S)\sB(ssGGsG(l_)

k=0 j=0
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Como (1 — e~ (@) k=i = Y8 (") (—1)le He2)” 1ogo temos que

Fe() = kf: f: (k> a1y S (k: l—g) (1)t

0 7=0 =0
oo k k—j .
=D (k) (k ;j) a(—1)7 eI e
k=0 j=0 1=0 \J

Como a distribuigao G(z) ¢ de varidvel aleatdria continua, teremos fg(z) = Ff(z),

portanto

k—j

o k
fa(z) = Z Z Grabarrss p(@)
€m que Q]*kz = g,k,zw)‘) = (I;) (k?) ak(—l)jHH@*j € gall/5,6($) = lﬁaﬁﬂg*l@*l(m)ﬂ
A fungao de sobrevivéncia é dada por
—(am)®
S(x) =1— F(z) =1— ¢ N (Loglmem@07)7 (3.37)

A Figura 3.4 contém a funcao de densidade de probabilidade variando os valores de «,
B, A e 0. Verifica-se que a funcao densidade apresenta formas diferentes, como simétricas

e assimétricas positivas.
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- DosoNd
Poocood

Densidade
1.5

1.0

Figura 3.4: Fungao de densidade de probabilidade variando os valores de a;, 0 3,0 A e 0 6
A funcao de risco é dada por
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afON (ax)? ! (—Log[l — e—(ax)"])9—16—(ax)3—A9(_Log[l_e%az)ff])e
(1 — 6_(0‘90)5)(]_ — e—)\g(—Log(l—e*(az)ﬁ))B) )

hz) = (3.38)

emquer >0, a>0>0,0>0e)>0.

A Figura 3.5 apresenta a funcao de risco variando os valores de o, 5, A e 6. O com-

portamento da funcao de risco apresenta formatos crescentes, decrescentes e constantes.

RRRRRKRR
o

~~—000
ool Nop
TTTTT™
LU | | (A A
oo ~0o
PN~ O
e e

Poocood

P A S S

s

3
I

Risco
2
Il

Figura 3.5: Funcao de risco variando os valores de o, 5, A e 0

3.4.1 Expansoes dos Momentos, funcao geradora de momentos

e funcao caracteristica

Seja X uma distribuigdo Weibull -Log(Weibull), o r-ésimo momento é dado por:

=
|
<

BE(X")

M-

o0
C*j,k,z/ 2" gy g(x)de
0

= |l
()

Pl o~
ol

o, O©

My 11

g (ad'P)T [7“ ; 5}

=
Il
=)
.
Il
=)
o~
Il
o
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O momento de ordem 1, a média é dado por:

k

Z Z QERY /OOO TGase p(x)da

<

/"L:
7=0 I=
k

~
o

E
<

¢t (%) 71T {%]

00
k=0
00
k=0

j=0 1=0

A variancia é dada por

k=0 j=0 1=0 0
o) k k—j 1

-2 23 s (100 e [ 5] )
k=0 j=0 [=0

oo k k—j o 4
T — i
=333 Cans () st
k=0 j=0 1=0 0
k k—j

1 —4 4
C*j,k,z; ((Ozll/ﬁ) r [1 + B} — 3ypo® — 6p’0* — /L4>

Mg
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A funcao geradora de momentos é dada por:

o k k—j 00
MX(t) = ZZC*]kl/ 6 gall/ﬁﬁ )dl‘
k=0 j=0 1=0 0
o k kj . t?”Jrl m+1
=2 > D Cin L=
k=0 j=0 1=0 m=0 ozll/ﬂ) Bm!

A funcao caracteristica é dada por:

o k k—j 00
oxl) =333 / gy )i
k=0 j=0 (=0 0
Sy sy fme]
= Jkl
k=0 j=0 1=0 11/ﬁ> Bm! B

3.4.2 Log-verossimilhanca

Sejam X1, X, ..., X, variaveis aleatorias, independentes e identicamente distribuidas

seguindo WWK e € = («, 5, A, 0)'. A funcao de log-verossimilhanga é da seguinte forma:

o, 8,0, N) :nlogG—i—nlogB—l—n@loga—Z(&xi)’g—i—Zlog(:v Zlog axlﬁ)

n

-\ Z(—log(l O‘x’) +(0-1) Zlog —log(1 — el B))

=1
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3.4.3 Funcgao quantilica

Invertendo a funcao de distribuigao obtemos a funcao quantilica da distribuicao 7" ~
WWK (a, 3, A, 0)

/8

(~tog(p))'/?
A

t=Q(p) = |aPlog (3.39)

6<—zog&p>>1/9

Com a funcao quantilica 3.39 obtemos 450 nimeros pseudo aleatérios da distribui¢ao
T ~ WWK(a,5,\,0) com a = 0,6, = 0,8 X = 1,5 e 6 = 1,0. Os parametros
estimados pelo método de maxima verossimilhanca: o = 31,634, 5 = 0,399, A = 48,336
e =0,529. A Figura 3.6 mostra o histograma com os parametros verdadeiros e estimados
da distribuicao Weibull —Log(Weibull). A log-verossimilhanga para os estimadores de
maxima verossimilhanca foi de 0,222 e para os parametros verdadeiros 0,224 indicando

um bom ajuste apesar dos altos valores das estimativas de a e .

0.5

—— Densidade Verdadeira
— EMV

0.4

0.2

Densidade
0.3
Il

0.1

0.0

Figura 3.6: Histograma com os valores gerados, a densidade com os parametros verdadei-
ros e a densidade com as estimativas MV da distribuicao Weibull Weibull K

3.5 Classe Weibull (§(1 — G),§+G/(1 — G))

3.5.1 Modelo Funcional da Classe Weibull (6(1-G),d+G/(1-G))

Definimos a classe weibull (6(1—G),d+G/(1—G)), que é uma generalizacao da classe
desenvolvida por Bourguignon et al. (2014). Seja X uma distribuigao da Classe Weibull
(0(1—-@G),0+G/(1—@Q)), a fungao de distribuigao acumulada é dada por:
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5+G(x)/(1-G()) ,
Fo(x) = / M(A)0Le= (O gy
5(1-G(2))
G(zx)

0
_ NG _ (54195 L 6>0 (3.40)

Se G(z) for a funcao de distribuigdo de uma varidvel continua, derivando-se F(z)

temos a funcao densidade de probabilidade dada por:

fa(z) = M8%g(x)(1 — G(x))P e A" (A-C@)’

g(x) Gl@) \"" (o)’
MAGW <5+1_—G(x)) e (rem) (3.41)

3.5.2 Expansoes da funcao de distribuicao e densidade da Classe
Weibull (6(1 - G),0 + G/(1 — G))

A seguir, sao apresentados os calculos para a obtencao das expansoes da fungao de
distribuigao e densidade da Classe Weibull (6(1 — G),0 + G/(1 — G)).

Temos que

0 [ 1N\iv6j a —0j
N (5+G(z) /(1-G(2)))? _ (=1)’A 5 (z)
e ; ]! + 1 - G(x)

Se § > fg&)

N (5+G(z)/(1-G(x)))? _ = (—1)j)\9j G(z) "
e = E 1+
7! (1 —G(x))

= (=1 A%6% 3 (0];7) GF(x)6 %1 — G(x))7*

Al
j=0 J: k=0

oy P ("k{) ) S <_l’“) (~1)'GH ()

|
J: k=0 1=0

=0
00 9] —k -1 j+l)\9j69j—k
-5 () (F)e .
J,k,1=0

J!
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Se 6 < 1ok

[ 0+G@)/(1-G@)’ _ ; (-1};'/\93' 0 _C(;;Ex)) 7 [1 + —5(1 _ }
- i G e i (9105%
-3 (1) e -
_ j;io (913) %Gak(gg} g (’f ] Hj) (—1)'C(x)
Como

z
z=0
Logo temos
—)\9 (6(1-G(=z ))9 < ) )\89559Gz( )
s=0 2=0
Portanto,
( )
G(z)’
s+z
F ( ) )\89559GZ( )
j+l 0j 505—
(9‘7>< k) asll G’““(:c) (3.42)
2\ 7l
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( )

Para § )

I3

S

s+z
(Se) )\SQCSSGGZ( )
2=0

io () (" QJ)MGWW 8

|
3k J:

Caso a distribuicao G(x) seja de varidvel aleatéria continua, teremos, fo(z) = Ff(z),

portanto

()’

falz)=> )" SQ) (_i%ﬂvedsezg(x)@_l(a:)

s=0 z=0 c
(05 [k (—1)THN 50k _
— Z (k) < ] ) i (k + l)g(x)GkH 1(x) (3.44)
4,k,1=0 ’
Para § < 2@ temos

Fg(x) = Z Z Sj) (—i)!s+z X050 2 g(2)G* (2)
> ' 0\ (—1)H )09 gk _
— Z (913) (k | 9.7) %(@ 1 — k)g(z)GPHR1 () (3.45)

3.5.3 Expansoes para os momentos de ordem m, momentos cen-

trais de ordem m e coeficiente geral da Classe Weibull

(0(1-G),0+G/(1-G))

Seja X uma distribuicao da Classe Weibull (6(1 — G),d + G/(1 — G)), o momento de
ordem m é dado por:
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B(X™)

e L]
i

o
Pl
Il
o
VRN
>
S

WE
—~ 7
SERY

> —1)5t+= 00
Z 89 ( S)| /\365502/ meg<l')Gz_1(l')d£L'
: 0

)
(—k (—1)7H A% 505
)
(

l 7 (k+1) /OOO 2™ g(x)G* Y (z)d

e L]
i

<
x>
T
o
R
>~
N———

(K + DT, k+1-1 (3.46)

= e L[)e
M

E(X™) 59) ED™ g, /O " amg(2) G () de
(k Y ) (S )J;lw‘s (0 +1— k) /0 T () G ) d
)

k
1 s+z
(50 ( ) )\596892’7',—,17172_1

s!
0 k—46 1)3HE\0 5k
S () () 3
k,1=0 ’

|
<
o~
I
o
VRN
>
<

g I
o

W
OM8

l

s

Em particular, temos a seguinte expansao para a média:

Se ¢ > 7 ( ik temos
e s+z
- Z Z < ) )‘8958927'1,1,2_1
s=0 z=0
O 700\ [ =k\ (=1)It)\0950i—Fk
> (lj) ( l ) = | (k4 D711 k401 (3.48)
4,k,1=0 J:
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Se § < %, temos

z s!

- 07\ [k — 07\ (=1)7t\0igk
N Z (/j> ( l j) %(6‘7 + 1= k)Ti10j+1-k-1 (3.49)
0 !

0o 00 _1 542
on = E(X) = (89) —< ) /\8955627'17172_1
s=0 z=0

A seguir, os célculos da expansao para os momentos centrais de ordem m.

Como

Temos

Se ¢ > %, temos

= (80 (—1)5+>
Hmp—r = Z Z ( p ) %ASQ&SQZTm—r,l,z—l

s=0 z=0

0o 0i —k\ (—1)i+\05 50—k

Y ( /j)( z )( ) ] (k + D) Tonr1 i (3.50)
4,k,1=0 ’

Portanto, o momento central de ordem m ¢é dado por

m oo oo _1\s+=z
e 5 (o [ () vt

=0 s=0 z=0
- i\ [ —k\ (—1)7t\0i§0i—k
B Z <Ij) ( l ) — | (k + Z)Tmr,l,k+11]
4,k,1=0 J:
SAN 0 —1)stztr
- ZZZ <m> ’ )MTL)\S%S@ZTm_Hz—l
r z s! Ly
r=0 s=0 z=0
=\ - m\ (07 —k _1)dHT \0d §0i—k
B Z Z (T) (lj) ( l )’ur( : 0 (k 4+ D) Tom—r 1 fti—1 (3.51)
r=0 j,k,l=0 7!
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Se § < %, temos

Mo —r

Z Z (829) Fi%ﬂ)\se&sezﬂn—r,l,z—l

s=0 z=0

0 (07N [k — 05\ (=1)7tN0gk
i </j) ( ! j) %(9‘7 1= k)T 104181 (3.52)
3.k 1=0 J:

Portanto, o momento central de ordem m é dado por

m 0o 00 0 _ 1\s+z
=3 (M) [Z > () St

0
k—0 _1)iH gk
( l j) (T(Qj + 11— k) Ton—r1.0j11—k—1

2] -1 S+z+r
<S ) ( ) NTAseéseszfr,l,zfl

s!

~ O

Tm—r1,05+1—k—1

m> (9j> (k: - 9j) - (= 1)+ N (95 4 1 — K)o

l 5!

(3.53)
Em particular, temos que a expansao para a variancia:
2 oo o
2 st T(_l)s+z+r s6 s
A= 5 (0 (V) s
r=0 s=0 z=0
2 oo 00 . . . .
2\ (-0 — 1)k N0 ( + g
_ ZZ ( )( J)Mr( ) 4 ( J)TH,LkJrojq (3.54)
, r k gl
r=0 j=0 k=0

2. /2\ [s0 —1)st=tr
Z ( ) ( >Iur( ) ‘ )\3953027_27“17271
T z S

(2) (ej) <_k) H G ekl (B +DTo—riperi-1 - (3.55)

4!
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e 9 1)stz+r
(0250
=0 T S!

- k—07\ (=17 2\ (05 + 1 — K)ok
Z I ) - T2—r1,05+1—k—1
=0 7,k,l=0

7!

(3.56)

A expansao do coeficiente geral.

Como C,(m) = — A& _ BXW™] entio teremos
VAEI(X =)} o
7
Cym) = L

Em particular, como C, = C,(3) teremos que a expansao para o coeficiente de assi-
metria para a classe Weibull —Log(G) é dador por

sy
Ca="3

z s!

3\ (07 [—k )t \0d 50—k
(7’) <lj)( l )’ur( ) 5! (k + D731 411 (3.57)

o 0 —1)st=tr
Z <3> <S )Mr< ) )\3955927,37“1’271
r

2 a o STZTT
o= (Z > > <2> (Q) S M

s!
r=0 s=0 z=0
2 00 . . R 3/2
2 0 —k -1 j+l+7‘)\9]59_}—k
- (VO (R (k+ 7o erion (3.58)
, YAV TAW/ ;!
r=0 j,k,1=0
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3 oo 00
3 30 -1 s+z+r
'ué - Z Z (7") (Z) ( l| MTASQ(SSQZT?:—r,l,z—l
=0 2z=0
N o= 3\ (05 [k =05\ ,(=1)7FFNI(05 + 1 — k)6
o Z Z M m T3—r,1,0j+1—k—1
, , r)\ k l J!

(3.59)

2 oo 00
2 50 _1 s+z+4r
" (ZZZ () (7)o aen
‘ ‘ 3/2
L & (2 (65 (k= 05\ (=1 (95 4 1 — K)o /
_ Z Z Z I l 1 S To—r1,0j+1—k—1
. ) J-

(3.60)
Similarmente, como C, = C,(4), temos o coeficiente de curtose:
M
C, gy
em que
Se ¢ > fg()x), temos
4 oo oo
4\ (s0 (=1)st=tr
I r s6 ¢sf
=355 () (D) e
4 [e'e) . . . .
4\ (6 —k — 1)+ N0 50—k
— Z J ,U,T( ) - (]C + l)7—4—r,1,k+l—1 (361)
: r) \ k l J!
=0 j k,l=0
2 oo oo
2\ [(sO\ ,(=1)sF=F"
4 r s0 ¢sO
- (EEE (P
2 [e'e) . . R 2
2\ /6 —k _)dHAT \05 55—k
-2 / o (k+ D7 ks (3.62)
, r) \ k l J!
=0 j k,l=0
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4 oo 00
4 st (_1>S+Z+r rys0 s
ST () () s
s=0 z=0

s!

N o= (4N (05 (k—05\ (=170 + 1 — k)6
_ Z Z I l L Ta—r,1,0j+1—k—1

J!

(3.63)

2\ [0\ (—=1)5t=+"
(T’) ( P > ( ?9' /'LT/\se(;SQZTQ—'r,Lz—l

. . 2
20 X2\ (65 (k= 05\ (1) (0 4 1 — K)o
- Z Z Z )\ & I H To—r,1,0j+1—k—1

J!

(3.64)

3.5.4 Expansoes para a funcao geradora de momentos e funcao
caracteristica da Classe Weibull (0(1 — G),d + G/(1 — G))

Seja X uma distribuigao da Classe Weibull (§(1—G), d+G/(1—G)), a fungao geradora
de momentos é dada por:

Se § > 1_ng)x), temos

[e o lNe ) 59 (_1)s+z 0 <50 [e') ” -
Mx(t) = ZZ ; ol AP0z e g(x)G* N z)dx

s=0 z=0 : 0
o ; _  1\jHI\05 50—k 0

4,k,1=0 k ! J! 0

- Z Z ( ) ( )| )‘895892,07&,1,2—1

s=0 z=0 < s

> 07 —k\ (—=1)it+l)\05 50—k
> (Ij) ( l ) = j1 (k + Dpra ki (3.65)
4,k,1=0 :
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)\59589Z/ emg(:zs)Gz_l(x)dm
0

!

) J+iN05 Sk %) .

])()—Aé(ej + | — k)/ etmg(l')Gej+likil($)dx
0

|

g!

o0 s+z

[
Z Z Sj) <18—>\895892pt,1,z—1
s=0

z=0

- 0 k—60 1)i+ )05 5k

Z ( ]> ( l J) %(9] + 1= k)pr10j+i-k-1 (3.66)
k,l=0 :

A fungao caracteristica é dada por:

My(t) = i i (f) (—18)
_jg:o (0}9 (k: 0
- )

J

Se 0 > 5 ( 5, temos

(e lNe ) SQ (_1>s+z 0 b [e’9) Zm -
¢X(t):zz . o A70% 2 i g(2)G* Y (x)dx
s=0 z=0 :
> N [ — 1)+ )0 g0~k o
_ Z <9]) ( k’) ( ) )\ 0 (k i l)/ ezt:cg(x)Gk+l_1(I)dI
3,k,1=0 k l J! 0
- Z Z ( ) ( >; )‘seése'zpit,l,z—l
s=0 z=0 < s
0 07\ [—k\ (=1)ITI\0 50—k
- Z <[j) ( [ ) = ;1 (k + Dpit,1 i1 (3.67)
3,k,1=0 :
Para § < 10((;()93)7 temos

¢X(t)zzz s6 (—1)'S+Z/\39550Z/000 it g(x) G~ 1( \dz

9]) (— )J—H)\G](sk

! 05 +1— k‘)/ e g(x) GO (1) da
: 0

|
)|
<

s=0 z=0
(05 [k — 05\ (—1)i+ gk
B Z (lj) I j) %(Q] + 1= k) pit,1,0+1-k-1 (3.68)
Gk =0 -
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3.5.5 Funcao de log-verossimilhanca e respectivas derivadas em
relagao aos parametros para a Classe Weibull (§(1 —G), 0+
G/(1-G))

A seguir, é obtida a fungao de log-verossimilhanga da classe Weibull (§(1 — G),d +

G/(1 — @G)). A funcao de log-verossimilhanca é, entao:

n

((X,0,6) =nflog X +log | [ 8%g(x:)[1 — Gla;))f~te A" I1=C
i=1

T bg(x) G(x:) 17" fseCe]’
A eim] |

i=1

3.6 Distribuicao Weibull Weibull /(1 — Weibull)

Para 6 = 0, temos o caso particular, a classe Weibull-Z, proposta por Bourguignon et
al. (2014). As propriedades estao no Apéndice C. A funcao de distribui¢ao acumulada da
distribuigao Weibull Weibull/(1 — Weibull) (WWZ) é dada por

1-c(on)?
OC(IJ/B
Flz) = / LN gy

0

6
N (3.69)

emquex >0, a>0,8>0,60>0e)>0. Neste caso utilizou-se a funcao de distribuicao
acumulada da Weibull. Como G(z) for a fungao de distribui¢ao de uma varidvel continua,

derivando-se F'(z) temos a fun¢do densidade de probabilidade dada por:

—(azx) e—(ax)p

6—1 AN
B—1 1 — f(ax)ﬁ yof 1—e(az)
O a— ( . ) () (3.70)
(&

emque, z >0, a>0,0>0,0>0e>0.

Temos a seguinte expansao para a funcao de distribuicao acumulada,

O /=07 (—1)itk )\ '
folo) =1- ( kj) %(1 e hake
=0 k=0 J:
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Como (1 —e~(o® )k+9] > im0 (HGJ)( 1)’6_1(“)5, logo temos que
= (=05 ()TN SN K+ 0 _
Fo(r)=1-3_ 3" ( kj) ) ( l ])<—1>le o)
j=0 k=0 J: =0
e _ej k+0.7 ( )j+k+l}\6] —l(ax)®?
- () C) T
§=0 k=0 1=0

Como a distribuigdo G(z) ¢ de varidvel aleatéria continua, teremos fg(x) = Ff(x),

portanto

fa(z) = Z Z Z C;z,lgall/ﬁ,ﬁ(x)

= Gl = () () e

)8
J! '
A Figura 3.7 contém a fungao de densidade de probabilidade variando os valores de

= [falrfleow

em que (. € gopr/5 ()

a, B, A e 0. Verifica-se que a funcao densidade tem formas diferentes quando se varia os

valores dos parametros, apresenta formatos simétricos e assimétricos positivos.

o

ascesar
LI | | [ 1 R
~~~000
oLl Nop
T TTT™
LU | | [ A
e e

(I | T [

Poocood

P AT S S

PO ND o
@i

oo ~o =0

Densidade

| =

T T T T T
0.5

0.0

Figura 3.7: Funcao de densidade de probabilidade variando os valores de o, 0 5,0 A e o 6

A fungao de sobrevivéncia é dada por

N (ewwﬁ_l)"

S(z)=1-F(x) = (3.71)
A funcao de risco é dada por
h(z) = afON (ax)P~ (e0®)” — 1)~ 1elee)’ (3.72)
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emquexr >0, a>0>0,0>0e)>0.

A Figura 3.8 apresenta a fungao de risco variando os valores de «a, 3, A e 6. A
fungao de risco apresenta comportamento constante e crescente dependendo dos valores

dos parametros.

30
I

o

L0090
o= Nod
TTTTTT™
ce—ro o
OO N = o
P
Pocood
i L L
o SIS
9o

=== =
HESEENAES

25
I
KRR

20
I

Risco
15
Il

Figura 3.8: Funcao de risco variando os valores de «, 3, A e

3.6.1 Expansoes dos Momentos, funcao geradora de momentos

e funcao caracteristica

Seja X uma distribuicdo Weibull Weibull/(1 — Weibull), o momento de ordem r é
dado por

BX) =33 3¢ / T g )

=0 k=0 =0

X & . 1
=222 Camgpyt [“%]

o8



O momento de ordem 1, a média é

ki
M2

ZZ **Jkl/oooxgall/ﬁvﬁ(m)dx

7=0 k=0 [=0

A A s 1
=33 S g 14

7=0 k=0 [=0

A variancia é dada por

j=0 k=0 =0
I ! 112
555 o (3] o]

7=0 k=0 (=0
- ZZZCM% ((@ll/ﬁ) r [1 + ] —3po” —p )
7=0 k=0 =0 g

O coeficiente de curtose é dado por

0o 00 00 00 - 4
V2 = ZZZC**j,k,z/O (:v - M) I/ g(w)dx

7=0 k=0 =0
[e BN SlNe ) » 1 B 4

:ZZZC Gkl 3 ((allm) ‘T lHB] — 3mpo’ — 6p’o —u)
7=0 k=0 =0 g
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A funcao geradora de momentos é dada por:

ZZZC**]ICZ/OOG gall/,ﬁﬁ x)dx

§j=0 k=0 =0 0

o oo oo r41
:ZZZC**M 1+Z "~ F{m+1}

j=0 k=0 =0 11//3) Bm! 8

A funcao caracteristica é dada por:

o
WE
NE

00
01
00

*k &0
Cgkl/O € g g(x)dx

** 1t)r+1 [m —+ ]_:|
gkl r
m=0 a11/6> Bm/! B

.
Il
o

k

> D

k=0 1

Il
o

I
L[]
A*DM8

3.6.2 Log-verossimilhanca

Sejam X1, X», ..., X, variaveis aleatorias, independentes e identicamente distribuidas

seguindo WWZ e £ = (a, 8, A, 6). A fungdo de log-verossimilhanga é da seguinte forma:

((a,8,0,)) = nlogf + nflog A+ nlog B+ nBloga+ (B —1) > log(z;) + Y (ax;)’
i=1 i—1

| — p—taa)?\"h » 1 — p—laa?\’
— o (om; . — ¢ (om;
+ Z lOg ( —(az;)P > B Z A ( e—(azi)ﬁ >

=1

60



3.6.3 Funcao quantilica

Invertendo a funcao de distribuigao obtemos a funcao quantilica da distribuicao 7" ~
WWZ (o, B, A, 0)

log(1—p) \ 1+/#
t= Q) = ] e 0 (3.73)

«

Com a funcao quantilica 3.73 obtemos 450 nimeros pseudo aleatérios da distribuicao
T ~ WWZ(a,B,\,0) coma = 0,3, = 0,5, A = 1,2 e 0 = 1,5 Os parametros
estimados pelo método de maxima verossimilhanca: o = 0,259, 5 = 0,395, A = 0,858 e
0 = 1,264. A Figura 3.9 mostra o histograma com os parametros verdadeiros e estimados
da distribuigao Weibull Weibull/(1—W eibull). A log-verossimilhanga para os estimadores
de maxima verossimilhanca foi de 0,199 e dos parametros verdadeiros 0,302, indicando

um bom ajuste de maxima verossimilhanca.

0.30
|

—— Densidade Verdadeira
— EMV

0.25
I

0.20
I

Densidade
0.15
Il

5

I\

Figura 3.9: Histograma com os valores gerados, a densidade com os parametros verdadei-
ros e a densidade com as estimativas MV da distribuigao Weibull Weibull /(1 — Weibull)

0.

0.00

3.7 Classe Complementar Weibull (6G,0 + (1 — G)/G)

3.7.1 Modelo Funcional da Classe Complementar Weibull (§G, 6+
(1-G)/G)

Definimos a classe complementar Weibull (0G, 0+ (1—G)/G), que é uma generalizagao
da classe Weibull-Y proposta nesta tese. Seja X uma distribui¢ao da Classe Complemen-
tar Weibull (6G,d + (1 — G)/G), a fungao de distribui¢do acumulada é dada por:
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0+ (1-G(z))/G(z) )
Fo(x) = / A(A)I L= gy
0G(x)

_ 4 e N EHA-CE)/CE) _ NEC@) g > (3.74)

Se G(x) for a funcao de distribuicdo de uma varidvel continua, derivando-se F(x)

temos a fungao densidade de probabilidade dada por:

fa(x) = X’ g (5+ 1;;’(—(;()1;)) _le X0 (541584

+ M\6%g(2)(G(x))? e 0G@)? (3.75)

3.7.2 Expansoes da funcao de distribuicao e densidade da Classe
Complementar Weibull (0G,6 + (1 — G)/G)

A seguir, os célculos para a expansao da funcao de distribuicao e da densidade para
a Classe Complementar Weibull (6G, 4§ + (1 — G)/G).

Como
N (5+(1—G(z))/G(z))? - (‘DZX% 1 - G() g

e N +H1-G@)/G@)’ — § 5 5L
=0 '

I_G?w()x ) temos

N (6+(1-G(2) /G () :i J)J’J [1+1(5_G—((;;;;)rj
S ) ]

T

7,k=0 =0

> 0 kN (—1)7+i\0i 50—k _
-3 (1)) e
4,k,1=0 J:
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1-G(x)
Se § < EOR temos

—X(5+(1-G(x))/G(x))? _

(&

SRl

« 4! G(z

(
)
(—1?j/\9j {1 E}g()x)]ej i (9}5) SEGH(2)(1 — G(x))~*

|
J: k=0

|
0 J: 1=0

EC) e

I
3.k, 1=0 J:

M

J

Mg L[]

2
iy

Como

e—)\e(éG(x))G _ Z(_l)S)\s@(ss@Gse(x)
s=0
Logo temos, a seguinte expansao da funcao de distribuicao:

1-G(x)

Para 6 > Gy temos
=~ (05 (K (—1)7TIN%g0k -
Fo(z) =1+ ;0(k><l) i G R ()
k=
> (=135 () (3.76)
s=0
Para 0 < 18%;(; ) temos

Fo(z) =1+ i (0/;7 ) (ej l_ k) —(_1>j+.lw5k GFH=03 ()

4.k, 1=0 J!
D (=1 A5G () (3.77)
s=0
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Caso a distribuigdo G(z) seja de varidvel aleatéria continua, temos fg(x) = Ff(x),

portanto
Para § > 2 G( ()),temos
=2 (05 [k (=1)7HN0 50—k ke
e = > (V) (1) T - e @)
jk:l 0 J:
—Z 1)° X960 g(2) G0~ () (3.78)
Para § < =6 ), temos

G()

) = 3 () (M T L gt

|
jkl 0 J:

- Z 1)°X06%0 g (2)G*0~ () (3.79)

3.7.3 Expansoes para os momentos de ordem m, momentos cen-

trais de ordem m e coeficiente geral da Classe Complemen-
tar Weibull (0G,d + (1 — G)/G)

Seja X uma distribuicdo da Classe Complementar Weibull (0G,0 + (1 — G)/G), o

momento de ordem m é dado por

G(z)
( j , temos

g!

E(X™) :j,gzo (9}5) (?) (_1)]-“59]459]'_;6(1_]{) /Ooox g(z)G7F Y (z)dx

- (—1)8/\5959589/ 2™ g(x)GO (x)da
=0 0

S

= (05 [k (—=1)7H\0 50—k
= Z (kj) (l) ( ) 7 (l - k’)Tm,l,l—k—l
4.k, 1=0 J:

= (1PN 506 7,1 01 (3.80)
s=0
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G(z)
Para § < 2 G(x) , temos

E(X™) = f: (ij) (ej ; k) M(k +1—0j) /0 () G (1) d

J,k,1=0 7
DN [ amg(a) G @)
s=0 0
— (05 (65 — K\ (—1)7T N\ " :
_ Z (;) ( J : )%(l{: + 1= 07) T kri—0j—1
jkl 0 r
_ Z 1) A*506°07,, 1 501 (3.81)

Em particular, temos a seguinte expansao para a média:

Para § > 2 G( ()), temos

p=EX)= i (01;‘7) (l;) <_1)j+l'/\9j56j_k (= Fk)T110-k1

|
jkl 0 J:

— Z /\89805 T1,1,s60—1 (382)

Para § < 2 G( ()), temos

(09 (07 — K\ (—1)7H N5k
=F(X)= -~ (k+1-0
M ( ) ];O(k>( l ) ( + .])Tllk‘-H —05—1

4!

- Z )\80895 T1,1,50—1 (383)

A seguir, os célculos da expansao para os momentos centrais de ordem m.

Como

Temos
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1-G(x)

Gy temos

Entao, se 6 >

> 04 kN (—1)9+)\0i 50—k
Hm—r = Z (lj) (l) ( ) (l - k>7—m—7‘,1,l—k—1

j!

=) (1) A505 7 w01 (3.84)
s=0

Dessa forma,

=S () [ ()0 I

r=0 3,k,1=0

- Z(—1)8A5959559¢mr,1,891] (3.85)
s=0

Portanto, o momento central de ordem m é dado por

OO 2
=0 ’

- Z Z m) (_1)S+TMT>‘89895897—m—T,1,56'—1 (386)

1-G(x)
Se § < Gla) o temos

> 07\ (07 — k\ (=1)7t\0igk )
Ly = Z (lj) < J l )L(k’ +1—05) Tr 1 kri—0j—1

|
4,k,1=0 J:

=) (=1 X007 1 001 (3.87)
s=0

66



, L (m (05 (05 — K\ (—1)7HN0I sk ,
Moy = Z (r)(—l)rﬂr [Z (k])( jl >%(k+l_QJ)Tm—T,l,k—s—l—Qj—l

j ke, =0

- Z 1)° X0 5007,y 1,50 1] (3.88)

Portanto, o momento central de ordem m ¢é dado por

=Y i () () L = s
ZZ( > ) A 50507, L1 (3.89)

Em particular, temos que a expansao para a variancia:

I_G?z()gg ) temos

45 5 )

r=0 j,k,I=

(2
Z ) SJFT r)\SGSG(SSQTQ r,1,s60—1 (390)
r

=0 s=

<

2 [e]
, 2\ (07\ (07 — K 1)7+EN07 5F
02:u2: E E (T)(k)( I )%(kﬁl—l—@j)ﬁ r,1Lk+1—05—1

2
( ) (=) X505 19 1 001 (3.91)

WK

A expansao do coeficiente geral.

Como Cy(m) = \/g([();_”}j;hm = E[()i_;”)m}, entdo teremos
Hom,
Cy(m) om
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Em particular, como C, = C,(3) teremos que a expansao para o coeficiente de assi-

metria para a classe Weibull —Log(G) é dador por

M
C, = g
em que
Para § > 18?;(;: ) temos
3 e’} . . . .
3\ [0 E\ (—1)7+t\03 50—k
b= 5 () () () - e
=0 j,k,1=0
3 o 3
— Z ) (—1)S+TMT>\8989(5897'3,T’1’59,1 (392)
r=0 s=0 r
e

o= (Z 2 (0T 0

3 00 . . . .
, 3\ [0\ (05 — k\ (—=1)7T\0 5" )
Hs = Z Z (r) (k> ( I )(%(k +1— 9])7'377",1,%179]'71

) (—1)S+r,u7‘)\89895807'3_7«71,59_1 (393)

|
WE
< W

2 [e'e) . . . .
2\ (07 (07 — K\ (—1)7T\035F .
03 - (Z Z <7n) (;j) ( / l )%(/@ +1— 0])7_2—r,17k+l—0j—1

r=0 j,k,1=0
2 o] 92
-3 ) (T> (—1)8+mu893658972M,sg1) 3/2 (3.94)
r=0 s=0
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Similarmente, como C, = C,(4), temos o coeficiente de curtose:

Ly
C.=—
ot

4 [e'e) . . . .
, 4 @] k -1 ]+l)\6]59]—k
Py = Z Z (7’) <k) (l> 1) ! (I =) Ty—ppi—p—1

r=0 7,k,1=0
4 [e’e) 4
- Z r) (=1 X500 T4 1 001 (3.95)
r=0 s=0
e
2 00 . . . .
2 0 k (—1)7“)\0359]_"3
t= L= )Tyt i
’ (gjkzlzo @(k)(l) T U Bt
2 0 2 2
o Z Z (7") (_1)S+T:ur)‘89595507—2—r,1,59—1>
r=0 s=0
Para 0 < 1;@5; ) temos
4 0 . . . .
4\ [0 07 — k\ (—=1)ITI\0 5k .
:uil = Z Z (r) (lj) ( J ; )%(k + [ — 9.7)7-477',1,k+l79j71
r=0 5,k,1=0 :
4 (o) 4
- Z r) (_1)$+TMT)\59895$67'4—T,1,59—1 (3.96)
r=0 s=0
e
2 o) . . . .
2\ (07 (07 — k\ (—1)7T\095F .
ot = Z Z < ) ( j) ( ’ )#(k + 1= 07)Tor1 kri-6j-1
r=0 4,k,1=0 " k ! J:
2 [e’s) 2
- ZZ (r) (_1)S+TMT)\59595807'2r,1,se1) 2 (3.97)
r=0 s=0
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3.7.4 Expansoes para a funcao geradora de momentos e a fungao
caracteristica da Classe Complementar Weibull (0G, §+(1—
G)/G)

Seja X uma distribuigdo da Classe Complementar Weibull (0G,d + (1 — G)/G), a
funcao geradora de momentos é dada por:

1-G(z)
G(z)

Para 6 > , temos

Mx(t) = kio (?) (I;) (AP ANSH (I—k) /0 h e g(2)GF Y (z)da

7
k= J:

—Z(—I)SASGS%SG/ e g(2) G0 (x)dx
0
(07 (K (—1)7HN0 5%k
= Z (/j) <l) ( ) (l - k)/)t,l,szq

J!

= (=1 X505 py1,501 (3.98)

1-G(x)

Gla) temos

Para § <

!

o0 , . 1\ OGSk o0 :
Mx(t) _ Z ((9]3) (9] : k) (1)—)\5(]{ + [ — 0])/ etxg(x)Gk—l—l—Gy—l(x)dx
4,k 1=0 0
- Z(—l)s)\5939539/ e g(x)G*0 (z)dx
s=0 0

20 (05 (05 — K\ (—=1)TTIN\0 gk |
- Z <lj)( ]l )L(k+l_0j)pt,l,k+l—0j—1

|
Jk=0 T
[e o]

=) (=1 N505% pyy s (3.99)

s=0
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A fungao caracteristica é dada por:

1-G(x)
Para 6 > Gl temos

=N (05 (K (—=1)7HN0I 50—k
Px(t) = Z (/j) (l>( ) il (L= K)pitgi—k—1

Gk I=0
= (1) X505% piy 1 50 (3.100)
s=0
Para § < 1—0?35;:)7 temos

2 (07 (0] — Ek\ (—1)7 N0 5k ,
CbX(t) = Z (/j) < J I )L(k‘—l— [ — 9])P¢t,1,k+l—€j—1

|
4.k, 1=0 J:

=Y (=1 X505 pie 1501 (3.101)
s=0

3.7.5 Funcao de log-verossimilhanca e respectivas derivadas em

relacao aos parametros para a Classe Complementar Wei-

bull (5G,5 + (1 — G)/G)

A seguir, é obtida a funcao de log-verossimilhanga da classe Weibull (1 — G)/G Ge-

neralizada. A funcao de log-verossimilhanca é, entao:

Og(xi) [ 1=G)]"" wofsrigg)’
G%w)k <x%>} N

+ 87g() GO (wi)e )|

(X, 0,€) =nflog A+ log ] |
=1

3.8 Distribuicao Weibull (1 — Weibull) /W eibull

Para 6 = 0, temos o caso particular, a classe Weibull-Y, proposta nesta tese. As
propriedades estao no Apéndice D. A funcao de distribuigdo acumulada da distribuicao
Weibull (1 — Weibull)/Weibull (WWY) é dada por
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[e.e]

F(z) = AN e O gy

87(&1)[3
1_5—(ax)5

_ ev(l«;jz)jﬁ)g (3.102)

emquez >0,a>0,6>0,0>0e)\>0. Neste caso utilizou-se G(z) = 1—e (@@ que é
a funcao de distribuigdo acumulada da Weibull. Como G(x) é uma fungao de distribuigao

de uma varidvel continua, derivando-se F'(x) temos a funcao densidade de probabilidade

dada por:

Ble—(o)” ) \'TV o etem? '
f(ZE) = Q/@)ﬁaﬁ ° (1 ¢ e A (175*(0@)‘3)

(1 _ e—(am)B)Q e—(az)f

Sejam G(z) = W (x) = 1—e~ (@’ ¢ § = 0, logo substituindo na Classe Complementar
Weibull (0G,6 + (1 — G)/G), temos que:

—_

— j+k)\ej k— 9] - 560 ¢s0 vs6
+ZZ<)—G ) =Y (1) A5G (x)

7=0 k=0

Fiv(z) = (5)—( PN (1 eton? it
=0 k=0 J:

Como (1 — e~ (@2)” k=05 — Yoo (kflej) (—=1)le 1" logo temos que:

7=0 k=0 ‘]'
j=0 k=0 =0 k ! ‘7'

Como a distribuigdo W (x) é de variavel aleatéria continua, teremos fy (z) = Fy, (),

portanto

fw(z) = Z Z Z Griarss p(x)

j=0 k=0 1=0
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koK j —0j5\ (—1)IHhHIH1NG -1, —l(az)?
em que (737 = Gra(0A) = (913) (k ZOJ)HT e ganse p(x) = [BafzP—1eton)
A Figura 3.10 contém a funcao de densidade de probabilidade variando os valores de
a, B, A e f. Verifica-se que a funcao densidade apresenta formas simétricas e assimétricas

positivas e negativas quando varia-se os valores dos parametros.

B — 0=028=051=12,0=15
— 0=06B=1.1,1=150=2
— 0=07,=08,1=24,0=2
o — a=1,,p=1.7,1=1.8,0=3
a=1.18=051=1.2,0=15
— a=15p=08,1=2,,0=15
2,
kel
(2]
c
o v |
S 2
<
w
3
o | _
3

Figura 3.10: Funcao de densidade de probabilidade variando os valores de «, 3, A e 0

A funcao de sobrevivéncia é dada por

o (KO (—1)FEFT\R 1
S(x)=1—F(z)=1- ZZ ( , >% (1 — W(x; (kO —i—j)ﬁ,ﬂ)) . (3.103)
A funcao de risco é dada por

(71)k+j+1)\k9

S0 oo (1) 2R w (s akd + )7, )
L= 5 T () S (1= Wiaia(ko + )%, 5)

h(z) = , (3.104)
emquezr >0, a>00>00>0e)\>0.

A Figura 3.11 apresenta a funcao de risco variando os valores de «, 5, A e 6. A fungao
de risco apresenta forma de U invertido, decrescente e constante dependendo dos valores

dos parametros.
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Figura 3.11: Funcao de risco variando os valores de «, 3, A e 0

3.8.1 Expansoes dos Momentos, funcao geradora de momentos

e funcao caracteristica

Suponha que X ~ WWY (a, 8, A,0). O r-ésimo momento é dado por:

=33 Gt {1 i 51
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A variancia é
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A fungao caracteristica é dada por

:Z Zqz*l/o e “Goyise g(x)dz

7=0 k=0 [=0
=33 g |1 3 e[
§=0 k=0 1=0 = all/f}) Bm! B

3.8.2 Log-verossimilhanca

Sejam X1, X, ..., X,, varidveis aleatérias, independentes e identicamente distribuidas
seguindo WWY e & = (o, 5, A\, 0)". A funcdo de log-verossimilhanca é dada por:

o, B,0,\) =nloga+ nlogf +nlogh+nlogA+ (6 — 1)Zlog(axi)

—(0+1) ilog (e(a‘”i)ﬂ — 1) + i(aml) — )\ ( az)” _ 1> _9.
i=1

=1
3.8.3 Funcao quantilica

Invertendo a funcao de distribuigao obtemos a funcao quantilica da distribuicao 7" ~
WWY (a, 5, )\, 6)

[log(1+ (=A""log(p)) ")/

t=Q(p) = (3.105)

Com a funcao quantilica 3.105 obtemos 450 niimeros pseudo aleatoérios da distribuicao
T ~WWY (a,B,)0) coma=0,3,=0,5,A=1,2e0 = 1,5. Os parametros estimados
pelo método de maxima verossimilhanca: o = 1,108, f = 0,336, A = 2,777 e 6 = 1,798.
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A Figura 3.12 mostra o histograma com os parametros verdadeiros e estimados da
distribuigao Weibull Weibull Y. A log-verossimilhanga para os estimadores de maxima
verossimilhancga foi de 0,138 e para os parametros verdadeiros foi de 0,143, mostrando um

bom ajuste de maxima verossimilhanca.
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Figura 3.12: Histograma com os valores gerados, a densidade com os parametros verda-
deiros e a densidade com as estimativas MV da distribuicao Weibull Weibull Y
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CAPITULO 4

Aplicacoes

4.1 Aplicacao 1: Dados Simulados

4.1.1 Weibull -Log(1-Log-Logistica)

Seja & = (a, (3, A, 60) os parametros da distribuicao Weibull -Log(1-Log-Logistica)
(WLLX). Foram simulados 450 valores da distribuicado WLLX com o« = 0,3, 5= 0,5,
A= 1,2, § = 1,5 para testar a adequacao da distribuicao proposta. Ajustou-se, aos
dados, a densidade com os parametros verdadeiros, sua estimativa de maxima verossimi-
lhanga (EMV) via algoritmo de estimacao BFGS para os dados, se repetiu a simulagao
de méaxima verossimilhanca 1000 vezes utilizando reamostragem bootstrap e bootstrap
corrigido. O cédigo R utilizado esta no Apéndice E. Na Figura 4.1 se pode observar o
histograma e os respectivos ajustes para os dados. Verifica-se que os ajustes dos EMV,

bootstrap e bootstrap corrigido estao semelhantes.
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Figura 4.1: Histograma para 450 valores gerados de uma distribuicao WLLX com o =
0,3;6=0,5A=1,2;0 =1,5 e os ajustes para os dados

A Tabela (4.1) apresenta-se os valores dos parametros verdadeiros, as estimativas de
maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados e os respectivos
erros-padrao entre parénteses. O teste de Wald, para os EMV, ao nivel de significancia
de 5% para Hy : « = 0 contra H; : a # 0, Hy : A =0 contra H; : A #0e Hy : 6 =0
contra Hy : 0 # 0, apresenta valores da estatistica do teste menores que 2, assim rejeita-se
Hy, entao as estimativas de a;, A e # nao sao significativas. Para o parametro (3, obteve-se
o valor de W = 2,68, logo a estimativa de méxima verossimilhanca de 8 é significativa
ao nivel de 5%. As estimativas pelo método bootstrap e boostrap corrigido sao todas

significativas, ao nivel de 5% pelo teste de Wald.

Tabela 4.1: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

Q 15} A 0

Parametros 0,3 0,5 1,2 1,5
EMV 0,119 (0,353) | 0,439 (0,164) | 0,911 (0,606) | 1,845 (1,105)
Bootstrap 0,130 (0,030) | 0,449 (0,010) | 0,927 (0,069) | 1,794 (0,113)
Bootstrap Corrigido | 0,158 (0,060) | 0,462 (0,019) | 0,983 (0,138) | 1,684 (0,227)

Na Tabela 4.2 observa-se os critérios e as estatisticas dos testes de aderéncia com
p-valores entre parénteses para o teste K-S das estimativas pelos métodos utilizados e
para os parametros verdadeiros. Verifica-se que os valores dos critérios e das estatisticas
para os estimadores de EMV, bootstrap e bootstrap corrigido sao semelhantes. Do que foi
visto, pode-se utilizar o método bootstrap no lugar do método de maxima verossimilhanca

quando essas estimativas nao forem significativas.
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Tabela 4.2: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das estimativas
de maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados simulados

Parametros EMV Bootstrap Bootstrap Corrigido
AIC 587,422 585,794 585,804 585,884
AICC 587,843 586,215 586,225 586,303
BIC 597,842 596,214 596,224 596,303
HQIC 591,639 590,011 590,021 590,100
W 0,0117 0,0121 0,0122 0,0125
A* 0,093 0,099 0,098 0,097
K-S (p-valor) | 0,035 (0,787) | 0,018 (0,999) | 0,019 (0,999) 0,029 (0,921)

4.1.2 Weibull —Log(W eibull)

Seja £ = (a, B, A, 0) os parametros da distribuicdo Weibull —Log(W eibull) (WWK).
Foram simulados 450 valores da distribuicao WWK com a« = 0,6, 5=0,8 A=1,5,
0 = 1,0 para testar a adequacao da distribuicao proposta. Ajustou-se, aos dados, a
densidade com os parametros verdadeiros, sua estimativa de maxima verossimilhanca
(EMV) via algoritmo de estimagao BFGS para os dados, se repetiu a simulagao de méxima
verossimilhanga 1000 vezes utilizando reamostragem bootstrap e bootstrap corrigido. O
cédigo R utilizado esta no Apéndice E. Na Figura 4.2 se pode observar o histograma e
os respectivos ajustes para os dados. Verifica-se que os ajustes dos EMV, bootstrap e

bootstrap corrigido estao semelhantes.
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Figura 4.2: Histograma para 450 valores gerados de uma distribuicago WWK com «
0,6;6=0,8A=1,5;0=1,0 e os ajustes para os dados
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A Tabela 4.3 apresenta-se os valores dos parametros verdadeiros, as estimativas de
maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados e os respectivos
erros-padrao entre parénteses. O teste de Wald, para os EMV, ao nivel de significancia
de 5% para Hy : @« = 0 contra Hy : a« # 0 e Hy : A = 0 contra H; : XA # 0, apresenta
valores da estatistica do teste menores que 2, assim rejeita-se Hy, entao as estimativas de
« e A nao sao significativas. Para os parametros (5 e 0, obteve-se os valores de W = 11,4
e W = 6,2, respectivamente, logo a estimativa de maxima verossimilhanca de ( e 6 sao
significativas ao nivel de 5%. As estimativas pelo método bootstrap e boostrap corrigido

sao todas significativas, ao nivel de 5% pelo teste de Wald.

Tabela 4.3: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

Q 154 A 0

Parametros 0,6 0,8 1,5 1,0
EMV 34,994 (19,672) | 0,399 (0,035) | 56,437 (38,029) | 0,512 (0,083)
Bootstrap 33,624 (7,479) | 0,395 (0,010) | 50,095 (17,487) | 0,529 (0,031)
Bootstrap Corrigido | 108,828 (14,986) | 0,389 (0,021) | 332,564 (35,025) | 0,340 (0,062)

Na Tabela 4.4 observa-se os critérios e as estatisticas dos testes de aderéncia com p-
valores entre parénteses para o teste K-S das estimativas pelos métodos utilizados e para
os parametros verdadeiros. Verifica-se que os valores dos critérios e das estatisticas para os
estimadores de EMV, bootstrap e bootstrap corrigido sao similares. Dessa forma, pode-se
utilizar o método bootstrap no lugar do método de maxima verossimilhanca quando essas

estimativas nao forem significativas.

Tabela 4.4: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das estimativas
de maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados simulados

Parametros EMV Bootstrap Bootstrap Corrigido

AlIC 1657,350 1579,305 1576,795 1578,350
AlICC 1657,771 1579,726 1577,216 1578,771
BIC 1667,771 1589,726 1587,216 1588,770
HQIC 1661,567 1583,523 1581,013 1582,567

W 0,052 0,215 0,224 0,177

A* 0,408 1,719 1,784 1,428

K-S (p-valor) | 0,045 (0,321) | 0,038 (0,519) | 0,039 (0,479) 0,071 (0,020)

4.1.3 Weibull Weibull /(1 — Weibull)
Seja & = («, 5, \,0) os parametros da distribuigao Weibull Weibull /(1 — W eibull)

(WWZ). Foram simulados 450 valores da distribuigago WWZ com a = 0,3, 5 =0,5,

A =1,2, § = 1,5 para testar a adequagao da distribuigao proposta. Ajustou-se, aos dados,
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a densidade com os parametros verdadeiros, sua estimativa de maxima verossimilhanca
(EMV) via algoritmo de estimagao BFGS para os dados, se repetiu a simulagao de maxima
verossimilhanga utilizando reamostragem bootstrap e bootstrap corrigido. O cdédigo R
utilizado esta no Apéndice E. Na Figura 4.3 se pode observar o histograma e os respectivos
ajustes para os dados. Verifica-se que os ajustes dos EMV, bootstrap e bootstrap corrigido

estao semelhantes.
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Figura 4.3: Histograma para 450 valores gerados de uma distribuicao WWZ com o =
0,3;6=0,5A=1,2;0 =1,5 e os ajustes para os dados

A Tabela 4.5 apresenta-se os valores dos parametros verdadeiros, as estimativas de
maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados e os respectivos
erros-padrao entre parénteses. O teste de Wald, para os EMV, ao nivel de significancia de
5% para Hy : o = 0 contra Hy : « # 0, Hy: =0 contra Hy : 5 # 0 e Hy: A = 0 contra
Hi : X\ # 0, apresenta valores da estatistica do teste menores que 2, assim rejeita-se Hy,
entao as estimativas de «, § e A nao sao significativas. Para o parametro 6, obteve-se o
valor de W = 2,35, respectivamente, logo a estimativa de maxima verossimilhanca de 6 é
significativa ao nivel de 5%. As estimativas pelo método bootstrap e boostrap corrigido

sao todas significativas, ao nivel de 5% pelo teste de Wald.

Tabela 4.5: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

Q 15} A 0

Parametros 0,3 0,5 1,2 1,5
EMV 0,256 (0,301) | 0,397 (0,225) | 0,865 (0,742) | 1,260 (0,537)
Bootstrap 0,251 (0,011) | 0,405 (0,009) | 0,880 (0,031) | 1,241 (0,020)
Bootstrap Corrigido | 0,316 (0,023) | 0,353 (0,017) | 0,622 (0,062) | 1,328 (0,040)
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Na Tabela 4.6 observa-se os critérios e as estatisticas dos testes de aderéncia com
p-valores entre parénteses para o K-S das estimativas pelos métodos utilizados e para os
parametros verdadeiros. Verifica-se que os valores dos critérios e das estatisticas para os
estimadores de EMV, bootstrap e bootstrap corrigido sao semelhantes. Do que foi visto,
pode-se utilizar o método bootstrap no lugar do método de maxima verossimilhanca

quando essas estimativas nao forem significativas.

Tabela 4.6: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das estimativas

de maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados simulados

Parametros EMV Bootstrap | Bootstrap Corrigido

AIC 2115,175 1496,923 1496,926 1500,258
AlCC 2115,596 1497,344 1497347 1500,679
BIC 2125,596 1507,344 1507,346 1510,679
HQIC 2119,392 1501,141 1501,143 1504,476

w* 0,289 0,031 0,030 0,038

A* 2,030 0,185 0,185 0,222

K-S (p-valor) | 0,210 (< 10716) | 0,025 (0,949) | 0,024 (0,963) 0,061 (0,069)

4.1.4 Weibull (1 — Weibull) /W eibull

Seja & = («, 8, A, 0) os parametros da distribuigao Weibull (1 — Weibull)/W eibull
(WWY). Foram simulados 450 valores da distribuigago WWY com a = 0,3, § =0,5,
A=1,2, § = 1,5 para testar a adequacao da distribuicao proposta. Ajustou-se, aos dados,
a densidade com os parametros verdadeiros, sua estimativa de maxima verossimilhanga
(EMV) via algoritmo de estimagao BFGS para os dados, se repetiu a simulagao de maxima
verossimilhanga 1000 vezes utilizando reamostragem bootstrap e bootstrap corrigido. O
cddigo R utilizado estd no Apéndice E. Na Figura 4.4 se pode observar o histograma e
os respectivos ajustes para os dados. Verifica-se que os ajustes dos EMV, bootstrap e

bootstrap corrigido estao semelhantes.
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Figura 4.4: Histograma para 450 valores gerados de uma distribuicao WWY com a =
0,3;6=0,5A=1,2;0 =1,5 e os ajustes para os dados

A Tabela 4.7 apresenta-se os valores dos parametros verdadeiros, as estimativas de
maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados e os respectivos
erros-padrao entre parénteses. O teste de Wald, para os EMV, ao nivel de significancia
de 5% para Hy ca#0e Hy: A= 0 contra Hy : A\ # 0, apresenta

valores da estatistica do teste menores que 2, assim rejeita-se Hy, entao as estimativas de

o = 0 contra H;

« e A nao sao significativas. Para os parametros [ e 6, obteve-se os valores de W = 3,46
e W = 4,92, respectivamente, logo a estimativa de maxima verossimilhanca de § e 6 sao
significativas ao nivel de 5%. As estimativas pelo método bootstrap e boostrap corrigido

sao todas significativas, ao nivel de 5% pelo teste de Wald.

Tabela 4.7: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

Q 15} A 0

Parametros 0,3 0,5 1,2 1,5
EMV 1,449 (2,729) | 0,322 (0,093) | 3,187 (3,147) | 1,805 (0,367)
Bootstrap 1,476 (0,327) | 0,320 (0,018) | 3,214 (0,472) | 1,812 (0,017)
Bootstrap Corrigido | 1,969 (0,656) | 0,294 (0,038) | 3,872 (0,947) | 1,824 (0,035)

Na Tabela 4.8 observa-se os critérios e as estatisticas dos testes de aderéncia com p-
valores entre parénteses para o teste K-S das estimativas pelos métodos utilizados e para
os parametros verdadeiros. Verifica-se que os valores dos critérios para os estimadores
de EMV e bootstrap sao semelhantes. Os valores para o bootstrap corrigido sao muito
elevados. Observa-se que os valores das estatisticas sao similares. Do que foi visto, pode-
se utilizar o método bootstrap no lugar do método de maxima verossimilhanca quando

essas estimativas nao forem significativas.
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Tabela 4.8: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das estimativas
de maxima verossimilhanca, bootstrap e bootstrap corrigido para os dados simulados

Parametros EMV Bootstrap Bootstrap Corrigido
AlIC 2294,886 2293,362 2293,365 2293,090
AICC 2295,308 2293,783 2293,786 2294 511
BIC 2305,307 2303,783 2303,786 2304,501
HQIC 2299,104 2297,580 2297,583 2298,307
W 0,931 0,076 0,073 0,049
A* 0,224 0,612 0,591 0,419
K-S (p-valor) | 0,322 (2,2 x 10716) [ 0,515 (2,2 x 1071%) | 0,518 (2,2 x 10716) | 0,578 (2,2 x 10~19)

4.2 Aplicacao 2: Dados de quebra de fibras de car-

bono por stress (em Gba), conjunto de dados 1

Ajustou-se o modelo X ~ WLLX(«,f,\,0) para um conjunto de dados reais e

comparou-se com os modelos Beta Exponencial Generalizada (BGE), Fréchet (F) e Beta
Fréchet (BF). Os dados sao definidos a partir de Nichols e Padgett (2006) composto por
100 observagoes de quebra de fibras de carbono por stress (em Gba). (BARRETO-SOUZA
et al., 2011) ajustou esses dados a BF e (BARRETO-SOUZA et al., 2010) ajustou a BGE.
O codigo R utilizado estd no Apéndice F. Os dados estao na Tabela 4.9:

Tabela 4.9: Dados definidos por Nichols e Padgett (2006) composto por 100 observagoes
de quebra de fibras de carbono por stress (em Gba)

3,7
1,69
2,93
2,55
4,91
2,17
0,85
2,05

2,74
3,28
3,22
2,59
3,68
1,17
1,61
3,65

2,73
3,09
3,39
2,38
1,84
5,08
2,79

25
1,87
2,81
2,81
1,59
2,48
4,7

3,6
3,15
4,2
2,77
3,19
1,18
2,03

3,11
4,9
3,33
2,17
1,57
3,51
1,8

3,27
3,75
2,55
2,83
0,81
2,17
1,57

2,87
2,43
3,31
1,92
5,56
1,69
1,08

1,47
2,95
3,31
1,41
1,73
1,25
2,03

3,11
2,97
2,85 2,56
3,68 2,97
1,59 2
4,38 1,84
1,61 2,12

4,42
3,39

2,41
2,96
3,56
1,36
1,22
0,39
1,89

3,19
2,53
3,15
0,98
1,12
3,68
2,88

3,22
2,67
2,35
2,76
1,71
2,48
2,82

Na Tabela 4.10 estao os parametros estimados pelo método de bootstrap para os mo-

delos utilizados. Verifica-se, pelo teste de Wald, ao nivel de 5%, que todas as estimativas

sao significativas.
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Tabela 4.10: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

WLLX BGE F BF
o | 2,758 (0,188) | 2,439 (0,233) - -
311,226 (0,087) - - -
X | 1,380 (0,086) - 1,768 (0,004) | 1,307 (0,423)
6 | 3,172 (0,159) - - -
a - 2,344 (0,654) - 5,978 (3,749)
b 2,454 (0,169) - 0,992 (0,114)
o - 0,582 (0,063) | 1,886 (0,007) | 4,479 (1,709)

Na Figura 4.5 tem o histograma com os ajustes para os modelos WLLX, BGE, F e

BF para os dados. Nota-se que o modelo WLLX se ajustou melhor aos dados utilizados.

WLLX
BGE

BF

0.4

0.3

Densidade

0.2

0.1

0.0
L

o
N
w
IS
3
o

Figura 4.5: Histograma com as estimativas para os modelos WLLX, BGE, F e BF para
os dados

A Tabela 4.11 apresenta os critérios e os valores das estatisticas dos testes de aderéncia
para os modelos utilizados. Observa-se que o modelo que obteve menores valores foi o
WLLX. Verifica-se que o modelo WLLX apresenta menores valores das estatisticas de
Anderson-Darling, Cramér-Von Mises e Kolmogorov-Smirnov. Ao nivel de 5%, nota-se,

pelo p-valor, que os modelos que se ajustam aos dados utilizados sao WLLX e BGE, sendo
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que o WLLX se ajusta melhor pois tem um p-valor= 0,711 maior.

Tabela 4.11: Critérios de informagao e Estatisticas de teste para aderéncia das distri-
buigoes WLLX, BGE, F e BF

WLLX BGE F BF
AIC 291,026 295,853 350,202 314,820
AICC 291,716 296,253 350,492 315,220
BIC 299,598 304,425 354,578 323,393
HQIC 294,398 299,224 351,977 318,192
W+ 0,085 0,169 0,756 0,382
A 0,458 0,366 4,306 2,104
K-S (p-valor) | 0,070 (0,711) | 0,098 (0,291) | 0,177 (0,004) | 0,136 (0,049)

4.3 Aplicacao 3: Dados de resisténcia de fibras de

vidro de 1,5 cm

Ajustou-se o modelo X ~ WWK(a,f,\ 0) para um conjunto de dados reais e
comparou-se com os ajustes dos modelos Beta Exponencial Generalizada (BGE), Fréchet
(F) e Beta Fréchet (BF). Os dados obtidos a partir de (SMITH; NAYLOR, 1987) represen-
tam a resisténcia de fibras de vidro de 1,5 cm, medidos no National Physical Laboratory,
Inglaterra. Infelizmente, as unidades de medida nao sdo dadas no artigo. (BARRETO-
SOUZA et al., 2011) ajustou esses dados a BF e (BARRETO-SOUZA et al., 2010) ajustou
a BGE. O cédigo R utilizado esta no Apéndice G. Os dados consistem de 63 observagoes,
na Tabela 4.12:

Tabela 4.12: Dados obtidos a partir de (SMITH; NAYLOR, 1987) representam a re-
sisténcia de fibras de vidro de 1,5 cm, medidos no National Physical Laboratory, Ingla-
terra

0,55
1,27
1,50
1,61
1,70

0,93
1,39
1,54
1,62
1,78

1,25
1,49
1,60
1,66
1,89

1,36
1,53
1,62
1,70

1,49
1,59
1,66
1,77

1,52
1,61
1,69
1,84

1,58
1,66
1,76
0,84

1,61
1,68
1,84
1,24

1,64
1,76
2,24
1,30

1,68
1,82
0,81
1,48

1,73
2,01
1,13
1,51

1,81
0,77
1,29
1,55

2,00
1,11
1,48
1,61

0,74
1,28
1,50
1,63

1,04
1,42
1,55
1,67
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Na Tabela 4.13 estao os parametros estimados pelo método bootstrap para os mo-
delos estudados. Verifica-se pelo teste de Wald, ao nivel de 5%, que as estimativas dos

parametros sao significativas para todos os modelos.

Tabela 4.13: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

WWK BGE F BF
a | 0,723 (0,004) | 4,041 (0,466) - -
B 14,291 (0,598) - - -
X | 2,384 (0,206) | 4,315 (1,271) | 1,284 (0,008) | 5,148 (2,995)
6 | 0,741 (0,100) - - -
a - 4,232 (0,152) - 2,116 (0,146)
b 1,247 (0,149) - 2,585 (0,297)
o - - 2,924 (0,068) | 0,409 (0,023)

A Tabela 4.14 mostra os valores dos critérios e estatisticas de teste de aderéncia para os
modelos utilizados. Nota-se que para todos os critérios o modelo WWK obteve os menores
valores, indicando que este modelo se ajusta melhor a esse conjunto de dados. Verifica-se
que o modelo WWK obteve os menores valores para as estatisticas de Anderson-Darling,
Cramér-Von Mises e Kolmogorov-Smirnov. Ao nivel de 5%, pelo p-valor, observa-se que

apenas o modelo WWK se ajusta a esse conjunto de dados com um p-valor = 0,0501.

Tabela 4.14: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das distri-
buicoes WWK, BGE, F e BF

WWK BGE F BF

AIC 38,237 58,279 97,715 71,131
AICC 38,927 58,968 98,114 71,320
BIC 46,309 66,351 102,201 79,703
HQIC 41,609 61,650 99,601 74,502
W 0,233 0,605 1,239 0,304

A 1,278 3,310 6,551 4,354

K-S (p-valor) | 0,168 (0,058) | 0,216 (0,005) | 0,231 (0,002) | 0,256 (0,0004)

Na Figura 4.6 podemos observar o histograma com as estimativas dos modelos WWK,
BGE, F e BF para os dados. Verifica-se que o modelo WWK se ajustou melhor aos dados

utilizados.

88



WWK
BGE

2.0

BF

Densidade
0

0.5
|

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25

Figura 4.6: Histograma com as estimativas dos modelos WWK, BGE, F e BF para os
dados

4.4 Aplicacao 4: Numero relatado mensalmente de
varicela na Cidade de Nova York de 1931-1972

Ajustou-se o modelo X ~ WWZ(a, B, A, 0) para um conjunto de dados reais e
comparou-se com os modelos Weibull (W) e Beta Exponencial Generalizada (BGE). Os
dados sao definidos a partir de Hipel e McLeod (1994) composto por 498 observagoes
do numero relatado mensalmente de varicela na Cidade de Nova York entre 1931-1972,
divididos por 1000. O cédigo R utilizado estd no Apéndice H. Os dados estao na Tabela
4.15:
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Tabela 4.15: Dados definidos Hipel e McLeod (1994) composto pelo niumero relatado

mensalmente de varicela na Cidade de Nova York entre 1931-1972, divididos por 1000

0,956
0,928
2,305
1,556
1,505
0,94
0,413
0,114
0,066
0,302
0,397
0,66
0,745
1,08
0,78
2,406
1,428
1,048
0,349
0,142
0,044
0,124
0,281
0,487
0,798
0,885
1,401
1,485
0,953
0,961
0,442
0,111
0,156
0,068
0,154
0,133
0,416
0,331
0,69

0,027
0,925
2,094
1,926
1,016
0,426
0,129
0,097
0,252
0,612
0,88
1,05
1,039
1,289
1,182
2,026
1,308
0,253
0,144
0,093
0,113
0,16
0,524
0,989
0,902
1,142
1,316
1,349
0,913
0,509
0,17
0,082
0,139
0,168
0,206
0,177
0,459
0,471
0,847

1,585
1,121
1,604
1,635
0,429
0,193
0,078
0,278
0,536
1,178
1,097
1,177
1,389
1,211
1,082
1,378
0,438
0,082
0,079
0,148
0,331
0,43
1,044
1,639
1,316
1,59
1,056
1,067
0,332
0,173
0,091
0,147
0,156
0,253
0,316
0,21
0,576
0,639
1,121

1,536
1,282
1,043
0,379
0,058
0,099
0,16

0,604
0,996
1,409
1,164
1,559
1,284
1,076
0,899
0,522
0,15

0,079
0,26

0,198
1,052
0,726
1,247
1,991
1,443
1,355
0,882
0,369
0,127
0,17

0,15

0,276
0,306
0,526
0,569
0,372
1,042
0,569
1,048

1,448
1,142
0,39
0,09
0,078
0,186
0,448
0,787
1,624
1,218
1,652
1,513
1,288
1,08
0,479
0,136
0,088
0,125
0,445
0,374
1,747
1,101
2,023
1,905
1,102
1,198
0,506
0,173
0,082
0,193
0,219
0,528
0,362
0,601
0,549
0,562
0,873
0,718

1,272
0,411
0,127
0,068
0,251
0,525
0,82
1,01
1,626
1,543
1,8
1,371
0,871
0,372
0,123
0,076
0,151
0,226
0,592
0,915
1,796
1,769
1,903
1,846
0,705
0,565
0,136
0,095
0,062
0,29
0,317
0,746
0,438
0,809
0,671
0,623
0,704
0,391

0,303
0,114
0,056
0,21

0,605
1,085
1,154
0,968
1,603
1,477
1,941
1,042
0,299
0,132
0,086
0,109
0,395
0,47

1,427
0,963
2,625
1,599
1,653
1,381
0,272
0,136
0,08

0,113
0,147
0,415
0,561
0,889
0,624
0,759
0,736
0,626
0,366
0,123

0,068
0,082
0,148
0,667
0,817
1,22
1,277
1,195
1,74
0,087
1,419
0,205
0,087
0,078
0,18
0,259
0,781
0,936
1,545
1,154
2,411
1,035
1,247
0,451
0,119
0,089
0,062
0,175
0,384
0,707
0,631
1,274
0,543
0,95
0,659
0,296
0,137
0,072

0,062
0,22
0,426
0,905
0,97
1,157
1,841
1,2
1,9
0,935
0,444
0,067
0,089
0,133
0,326
0,521
1,389
1,026
1,951
1,393
1,877
0,988
0,372
0,176
0,106
0,115
0,149
0,335
0,711
0,724
0,829
1,164
0,642
1,088
0,287
0,142
0,058
0,063

0,116
0,646
0,89
1,124
0,86
1,974
1,981
1,218
1,424
0,495
0,136
0,083
0,155
0,203
0,695
0,996
2,059
1,244
2,2
1,227
1,052
0,424
0,107
0,083
0,072
0,174
0,368
0,619
0,928
1,105
0,857
1,024
0,659
0,452
0,132
0,082
0,134
0,086

0,275
1,069
1,5
1,192
0,977
2,301
1,304
1,183
0,711
0,126
0,07
0,143
0,446
0,214
1,235
1,174
3,058
0,935
1,964
1,158
0,543
0,147
0,075
0,15
0,115
0,477
0,683
0,691
1,152
1,065
0,955
0,863
0,286
0,198
0,051
0,096
0,071
0,141

0,565
1,32
1,442
1,85
1,143
2,277
1,288
0,334
0,191
0,109
0,171
0,469
0,749
0,347
1,399
1,751
2,589
1,079
1,284
0,478
0,11
0,076
0,094
0,272
0,337
0,741
0,993
1,022
1,134
0,938
0,808
0,436
0,086
0,082
0,085
0,166
0,142
0,32

0,022
1,473
1,799
1,941
0,92
1,746
0,387
0,145
0,135
0,197
0,424
0,611
1,037
0,407
1,854
1,554
1,488
0,884
0,523
0,084
0,067
0,105
0,224
0,55
0,677
1,034
1,205
0,858
1,277
0,755
0,398
0,27
0,043
0,072
0,079
0,288
0,211
0,463

Na Tabela 4.16 estao os parametros estimados pelo método de bootstrap para os mo-

delos utilizados. Verifica-se, pelo teste de Wald, ao nivel de 5%, que todas as estimativas

sao significativas.

90



Tabela 4.16: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes

WWZ W BGE
0,674 (0,003) 1,322 (0,051)
1,234 (0,009) - -

1,521 (0,007) | 1,286 (0,002) -
0,767 (0,006) | 1,188 (0,002)

1,595 (0,065)

Q||

(
0,970 (0,033)
1,023 (0,040)

Na Figura 4.7 tem o histograma com os ajustes para os modelos WWZ, W e BGE

para os dados. Nota-se que o modelo WWZ se ajustou melhor aos dados utilizados.

Densidade

— WWZz
— W
— BGE

Figura 4.7: Histograma com as estimativas para os modelos WWZ, W e BGE para os

dados

A Tabela 4.17 apresenta os critérios e os valores das estatisticas dos testes de aderéncia

para os modelos utilizados.

Observa-se que o modelo que obteve menores valores foi

o WWYZ. Verifica-se que o modelo WWZ apresenta menores valores das estatisticas de

Anderson-Darling, Cramér-Von Mises e Kolmogorov-Smirnov. Ao nivel de 1%, nota-se,

pelo p-valor, que o modelo que se ajusta aos dados utilizados ¢ o WWZ pois tem um

9
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p-valor= 0, 01.

Tabela 4.17: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das distri-
buicoes WWZ, W e BGE

4.5

WWZ W BGE
AIC 660,415 669,255 676,889
AICC 660,957 669,455 677,579
BIC 668,987 673,541 685,462
HQIC 663,786 670,941 680,261
W+ 0,607 0,971 1,068
A* 4,313 6,248 6,789
K-S (p-valor) | 0,078 (0,01) | 0,093 (0,0004) | 0,092 (0,0004)

Aplicacao 5: Dados de quebra de fibras de car-

bono por stress (em Gba), conjunto de dados 2

Ajustou-se o modelo X ~ WWY(a, 3, A,0) para um conjunto de dados reais e

comparou-se com os modelos Weibull (W), Exponencial Exponenciada (EE) e Pareto

Exponenciada (PE). Ghitany et al. (2013) aplicou estes dados a distribui¢ées da classe

exponenciada. Os dados sao definidos a partir de Nichols e Padgett (2006) composto por

69 observagoes de quebra de fibras de carbono por stress (em Gba). O c6digo R utilizado

esta no Apéndice I. Os dados estao na Tabela 4.18:

Tabela 4.18: Dados definidos por Nichols e Padgett (2006) composto por 69 observagoes
de quebra de fibras de carbono por stress (em Gba)

1,312
2,021
2,301
2,554
2,800
3,233

1,314 1,479 1,552
2,027 2,055 2,063
2,301 2,359 2,382
2,566 2,57 2,586
2,809 2,818 2,821
3,433 3,585 3,585

1,700 1,803
2,008 2,14
2,382 2,426
2,629 2,633
2,848 2,88

1,861 1,865
2,179 2,224
2,434 2,435
2,642 2,648
2,954 3,012

1,944 1,958
2,240 2,253
2,478 2,490
2,684 2,697
3,067 3,084

1.966
2,270
2,511
2,726
3,090

1,997
2,272
2,514
2,770
3,096

2,006
2,274
2,535
2,773
3,128
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Na Tabela 4.19 estao os parametros estimados pelo método bootstrap para os mo-
delos estudados. Verifica-se pelo teste de Wald, ao nivel de 5%, que as estimativas dos

parametros sao significativas para todos os modelos.

Tabela 4.19: Estimativas dos parametros com os respectivos erros padroes
WWY W% EE PE

0,477 (0,006)

2,631 (0,304)

2,065 (0,179) | 0,303 (0,016) | 1,229 (0,110) | 2,593 (0,004)

0,999 (0,138) | 3,451 (0,492) | 13,026 (5,494) | 16,127 (0,035)

| > | ™

A Tabela 4.20 mostra os valores dos critérios e estatisticas de teste de aderéncia para os
modelos utilizados. Nota-se que para todos os critérios o modelo WW'Y obteve os menores
valores, indicando que este modelo se ajusta melhor a esse conjunto de dados. Verifica-se
que o modelo WWY obteve os menores valores para as estatisticas de Anderson-Darling,

Cramér-Von Mises. A estatistica de Kolmogorov-Smirnov do modelo EE foi melhor.

Tabela 4.20: Critérios de informacao e Estatisticas de teste para aderéncia das distri-
buicoes WWY, W, EE e PE

WWY W EE PE
AIC 113,30 119,60 139,52 193,65
AICC 113,99 139,72 119,80 193,85
BIC 121,87 143,80 123,89 197,94
HQIC 116,67 141,20 121,29 195,34
w* 0,016 0,037 0,079 0,121
A* 0,141 0,279 0,557 0,839
K-S (p-valor) | 0,264 (0,0001) | 0,933 (< 1071%) | 0,187 (0,008) | 0,281 (< 10~%)
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Na Figura 4.8 podemos observar o histograma com as estimativas dos modelos WWY,,
W, EE e PE para os dados. Verifica-se que o modelo WWY se ajustou melhor aos dados

utilizados.

WWY

0.8
|

nay
=

EE

/N

Densidade
04

%/

Figura 4.8: Histograma com as estimativas dos modelos WWY, W, EE e PE para os
dados
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CAPITULO 5

Conclusoes, Contribuicoes e Trabalhos Futuros

Este capitulo apresenta as conclusoes da tese, bem como as principais contribuicoes.
Ao final, alguns trabalhos futuros que podem dar prosseguimento a esta pesquisa de

doutorado.

5.1 Conclusoes

Nesta tese, foram introduzidas as classes Weibull (6(1 — G),d — Log(1 — G)), Weibull
Complementar (0G, §—Log(G)), Weibull (6(1—-G), §+G/(1—G)) e Weibull Complementar
(0G,0 + (1 — G)/G) que sao generalizagoes da distribuigao Weibull. Também desenvol-
vemos as propriedades para os casos particulares, quando ¢ = 0, Weibull —Log(1 — G),
Weibull —Log(G), Weibull G/(1 — G) e Weibull (1 — G)/G, respectivamente. Dai desen-
volvemos as seguintes distribui¢oes particulares: Weibull Log-Logistica X (WLLX), caso
particular para § = 0 da Weibull (6(1 — G), 6 — Log(1 — G)); Weibull Weibull K (WWK),
caso particular para § = 0 da Classe Weibull Complementar (0G,§ — Log(G)); Weibull
Weibull Z (WWZ), caso particular para 6 = 0 de Weibull (6(1 — G),d + G/(1 — G)); e
Weibull Weibull Y (WWY), caso particular para 6 = 0 da Classe Weibull Complementar
0G,0 + (1 — G)/G, respectivamente.

Em seguida, obtivemos as expressoes da funcao de distribuicao, fungao densidade e
funcao de risco para o caso geral e para as distribuicoes dos casos particulares para alguns

valores dos parametros, mostrando que essas distribuicoes sao flexiveis o bastante para
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modelar dados em Analise de Sobrevivéncia. Obteve-se algumas das principais quantida-

des. Também foram desenvolvidas as propriedades das classes particulares.

Comparamos o ajuste de algumas distribuicoes e sub-modelos da distribuicao com
dados simulados e dados reais. Concluindo que as distribui¢oes Weibull —Log (1— Log-
Logistica) (WLLX), Weibull —Log(Weibull) (WWK), Weibull (Weibull)/(1 — Weibull)
(WWZ) e Weibull (1—-Weibull)/Weibull (WWY) podem ser utilizadas para ajustar dados

de analise de sobrevivéncia.

5.2 Contribuicoes

A partir desta tese, apontamos algumas contribuigoes. A primeira contribuigao,
podemos apontar como a criacao de quatro classes de distribuicoes: A Classe Weibull
(0(1 —G),d — Log(1 — G)), Classe Complementar Weibull (6G, § — Log(G)), Classe Wei-
bull (6(1 — G),d + G/(1 — G)) e Classe Complementar Weibull (6G,d + (1 — G)/G).

A segunda contribuicao que apontamos é o desenvolvimento das propriedades das
classes particulares, quando 6 = 0, Weibull —Log(1 — G), Weibull —Log(G), Weibull
(1-G)/G e Weibull G/(1 — G).

A terceira contribuigao é a criagdo das distribuigdes Weibull — Log (1— Log-Logistica)
(WLLX), Weibull —Log(Weibull) (WWK), Weibull Weibull/(1 — Weibull) (WWZ) e
Weibull (1 — Weibull) /W eibull (WWY). Outra contribuigao é a criagdo de modelos mais

flexiveis, ou seja, modelos que se adéquam melhor aos conjuntos de dados reais.

Na sequéncia sao apresentadas algumas alternativas de trabalhos futuros que podem

ser realizados a partir desta tese.

5.3 Trabalhos Futuros

De um modo geral, os modelos propostos tiveram bons ajustes para os conjuntos de
dados analisados. Entre os complementos a serem estudados posteriormente podemos
citar: aplicar as distribuicoes propostas a outros conjuntos de dados de Analise de Sobre-

vivéncia que apresentem censura e obter medidas de residuos do modelo de regressao.

Outro complemento pode ser encontrar outros modelos de distribuicoes a partir das
novas classes de distribui¢oes definidas neste trabalho para  # 0, podendo explicar melhor

as situagoes ou fenomenos modelados.
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Aqui usamos as distribuicoes Log-Logistica e Weibull instanciando a distribuicao G
nas classes propostas. Uma direcao possivel é a de usar outras distribuicoes e assim
investigar as novas distribuicoes generalizadas geradas. Conjecturamos que serd possivel

modelar outros dados que nao o de sobrevivéncia.
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Apéndice A

Caso particular da Classe Weibull (6(1 — G),0 — Log(1 —
G)): A Classe Weibull —Log(1 — G)

Modelo Funcional da Classe Weibull —Log(1 — G)

Para 6 = 0, temos o caso particular, a classe Weibull-X que foi introduzida por
Alzaatreh et al. (2013). Desenvolveremos suas propriedades. Para € R temos a seguinte

funcao de distribuicao acumulada:

—log[1-G(x)] ,
F(x) = M) Le= (A0 gy

— ] = e [Neg(1-C@))’

em que G(z) é a funcdo de distribui¢ao. Se G(x) for a funcao de distribuicdo de uma

variavel continua, derivando-se F'(z) temos a funcao densidade de probabilidade:

flx) = 1)\_99—%[—)\[09(1 — G(x))]P e Ao 1-G@))’
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Expansoes da Funcgao de distribuicao e densidade da Classe Wei-
bull —Log(1 — G)

Podemos obter a expansao da funcao de distribuicao da familia Weibull Generalizada,

da seguinte maneira.

Como

em que

Logo temos que

Como,

Dessa forma,

F(z) = ii (’;) ar(—1) (e - 1)j G* i ()

Sendo G(z) uma fungao continua, teremos f(x) = F'(x), logo temos que a expansao

da func¢ao densidade de probabilidade é dada por:

Sy ( ) | ( - l)j (k = 1)g() G )

k=0 j5=0

Caso a distribuigdo G(x) seja discreta, teremos P(X = z;) = F(x;) — F(x; — 1).
Portanto a fungao de probabilidade é dada por:
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P(X =)= : (Bat-r (= 1)j (GH (1) — G*3(a — 1)

- e
k=0 j

Expansoes para os momentos de ordem m, momentos centrais de

ordem m e coeficiente geral da Classe Weibull —Log(1 — G)

Como

& k=0 j=0 J
Portanto,
<~ [k e—1Y’
o =Y ( _>ak(—1)a ( - ) (k= )T 0h—j1
k=0 5=0 J
em que

m7777r

e = B SO = [ am ey peyape

[e.e]

Em particular, temos a seguinte expansao para a média para a classe Weibull — Log(G),

como [ = l1, entao teremos:

o k j
k (e—1Y)’ .
w= ( .)ak(—l)] ( . ) (k- j)Tlc,;O,kfjfl
=0 j=0 \

A seguir, os calculos da expansao para os momentos centrais de ordem m para a classe
Weibull —Log(1 — G).

Cco1mo

Temos
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Como

Temos,

2 oo k j
’ k itr r [ €T 1 ’ q
0 = iy = g E E ( .)cwf(—l)ﬁr % < c ) (k= )75 0 mjor

A expansao do coeficiente geral para a classe Weibull —Log(1 — G).

Como Cy(m) = \/g([();_”;;hm = E[()ijn“)m}, entdo teremos
!
Cy(m) = U_:Z
Portanto,

Sy ot Yoo (an(=1Y 7w (<) (k= )75 00y

(S0 X0 X (a1 (22 (k= )78 )

Cy(m) =

Em particular, como C, = C,(3) teremos que a expansao para o coeficiente de assi-

metria para a classe Weibull —Log(G) é dador por
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o X S X (a1 () (= 7 ek

(Z?«:o ZZO:O Z?:o (I;) ax(—=1)+rpr (%)J (k— j)7—2G7r,0,k7j71>

3/2

Similarmente, como C, = C,(4), temos o coeficiente de curtose:

o Zfzo > heo Z?:o (I;) ar(=1)*"p" (%)J (k- j)TélG—r,OJf—j—l
c . 2

(Zz:o > heo Z?:o (’;) ag(=1)7 T (%)] (k — j)TQG—r,o,k—j—1>

Expansoes para a fungao geradora de momentos da Classe Wei-
bull —Log(1 — G)

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para a funcao geradora

de momentos para a classe —Log(1 — G).

Como

Temos,

o ==\
. iz (Mot (5 1)j -9 [ o

Como

Logo, temos que
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S50 () oy s

Portanto,

NUE S (k) ag(—1)! (—m)' (k —j)tm72707k_j_1

Expansoes para a fungao caracteristica da Classe Weibull — Log(1—

G)

Como

dx(t) = B(e") = /_Oo "N dF(x)

Temos,

S5 (e (S0 - [ ot o

Como

Logo, temos que
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(1) = iz ()t (57) = [ 52 gt s
= kf; ; (i) ag(—1)’ (6 ; 1)j (k- J)th,m /_Z " g(x)GF I () dx

Funcgao log-verossimilhanga da Classe Weibull —Log(1 — G)
A seguir, veremos as derivadas da funcao log-verossimilhanca em relagao aos parametros
da familia Weibull Generalizada.

A funcao de log-verossimilhanca é dada por:

n n n

€)= log(g(x:) = > (=Alog (1= G (2:))" + > (6 —1)log (~Alog (1 — G (7))

=1 =1 i=1

- Zlog (1 — G (x;)) +nlog(d) + nlog(A) (5.1)

i=1

Assim, temos que:

—>> ==Y —flog (1 — G () (~Alog (1 — G (:))) " +

=1

M) =3 log (A log (1 G () (~Alog (1 = G (+:))”

+ Zlog (=Alog (1 =G (2y))) + %
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Entropia de Rényi da Classe Weibull —Log(G)

A entropia é uma medida de incerteza, no sentido quanto maior o valor da entropia

menor a informagao e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou desordem.

A entropia de Rényi é dada por:

Tan) = =—loa( | 7 (@)dF(e)

! wg<[m(fﬁ%%%kawwl—Guwf*€+”@“6mw)z”)

1_77 oo
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Apéndice B

Caso particular da Classe Weibull (0G,0 — Log(G)): A
Classe Weibull —Log(G)

Modelo Funcional da Classe Weibull —Log(G)

Para § = 0, temos o caso particular, que foi introduzido por Tahir et al. (2014). Para

x € R, temos a seguinte funcao de distribuicao acumulada:

F(z) = / AN Le= 07 gy
~log[G(a)]
— oM [-log(G(a))?

)

em que G(x) é a fungao de distribui¢ao. Se G(z) for a fungado de distribuicao de uma

variavel continua, derivando-se F'(x) temos a fungao densidade de probabilidade:

— 99(17) 0—1_—X[—Log(G(x))]?
fx) = 0A o) [—Log(G(z))]? e " [-Loa(G()]
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Expansoes da Funcgao de distribuicao e densidade da Classe Wei-
bull —Log(G)

A seguir, veremos os cédlculos do desenvolvimento da expansao da funcao de distri-
buigao da classe Weibull —Log(G):

Sejam

W(y) _ e_)\9[_Log(G(y))]9 — Zak(y — e_l)k’ 0< Yy < 1
k=0

em que

(k) (=1
o (e7)
k!
Logo, temos que:
Fa(x) =) aG(z) —e '
k=0
em que
Como,

Logo temos

Fg(z) = f: zk: (k) ap(=1) e 7G* ()

Caso a distribui¢ao G(z) seja de varidvel aleatéria continua, teremos fo(z) = Ff(z),

portanto,

oo

fo@ =33 (’;) ax(— 1P (k — )gl)GH 1 (x)

k=0 j=0

Caso a distribuicao G(x) seja discreta, teremos P(X = x;) = F(x;) — F(x,-1), por-

tanto,
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:iZ() Ye (G ) — G (@ - 1)

k=0 5=0

Expansoes para os momentos de ordem m, os momentos centrais

de ordem m e coeficiente geral para a Classe Weibull —Log(G)

A seguir introduzimos a expressao dos momentos probabilisticamente ponderados e
em seguida veremos o desenvolvimento dos cédlculos da expansao para os momentos de

ordem m para a classe Weibull —Log(G).

Como

f = E(X™) = /_OO x™dF (z)

o0

Logo, teremos

Portanto,

il
=)
<
Il
o

em que

E = BXTF(X)E(X)) = / T (@) F (a) dF ()

Em particular, temos a seguinte expansao para a média para a classe Weibull — Log(G),

como [ = j1, entao teremos:

u= 35 (Baut-1ye =it

k=0 5=0

A seguir, os célculos da expansao para os momentos centrais de ordem m para a classe

Weibull —Log(G).

como
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Temos
" /m
=3~ (7)1
r=0
Como
00 k k’
Hm—r _ZZ()CL’C(_DJ@—]U{; )T r,0,k—j—1
k=0 7=0 J
Temos,

iii( ><) (=17 e (k= )T rok—ja

Yy g () () antorrmrwre i = ayef oy

A expansao do coeficiente geral para a classe Weibull —Log(G).

Como Cy(m) = PIX ] EIX-m™]  ontdo teremos
VAEI(X =)y o
Hom
Cy(m) om
Portanto,

Z;n:o ZZO:O E;LO (T) (l;)ak(_l)jJrT“re_j(k j) Tm—r0,k—j-1
(Zi:o ZZZO Z?:o (3) (l;) ap(—1)*rpre=i(k — ])TQG—T,O,kfjfl)m/Q

Cy(m) =

Em particular, como C, = C,(3) teremos que a expansao para o coeficiente de assi-
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metria para a classe Weibull —Log(G) é dador por

Zi:o ZZO:O Zj‘::o (?) (’;) ak(_l)jJrr/feij(k - j)TSCir,O,k—j—l
(Zfzo > heo Z?:o (i) (];) ag(=1)7trure=i(k — j)TQG—r,O,k—j—l)g/Q

a

Similarmente, como C, = C,(4), temos o coeficiente de curtose:

Yo it Xm0 () Gan(=17 W e (k= 7o x s
(Zi:o ZZio Z?:o (i) (I;) ap(=1)i+rpre=i(k — j)T2G_T70’k_j_1)2

c =

Expansoes para a fungao geradora de momentos da Classe Wei-
bull —Log(G)

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para a funcao geradora

de momentos para a classe —Log(G).

Como
Mx(t) = E(e™) = / N eXdF (x)
Temos,
* e [k . o
MX(t):/ e ZZ(j)ak(_l)Je ik — j)g(z)G* 7 (z)dz
=D (]; ap(=1)e” (k = j) /Oo e g(x)G* 7 (v)da
Como

Logo, temos que
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Mx<t>=§g(’j) P (k —J/ (0) G (@) da
=kio (Ba-vrerm- ity / ()G )

Portanto,

Expansoes para a fungao caracteristica da Classe Weibull — Log(G)

Como
Bx(t) = Be™) = [ ()
Temos,
o= [ e XZZ() k=)o) G (@)
=i2 (’j)o;(—wef(k D [ e e @
Como
oy

Logo, temos que

@X(t)zki)io(’;) Ve (k —j/ Z mtm - (2)G* 7 (z)da
-3y (ant-vieu-pr /Z ()G (a)da
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Portanto,

oo k : E— mtm
-y (e eIt
k=0 j=0

Funcao de log-verossimilhanca e respectivas derivadas em relagao

aos parametros para a Classe Weibull —Log(G)
A seguir, sao obtidos os calculos do desenvolvimento das derivadas da fungao de log-
verossimilhanca em relagao aos parametros para a classe Weibull —Log(G) Generalizada.

Seja a funcao de verossimilhanca

L(\,0,€) = erxz,w@

i=1

e 7T 956 LN A [log(Glaiie)))?
= 0"\ HG(%%@[ log(Gxs; )" e :

A respectiva func¢ao de log-verossimilhanga é, entao:

(A, 0,€) = nlogf +nblog A+ Y log g(a;;€) Zlogc*xz, + (0 — 1)(—log G(x;;€))

i=1

_ A@Zlog [—log(G(x;€))]’

=1

Entropia de Rényi da Classe Weibull —Log(G)

A entropia é uma medida de incerteza, no sentido quanto maior o valor da entropia

menor a informagao e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou desordem.

A entropia de Rényi é dada por:

Ir(n) =

1 o0 -1
log([ )P ()

L ) I
= Elog(/@(@)ﬁ@[—Log(G(x))]g eV [FLog(G(@))] )1dzx)
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Apéndice C

Caso particular da Classe Weibull (6(1-G),0+G/(1-G)):
A Classe Weibull G/(1 — G)

Modelo Funcional da Classe Weibull G/(1 — G)

Para 6 = 0, temos o caso particular, a classe Weibull-G, proposta por Bourguignon

et al. (2014). Para = € R temos a seguinte funcao de distribui¢ao acumulada:

G(@)/(1-G(x)) ,
F(z) = / M (A)0 e~ g
0
=1-—e

~X0(G()/(1-G()))’

)

em que G(x) é a fungao de distribui¢ao. Se G(zx) for a fungado de distribuicdo de uma

variavel continua, derivando-se F'(x) temos a fungao densidade de probabilidade:

gy 9@ Gl) 17" ()’
fe) = gy [1_%)} |
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Expansoes da Funcgao de distribuicao e densidade da Classe Wei-
bull G/(1 - G)

A seguir, veremos os célculos do desenvolvimento da expansao da funcao de distri-
buicao da classe Weibull G/(1 — G):

Como
N X (—1)7 )05
) = 3 EV X Gy 1 - Gy
=
Logo
o (—1)7A%
Fale) = Y UG @)1 - )
=0 '
Como,

Logo, temos,

Fo(a) = i T <_/fj ) DAY it

4!

Caso a distribuicdo G(z) seja de varidvel aleatéria continua, teremos fg(x) = Ff,(x),

portanto,

e (05 (1PN (K + 05) G
fole) =3 > () e

Caso a distribuicao G(z) seja discreta, teremos Pg(X = ;) = Fg(x) — Fa(xi-1),

portanto,
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Expansoes para os momentos de ordem m, os momentos centrais

de ordem m e coeficiente geral para a Classe Weibull G/(1 — G)

A seguir introduzimos a expressao dos momentos probabilisticamente ponderados e
em seguida veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para os momentos de
ordem m para a classe Weibull G/(1 — G).

Como

oo

o = E(X™) = / x™dF(x)

o0

Logo, teremos

_ /oo o i i ( ) (—1)j+k>j7?:(k + Qj)g(x)g’”@j*l(:c)dx

o0 j=0 k=0

Portanto,

b 9] (17N (k + 0)) ¢
Z Z . Tm,0,k+0j—1
=0

!
i=0 k J:

.

em que

E = BXT(X)E(X)) = / T () F (a) dF ()

Em particular, temos a seguinte expansao para a média para a classe Weibull G/(1 —

G), como p = py, entao teremos:

o= =05\ (=1)7HRN (| 4+ 9
M:ZZ( k )( : : ( >71G,0,k+9j—1

|
j=0 k=0 J:

A seguir, os calculos da expansao para os momentos centrais de ordem m para a classe
Weibull G/(1 — G).

como

Temos
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Como

2 07\ (= 1) RN (k + 0
Mm—r = ZZ ( k > ( ) ( ) nG"z—r,O7k+9j—1

!

Temos,

Hon = Zm: (T:> i i i <_lfj) e Qj)ﬂgﬂ,o,kwjfl

4!

Portanto,

AR SR =05\ (=17 N (k4 05) ¢
Moy, = . e Tn—r,0,k+05—1

!
r=0 j=0 k=0 T

Em particular, temos que a expansao para a variancia:

SN =07\ (=17 (k4 0)) ¢
- Z Z L 1 To—1,0,k+05—1

r=0 j=0 k=

A expansao do coeficiente geral para a classe Weibull G/(1 — G).

Como C,y(m) = — X" _ EX-0™ ontdo teremos
! VABIX =]} o
Hom,
Cy(m) om
Portanto,

S S S (1) () EE NN G i

+k+r)\0 k 0 m/2
(Zr:o 2520 2ok=0 ()G j) s - ])Tgr,o,kwj*l)

Cy(m) =

Em particular, como C, = C,(3) teremos que a expansao para o coeficiente de assi-

metria para a classe Weibull G/(1 — G) é dador por
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3 —04\ (=1)I Tkt N0 (k405
S S, () () 7 DTG okrai

C pr—
a ] . . ) 3/2
2 0o oo 2\ (—07\ (—1)I+k+r 05 (k+0
(Zr:o Zj:O > ko (r)( kj)( ) il e j)TQG—r,O,k-i-Oj—1>

Similarmente, como C. = C,(4), temos o coeficiente de curtose:

4 —0i\ (—1)Itk+r\0i (k404
Zrzo Z?io ZZO:O (;«1)( ke])( 2 5! (bt ])T4Gfr,0,k+0jfl

2 —0\ (—1)J+k+7 X0 (k46 2
(320 X520 i () () Sgistidn i)

C.=

Expansoes para a funcao geradora de momentos da Classe Wei-
bull G/(1 - G)

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para a funcao geradora

de momentos para a classe G/(1 — G).

Como
Mx(t) E(etX):/ N dF (z)
Temos,
% NN (07 (—1)THN(k + 05) _
_ tX k465 —1
MX(t)—/_Ooe ZZ( k) : ()G (1) d
7=0 k=0
:ZZ( ]f])( 1) A" (k+9j)/ eth(I)G’H—GJ_I(SL’)dx
=0 k=0 J: e
Como
X o M aem
¢ _Z—o m!

Logo, temos que
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4!

_ ZZZ (—]fj> (—1)7* )\.J(k—i—Q]‘)%/w 2" g(2) G (1) de

J! o

O X i\ (—1)itk\0i N[0 SN ™ ,
=23 () A [T S B et

Portanto,

= (05 (=17 (k4 65)tm
) = 3255 ()

Expansoes para a fungao caracteristica da Classe Weibull G/(1-G)
A seguir veremos o desenvolvimento dos cédlculos da expansao para a fungao carac-
teristica para a classe G/(1 — G).

Como

o0

Ox(t) = B(e"Y) = / "N dF (x)

—00

Temos,

* x5\ (=17 (4 65) k-+0j—1
@X(t):/_ooe ZOkO( I > . 9(x)G (x)dx

7!
oo 00 Y _1 G+k 05 . oo )
_ ZZ ( :J) ( ) )‘" (k + ‘9]) / GZth(:L‘)Gk+6j_1(x)d$
X J: —
7=0 k=0
Como
eti _ i JIm
m=0 m'

Logo, temos que
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O X0 s na\ (_1)itEk )05 1 oo O smym.m .
(I)X(t):ZZ( ]fj>( 1) )1‘7'(]{?—1-9]) /OOZ jn‘ g(I)Gk+0]_l(ZL’)d:L’

m=0

:Zzz(—:])( 1)7F )\‘J(k—i-@]) 7:;'"1 /oom 9() G071 (1) dz

J! oo

Portanto,

L il Trm,0,k—j—1

0

Funcao de log-verossimilhanca e respectivas derivadas em relagao

aos parametros para a Classe Weibull G/(1 — G)

A seguir, sao obtidos os calculos do desenvolvimento das derivadas da funcao de log-

verossimilhanga em relagao aos parametros para a classe Weibull G/(1—G) Generalizada.

Seja a funcao de verossimilhanca

L(X\0,6) = chxz,mg)

n ynd xl? G('Thg) ot —\? 1ch?v§) '
_0 )\ H 1_ l,“é’))Z (1_G(1’Z7€)) € ( (25)) :

A respectiva funcao de log-verossimilhanca é, entao:

(N 0,¢8) :n10g9+n610g)\+210gg(1‘1, Zlog (1 —G(x5;€))?

i=1

6
+ (0~ 1)og(G(x::€)) — (6 — 1) log(1 — G(a;;€ A@Z(l_% @)

xl7

Entropia de Rényi da Classe Weibull G/(1 — G)

A entropia é uma medida de incerteza, no sentido quanto maior o valor da entropia

menor a informagao e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou desordem.

A entropia de Rényi é dada por:
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Apéndice D

Caso particular da Classe Complementar Weibull (6G, d+
(1—G)/G): Classe Weibull (1 — G)/G

Modelo Funcional da Classe Weibull (1 — G)/G

Para § = 0, temos o caso particular, a classe Weibull (1 — G)/G introduzida nesta

tese. Para x € R temos a seguinte funcao de distribuicao acumulada:

F(x) = / OANE)? e 0 gt

em que G(z) ¢é a funcéo de distribuicao. Se G(z) for a fungao de distribuigdo de uma

variavel continua, derivando-se F'(x) temos a fungao densidade de probabilidade:

e 9@ (1=G@)\"" e(rgmy
f(x)—evgz(aj)( s ) ()

A funcao de risco é dada por:

G(z)

) = O\ g9(z) 1—-G(x) o1 e’)‘g(%z(z))g
h(x) = OA . e_v(ka)g) < o0o) > ©)
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Expansoes da Funcgao de distribuicao e densidade da Classe Wei-
bull (1 — G)/G Generalizada

A seguir, sao desenvolvidos os célculos da expansao da funcao de distribuicao e fungao
densidade da classe Weibull (1 — G)/G.

Como
L= G@)\") _ = ()Y ) ;
exp (—/\9( R ))_; i G (x)(1 — G(z))’
Logo
X (—1)J )\
Fala) = 3 S G w)(1 - )
Como

Logo tem-se

Caso a distribuicao G(z) seja de varidvel aleatéria continua, teremos fo(z) = Ff(z).

Portanto,

k 4!

J

o

L 3 I e )
k=0

Caso a distribuigao G(z) seja discreta, tem-se Pg(X = x;) = Fg(a;) — Fo(z; — 1).

Portanto,
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A expansao da funcao de distribuigao e da fungao densidade da classe Weibull (1 —

(G)/G Generalizada, sdo dadas, respectivamente por

=33 () = e

J!

Expansoes para os momentos de ordem m para a classe Weibull
(1-G)/G

A seguir se introduz a expansao dos momentos probabilisticamente ponderados e em
seguida se desenvolve os cédlculos da expansao para os momentos de ordem m para a classe
Weibull (1 — G)/G Generalizada. Como

o0

pn = BX™) = [~ (@),

o0

logo, se tem que

= [T () R e o

o0 j=0 k=0

Portanto,

o= (05 (—1)7RN (K — 65)
Z Z 3 Tm,0,k—05—15
=0 J:

=0 k

.

em que

(c.q.d)

Em particular, tem-se a seguinte expansao para a média para a classe Weibull (1 —

G)/G:

Como p = iy, entao
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< [0 17N (k — 0
M:ZZ<£)( 2 ( ])Tl,o,k—Qj—la

4!
(c.q.d)

A seguir se desenvolve os célculos da expansao para os momentos centrais de ordem

m para a classe Weibull (1 — G)/G Generalizada. Como

o = EIX = 0" = [ (o= )P (@),
tem-se que
" /'m
= —1)"u" m—r
o ; (T)( )
Como
= (07 (1) (K — 65)
W—r = Z Z <k) ;! Tm—r0,k—05—15
7=0 k=0
tem-se

LS (B ()

Assim,

R 07\ (=1)7T*7 1 NI (k — 67)
MWZZZZ(T)(/{;) j! Tm,0,k—05—1-

Em particular, tem-se que a expansao da variancia para a classe Weibull (1 — G)/G

Generalizada é dada por:

x© 0 0 1j+k+r r/\ij;_Q'
o2 3 ( )( ) YT A J)vaki@jil_

!
j=0 k=0 r= J:

A seguir, sao desenvolvidos os calculos da expansao para o coeficiente geral para a
classe Weibull (1 — GG)/G Generalizada:

E[(X—p)™ E[(X—p)™ <
Como Cy(m) = \/E[’}(X_’Z)Q}m Sl Um“) L entdo
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Portanto,

+k+r ry607

Z?io ZZO:O Z:io (m) i ) Ly /\ L= ej)Tm,O,k—Gj—l
k 05

(3070 X0 3o () () sttty )

Cy(m) =

vl3

(c.q.d.)

Em particular, como C, = Cy(3) se tem que a expansao para o coeficiente de assimetria

para a classe Weibull (1 — G)/G Generalizada é dada por:

e e, () () IWW T B=00 7  1—0j1
(Z] OZk‘ OZT‘ 0 ( )(ek‘,‘])( 1 Sl TAG] ke 0])7_270,]6—9]'—1)

C, =

I3

(c.q.d)

Similarmente, como C, = Cy(4) se tem que a expansao para o coeficiente de curtose

para a classe Weibull % é

>0 Y0 oo () (7 )( e Tw(k D7y 6 jo—0j1
(S0 i 52 () () Pttt L)

C.=

S

(c.q.d)

Expansao para a funcao geradora de momentos para a classe Wei-
bull (1 — G)/G Generalizada

A seguir se desenvolve os calculos da expansao para a funcao geradora de momentos

para a classe Weibull (1 — G)/G Generalizada. Como

My () = B(eX) = /_ R (),

tem-se que
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(03) 1)j+k,\fj(k — gj)g(x)Gk_ej_l(x)dx
1)

—00 —0 ]'

° J+k )07

Z 9 )( )‘ k 9])/ et ( )Gk 0j 1(:L‘)d:13
7=0 k=0 -

Como

3M8

logo,

tmm

z)GF 97 (1) da

My (t) = ii (9;)( )H’W’f k — 65)
— ii f: (9;) (= )”k)\@j(k 9]);: /OO 2 ()G (1) d.

J! .

Assim,

o e (0 1)7+k N (| — 6
M, (t) = Z Z Z (k]) =) j!n(ﬂ i Tm,0,k—05—1-
(c.q.d)

Expansao para a fungao caracteristica para a classe Weibull (1 —
(G)/G Generalizada

A seguir se desenvolve os calculos da expansao para a funcao caracteristica para a
classe Weibull (1 — G)/G Generalizada. Como

o0

ox(t) = E(e"X) = /_ e dF (),

[e. 9]

em que ¢ = y/—1. Tem-se que
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b (1) = /°° emi i (ij) (—1)j+k>\fj(k — ej)g(x)Gk_ej_l<I)dI

4!

B i > (ij) <1>j+k§7€;<k —6)) /°° ) CF ()

o0

Como

logo,

oxtt) =33 () EEEE A 5 B 6 e

J! oo

m=0

_ i i": i": (0j) (—1)j+wj(k — 05) 2’:;1 /°° 2" () GE (1) da

J! .

=~

Assim,

o e (05 (—1)ITEN (e — )t
%(t) = Z Z Z <lj> ( ) j!(m! j) Tm,0,k—65—1-
(c.q.d)

Funcao de log-verossimilhanca e respectivas derivadas em relagao

aos parametros para a Classe Weibull (1 — G)/G Generalizada

A seguir, sao obtidos os calculos do desenvolvimento das derivadas da funcao de log-

verossimilhanga em relagao aos parametros para a classe Weibull (1 —G)/G Generalizada.

Seja a fungao de verossimilhanca
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L()0,¢) = Hfga;z,wg)

nyno xza G(l‘l,f) -1 A 1(1G?z(z§)£))
- HG (3¢ < Gz €) ‘ '

A respectiva funcao de log-verossimilhanca é, entao:

(N, 0,8) =nlogh+ nflog A + Zlogg(mi; & —(0+1) Zlog G(z;€)
. =1 m 5) ,
+(0-1)> log(l — G(ay;€) )\HZlog ( e 5) )
i=1 29

Estimativa de A:

Entropia de Rényi da Classe Weibull (1 — G)/G Generalizada

A entropia é uma media de incerteza, no sentido que quanto maior for o valor da
entropia menor a informagao e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou desor-
dem. A seguir, se desenvolve os calculos da expansao da entropia para a classe Weibull

(1 — G)/G Generalizada, usando a entropia de Rényi.

Tulo) = tos ([ par)

_ 1 o 9"(@) (1= G@)\"™" _(emy?
1_nlog{/_m0)\9G2 (x)( ) ) e <>)dF(a;)}.

Como

exp {—nA9 (%i()x))e} _ i (—1);!>\OJnj (1 ;(C;()x))ej‘
Assim, tem-se que
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o 9"(2) (1=G@)\ & JAQW — G(x)\"”
fM(x) = 0"\ G2n(x)( G(z) ) Z ( ) )
9”)\"9( 1)')\9j77]' g"(x) (1—G(:17)>77(19)+0j
5 7! G(z) \ G(z)
OGN0 (—1)7 N0y
j1

M

J

gﬂ(lz)G—(Qn-H?(l—G)-l—@j) ($) (1 _ G(x))n(lfO)JrGj .

WK

.
Il
o

Como

w0107 _ N~ gy (10— 0) + 05

k=0

logo, tem-se que

= Z ij x g () GR=GnH0=0) (1),
Jj=

0 k=0

(77(1—0)+9j) 91N (I+3) (—1)i+Ey
k

i . Assim,

em que pji = pjx(A, 0,1) =

o) = 1 o (zzm [ o
j=0 k=0
j=0 k=0
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Apéndice E

Cadigo R Utilizado na Aplicacao 1 com dados Simula-

dos

Arquivo Fonte com Densidades

pdf_wwy <- function(par,x){
alpha=par[1]

be = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]

bexth*xlamb~th* (alpha) ~ (be)* ((x~ (be-1)*exp(-(alpha*x) “be))/(1-exp(-(alpha*x) “be)) ~2)
}

cdf_wwy <- function(par,x){

alpha=par[1]

be = par[2]

lamb = par[3]

th = par[4]
exp (- (lamb) “th* (exp ((alpha*x) “be-1))~(-th))
}
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sdf _wwy <- function(par,x){

alpha=par[1]

be = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]

1-exp(-(lamb) “th* (exp((alpha*x) “be-1)) " (-th))

rdf _wwy <- function(par,x){
alpha=par[1]

be = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]

(alpha*be*th*lamb~th*(alpha*x) "~ (be-1)* (exp((alpha*x) "be)-1) " (-(th+1))*exp((alpha*x)

pdf_wwz <- function(par,x){
alpha=par[1]

be = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]

alpha*bexth*lamb~th* (alpha*x) ~ (be-1)*(exp((alpha*x) “be)-1)~ (th-1)
*xexp ((alpha*x) “be-lamb~th* (exp((alpha*x) “be)-1) “th)
}

cdf_wwz <- function(par,x){

alpha=par[1]

be = par[2]

lamb = par[3]

th = par[4]
1-exp(-lamb~th* (exp((alpha*x) “be)-1) “th)
}

sdf _wwz <- function(par,x){
alpha=par[1]
be = par[2]
lamb = par[3]
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th = par[4]
exp (-lamb~th* (exp((alpha*x) “be)-1) “th)
}

rdf _wwz <- function(par,x){

alpha=par[1]

be = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]

alpha*bexth*lamb~th* (alpha*x) ~ (be-1)*(exp((alpha*x) “be)-1) " (th-1)
*xexp ((alpha*x) “be)

pdf_wllx <- function(par,x){
alfa = par[1]
be=par [2]
lamb = par[3]
th = par[4]
(bexth*lamb*exp (- (lamb*xlog(1+(x/alfa) "be)) “th)*(x/alfa) " (be-1)
* (lambxlog(1+(x/alfa) "be)) "~ (th-1)) /(alfa*x(1+(x/alfa) be))
}

cdf_wllx <- function(par,x){

alfa = par[1]

be=par [2]

lamb = par[3]

th = par[4]
1-exp(-(lamb*log(1+(x/alfa) “be)) “th)
}

sdf_wllx <- function(par,x){

alfa = par[1]

be=par [2]

lamb = par[3]

th = par[4]
exp (- (lambxlog(1+(x/alfa) "be)) “th)
}
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rdf_wllx <- function(par,x){
alfa = par[1]
be=par [2]
lamb = par[3]
th = par[4]
(bexth*lamb* (x/alfa)~ (be-1)*(lambxlog(1+(x/alfa) "be)) ~(th-1))/(alfa*(1+(x/alfa) “be)

pdf_wwk <- function(par,x){
alfa=par[1]

be = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]

(th*be*alfa"bexlamb~th*x~ (beta-1) *(-log(l-exp(-(alfa*x) "be))) " (th-1)*exp(-(alfa*x) "
}

cdf _wwk <- function(par,x){

alfa=par[1]

be = par[2]

lamb = par[3]

th = par[4]
exp(-lamb~th*(-log(l-exp(-(alfa*x) “be))) “th)
}

sdf_wwk <- function(par,x){

alfa=par[1]

be = par[2]

lamb = par[3]

th = par[4]
1-exp(-lamb~th*(-log(l-exp(-(alfa*x) "be))) “th)
}

rdf _wwk <- function(par,x){
alfa=par[1]
be = par[2]
lamb = par[3]
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th = par[4]
((alfaxbexthxlamb”~th*(alfa) " (be)*x~ (beta-1)*(-log(1l-exp(-(alfa*x) “be))) ~ (th-1)*exp(

- Weibull ----————-----""""""""——— - #
# Weibull - Probability density function.
pdf_weib <- function(par,x){

lamb = par[1]

th = par[2]

lamb*th* (lamb*x) ~ (th-1) *exp (- (lamb*x) “th)
}
# Weibull - Cumulative distribution function.
cdf_weib <- function(par,x){

lamb = par[1]

th = par[2]

1 - exp(-(lamb*x) “th)

- Beta Weibull ---—-——1+"+"-"-""+"-"-"-"-"-"-"""""""""-— #
# Beta Weibull - Probability density function.
pdf_bweib <- function(par,x){

lamb = par[1]

th = par[2]
a = par[3]
b = par[4]

(th*xlamb~th*x~ (th-1)*exp (-b* (lamb*x) “th) * (1-exp (- (lamb*x) “th))) /beta(a,b)
}
# Weibull - Cumulative distribution function.
cdf_bweib <- function(par,x){

lamb = par[1]

th = par[2]
a = par[3]
b = par[4]

x = 1 - exp(-(lamb*x) “th)
pbeta(x,a,b)

pdf_bge <- function(par,x){
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a
b
alpha = par[3]

par[1]

par[2]

lamb = par[4]

g = alpha*lamb * exp(-lamb#*x)*(1-exp(-lamb#*x)) " (alpha-1)
G = (1 - exp(-lamb*x))~alpha
1/beta(a,b) *g*G~ (a-1)*(1-G) " (b-1)

}

cdf_bge <- function(par,x){
a = par[1]
b = par[2]

alpha = par[3]

lamb = par[4]

G = (1 - exp(-lamb*x)) ~alpha
pbeta(G,a,b)

- Fretchet -----------—717"---—----"">>-——
# Fretchet - Probability density function.
pdf_fret <- function(par,x){

lamb = par[1]

sig = par[2]

lamb*sig~lamb*x~ (- (lamb+1) ) *exp(-(sig/x) ~lamb)
}
# Fretchet - Cumulative distribution function.
cdf_fret <- function(par,x){

lamb = par[1]

sig = par[2]

exp(-(sig/x) “lamb)

- Beta Fretchet --------------------------————-——
pdf_bfret <- function(par,x){

a = par[1]

b = par[2]

lamb = par[3]

sig = par[4]

g = lamb * sig~lamb * x~(-(lamb+1))* exp(-(sig/x)~lamb)
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G = exp(-(sig/x) ~lamb)
1/beta(a,b) *g*G~ (a-1) *(1-G) " (b-1)
}
cdf_bfret <- function(par,x){

a
b = par[2]

lamb = par[3]
sig = par[4]

par[1]

G = exp(-(sig/x)~lamb)
pbeta(G,a,b)

pdf_eexp <- function(par,x){
be = par[1]
alpha =par[2]
alpha*be*exp (-be*x) * (1-exp (-be*x) )~ (alpha-1)

cdf_eexp <- function(par,x){
be = par[1]
alpha =par[2]
(1 - exp(-be*x)) alpha

pdf_pexp <- function(par,x){
be = par[1]
alpha =par[2]
(alpha*bexexp(-be*log(1+x))*(1-exp(-bexlog(1+x))) "~ (alpha-1))/(1+x)

cdf_pexp <- function(par,x){
be = par[1]
alpha =par[2]
(1 - exp(-bexlog(1+x)))~alpha
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Algoritmo R utilizado na Secao (4.1.1)

library(boot)

mle.boot = function(data, pdfm, cdfm, par, meth, R){
bs <- function(data, indices) {

n = length(data)-1

fit <- goodness.fit(pdf=pdfm, cdf=cdfm,

starts = par, data = sample(data,n,rep=F),
method=meth, domain = c(0, Inf),mle=NULL)

return( fit$mle)

}

boot (data=data, statistic=bs,

R=R, parallel = ’multicore’)

3

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/Comandos/Bootstrap’)
library(AdequacyModel)

source(’pdfs.txt’)

source (’bootstrapping.txt’)

x=source(’simulacaowllx.txt’)$value

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/NovosResultados/Graficos’)

u=runif (450,0,1)
alfa=0.3
beta=0.5
lambda=1.2
theta=1.5

par=c(alfa,beta,lambda,theta)

fit <- goodness.fit(pdf=pdf_wllx, cdf=cdf_wllx, starts = par, data = x,
method=’B’, domain=c(0,Inf),mle=NULL)

fitb = mle.boot(x, pdf_wllx, cdf_wllx,

par, ’N’, 10)
p=0
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for(i in 1:length(fitb$t0)) plil= mean(fitb$t[,i])

fitc = 2xfitb$t0 - p

1t1 = sum(log(pdf_wllx(par, x)))

1t2 = sum(log(pdf_wllx(fit$mle, x)))
1t3 = sum(log(pdf_wllx(fitb$t0, x)))
1t4 = sum(log(pdf_wllx(p, x)))

AICt1 = - 2%1t1 + 2%4

AICt2 = - 2%1t2 + 2%4

AICt3 = - 2%1t3 + 2%4

AICt4 = - 2%1td + 2%4

AICCt1 = - 2%1tl + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt2 = - 2*1t2 + 2%4x100/(100-4-1)
AICCt3 = - 2%1t3 + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt4 = - 2%1t4 + 2%4%100/(100-4-1)
BICtl = - 2*1tl1 + 4*1log(100)

BICt2 = - 2*1t2 + 4x1log(100)

BICt3 = - 2%1t3 + 4*1og(100)

BICt4 = - 2%1t4 + 4*x1og(100)

HQICt1 = - 2%1tl + 2%4%log(log(100))
HQICt2 = - 2%1t2 + 2%4xlog(log(100))
HQICt3 = - 2x1t3 + 2x4xlog(log(100))
HQICt4 = - 2%1t4 + 2%4xlog(log(100))

round (AICt1,3) ;round (AICt2,3) ;round (AICt3,3) ;round (AICt4,3)
round (AICCt1,3) ;round (AICCt2,3) ;round (AICCt3,3) ;round (AICCt4,3)
round (BICt1,3) ;round (BICt2,3) ;round (BICt3,3) ;round (BICt4,3);
round (HQICt1,3) ;round (HQICt2,3) ;round (HQICt3,3) ;round (HQICt4,3);

p=matrix(0,5,4)
for(i in 1:nrow(p)){
fitb = mle.boot(x, pdf_wllx, cdf_wllx,

par, ’B’, 100)
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for(j in 1:ncol(p)) pli,jl= mean(fitb$t[,j]l)

}

round (apply(p, 2, var),10)

var.p = c(1.40180e-06, 5.97100e-07, 4.75980e-06, 2.40512e-05)

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript(’histwllx.eps’)

hist(x, freq=F, main= ’’,ylim=c(0,0.15),x1im=c(0,40),

xlab= ’Dados’, ylab=’Densidade’, cex.lab = 1.5)

curve (pdf _wllx(par,x),add=T,1lwd=3)

curve(pdf_wllx(fit$mle,x) ,add=T,col=2,1wd=3, lty=2)

curve (pdf _wllx(fitb$t0,x) ,add=T,col=3,1wd=3, 1lty=2)

curve (pdf _wllx(fitc,x),add=T,col=4,1wd=3, 1lty=2)

legend (’topright’,c(’Densidade Verdadeira’,’EMV’, ’Bootstrap’,
’Boot. Corrigido’), col=1:4, 1lwd=3, 1ty = c(1,2,2,2), cex = 1.5)
dev.off ()

round (par, 3)

round(fit$mle,3)

round (fit$Erro, 3)
round (fitb$t0,3)
round(sd(fitb$t[,1]),3) ;round(sd(fitb$t[,2]),3);
round (sd(fitb$t[,3]),3) ;round(sd(fitb$t[,4]),3)

round(fitc,3)

round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,1])+var.p[1]),3)
round (sqrt (4xvar (fitb$t[,2])+var.p[2]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,3])+var.p[3]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,4])+var.pl[4]),3)

cdf= function(par,x) cdf_wllx(par, x)

data = x

#parameters = par
fit$mle
fitb$t0

parameters = fitc

#parameters

#parameters
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data_orderdenados = sort(data)
= cdf (as.vector(parameters), data_orderdenados)

length(data)

qnorm(v)

e < B <
I

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()
for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 * i - 1)/(2 * n))"2

A_temp[i] = (2 * 1 - 1) * log(ul[i]l) + (2 * n + 1 -2 % i) * log(l - uli])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)

W_star = W_.2 * (1 + 0.5/n)

A_star = A2 x (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.l1), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (W_star,4)

round (A_star,4)

KS

Algoritmo Utilizado na Secao 4.1.2

setwd(’C: /Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/Comandos/Bootstrap’)
library(AdequacyModel)

source(’pdfs.txt’)

source (’bootstrapping.txt’)

x=source (’simulacaowwk.txt’)$value

setwd(’C: /Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/NovosResultados/Graficos’)

u=runif (450,0,1)
alfa=0.6
beta=0.8
lambda=1.5
theta=1
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par=c(alfa,beta,lambda,theta)

fit <- goodness.fit(pdf=pdf_wwk, cdf=cdf_wwk, starts = par, data = x,
method="B’, domain=c(0,Inf) ,mle=NULL)

fitb = mle.boot(x, pdf_wwk, cdf_wwk,
par, ’N’, 10)

p=0

for(i in 1:length(fitb$t0)) plil= mean(fitb$t[,i])
fitc = 2xfitb$t0 - p

1t1 = sum(log(pdf_wwk(par, x)))

1t2 = sum(log(pdf_wwk(fit$mle, x)))

1t3 = sum(log(pdf_wwk(fitb$t0, x)))
1t4 = sum(log(pdf_wwk(p, x)))

AICt1 = - 2%1t1 + 2%4

AICt2 = - 2%1t2 + 2%4

AICt3 = - 2%1t3 + 2%4

AICt4 = - 2%1td + 2%4

AICCt1 = - 2¥1t1 + 2%4x100/(100-4-1)
AICCt2 = - 2*1t2 + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt3 = - 2%1t3 + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt4 = - 2%1t4 + 2%4x100/(100-4-1)
BICtl = - 2*1tl1 + 4x1log(100)

BICt2 = - 2*1t2 + 4*1og(100)

BICt3 = - 2%1t3 + 4*x1og(100)

BICt4 = - 2%1t4 + 4*x1og(100)

HQICt1 = - 2%1t1 + 2%4%log(log(100))
HQICt2 = - 2%1t2 + 2%4xlog(log(100))
HQICt3 = - 2x1t3 + 2x4xlog(log(100))
HQICt4 = - 2x%1t4 + 2%4xlog(log(100))
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round (AICt1,3) ;round (AICt2,3) ;round (AICt3,3) ;round(AICt4,3);
round (AICCt1,3) ;round (AICCt2,3) ;round (AICCt3,3) ;round (AICCt4,3);
round (BICt1,3) ;round (BICt2,3) ;round(BICt3,3) ;round (BICt4,3);
round (HQICt1,3) ;round (HQICt2,3) ;round (HQICt3,3) ;round (HQICt4,3);
p=matrix(0,5,4)

for(i in 1:nrow(p)){
fitb = mle.boot(x, pdf_wwk, cdf_wwk,
par, ’B’, 100)
for(j in 1:ncol(p)) pli,jl= mean(fitb$t([,j]l)
}
round (apply(p, 2, var),10)
var.p = ¢(0.8397334559, 0.0000017542, 3.5685219808, 0.0000107793)

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)
postscript (’histwwk.eps’)

hist(x, freq=F, main= ’’,ylim=c(0,0.4),

xlab= ’Dados’, ylab=’Densidade’, cex.lab = 1.5)

curve (pdf _wwk(par,x),add=T,1lwd=3)

curve (pdf _wwk(fit$mle,x),add=T,col=2,1wd=3, 1lty=2)

curve (pdf _wwk (fitb$t0,x) ,add=T,col=3,1lwd=3, lty=2)

curve (pdf _wwk(fitc,x),add=T,col=4,1lwd=3, 1lty=2)

legend (’topright’,c(’Densidade Verdadeira’,’EMV’, ’Bootstrap’,
’Boot. Corrigido’), col=1:4, 1lwd=3, 1ty = c(1,2,2,2), cex = 1.5)
dev.off ()

round (par, 3)

round(fit$mle, 3)
round (fit$Erro, 3)

round (fitb$t0, 3)
round (sd(fitb$t[,1]1),3) ;round(sd(fitb$t[,2]),3);
round (sd(fitb$t[,3]),3) ;round(sd(fitb$t[,4]),3)

round(fitc,3)

round (sqrt (4*var (fitb$t[,1])+var.p[1]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,2])+var.p[2]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,3])+var.p[3]),3)
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round (sqrt (4xvar (fitb$t [,4])+var.pl[4]),3)

cdf= function(par,x) cdf_wwk(par, x)

data = x

#parameters = par

#parameters = fit$mle
fitb$t0

parameters = fitc

#parameters

data_orderdenados = sort(data)

cdf (as.vector (parameters), data_orderdenados)

length(data)

qnorm(v)

< B <
Il

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()
for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 * i - 1)/(2 * n))~2

A_temp[i] = (2 *x i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ulil])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)
W_star = W_2 * (1 + 0.5/n)
A_star = A_2 * (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.l1), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (W_star,4)

round (A_star,4)

KS

Algoritmo Utilizado na Secao 4.1.3

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/Comandos/Bootstrap’)
library(AdequacyModel)

source(’pdfs.txt’)

source (’bootstrapping.txt’)

x=source (’simulacaowwz.txt’)$value

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/NovosResultados/Graficos’)
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u=runif (450,0,1)
alfa=0.3
beta=0.5
lambda=1.2
theta=1.5

par=c(alfa,beta,lambda,theta)

fit <- goodness.fit(pdf=pdf_wwz, cdf=cdf_wwz, starts = par, data = x,
method=’B’, domain=c(0,Inf),mle=NULL)

fitb = mle.boot(x, pdf_wwz, cdf_wwz,
par, ’N’, 10)

p=0

for(i in 1:length(fitb$t0)) plil= mean(fitb$t[,i])

fitc = 2+%fitb$t0 - p

1t1 = sum(log(pdf_wwz(par, x)))

1t2 = sum(log(pdf_wwz(fit$mle, x)))
1t3 = sum(log(pdf_wwz(fitb$t0, x)))
1t4 = sum(log(pdf_wwz(p, x)))

AICt1 = - 2x1tl + 2%4

AICt2 = - 2%1t2 + 2%4

ATICt3 = — 2%1t3 + 2%4

AICt4 = - 2x1td + 2%4

AICCt1 = - 2x1t1 + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt2 = - 2%1t2 + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt3 = - 2%1t3 + 2*4x100/(100-4-1)
AICCt4 = - 2x1t4 + 2*4%x100/(100-4-1)
BICtl = - 2*1t1 + 4x1og(100)

BICt2 = - 2%1t2 + 4x1og(100)

BICt3 = - 2%1t3 + 4*x1log(100)
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BICt4 = - 2*1t4d + 4x1log(100)

HQICt1l = - 2*1tl + 2%4xlog(log(100))
HQICt2 = - 2x1t2 + 2x4xlog(log(100))
HQICt3 = - 2*%1t3 + 2%4xlog(log(100))
HQICt4 = - 2%1t4 + 2%4xlog(log(100))

round (AICt1,3) ;round (AICt2,3) ;round (AICt3,3) ;round (AICt4,3)
round (AICCt1,3) ;round (AICCt2,3) ;round (AICCt3,3) ;round (AICCt4, 3)
round (BICt1,3) ;round (BICt2,3) ;round(BICt3,3) ;round (BICt4,3);
round (HQICt1,3) ;round (HQICt2, 3) ;round (HQICt3,3) ;round (HQICt4,3);

p=matrix(0,5,4)

for(i in 1:nrow(p)){

fitb = mle.boot(x, pdf_wwz, cdf_wwz,

par, ’B’, 100)

for(j in 1:ncol(p)) pli,jl= mean(fitb$t[,j]l)

}
round (apply(p, 2, var),10)
var.p = c(1.74290e-06, 1.82230e-06, 1.58491e-05, 9.51600e-06)

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript (’histwwz.eps’)

hist(x, freq=F, main= ’’,ylim=c(0,0.3),

xlab= ’Dados’, ylab=’Densidade’, cex.lab = 1.5)

curve (pdf _wwz(par,x),add=T,1lwd=3)

curve (pdf _wwz(fit$mle,x) ,add=T,col=2,1wd=3, 1lty=2)

curve (pdf _wwz (fitb$t0,x) ,add=T,col=3,1wd=3, 1lty=2)

curve (pdf _wwz(fitc,x),add=T,col=4,1lwd=3, lty=2)

legend (’topright’,c(’Densidade Verdadeira’,’EMV’, ’Bootstrap’,
’Boot. Corrigido’), col=1:4, 1lwd=3, 1ty = c(1,2,2,2), cex = 1.5)
dev.off ()

round (par, 3)

round(fit$mle, 3)
round (fit$Erro, 3)
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round (fitb$t0, 3)
round (sd(fitb$t[,1]),3) ;round(sd(fitb$t[,2]),3);
round (sd(£fitb$t[,3]),3) ;round(sd(fitb$t[,4]),3)

round(fitc,3)

round (sqrt (4xvar (fitb$t[,1])+var.pl[1]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,2])+var.p[2]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,3])+var.p[3]),3)
round(sqrt (4*xvar (fitb$t[,4])+var.pl[4]),3)

cdf= function(par,x) cdf_wwz(par, x)
data = x

parameters = par

#parameters = fit$mle

#parameters = fitb$to

fitc

#parameters
data_orderdenados = sort(data)

v = cdf(as.vector(parameters), data_orderdenados)

n = length(data)

for(i in 1:n) if(v[i]>0.9999999999) v[i]=0.9999999999
y = gnorm(v)

u

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()

for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (ufi]l - (2 x i - 1)/(2 * n))"2

A_temp[i] = (2 * i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ulil])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)

W_star = W_.2 * (1 + 0.5/n)

A_star = A2 x (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.l), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round(W_star,4)

round (A_star,4)

KS
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Algoritmo Utilizado na Secao 4.1.4

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/Comandos/Bootstrap’)
library(AdequacyModel)

source(’pdfs.txt’)

source(’bootstrapping.txt’)

x=source(’simulacaowwy.txt’)$value

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/Tese/TeseNova/NovosResultados/Graficos’)

u=runif (450,0,1)
alfa=0.3
beta=0.5
lambda=1.2
theta=1.5

par=c(alfa,beta,lambda,theta)
fit <- goodness.fit(pdf=pdf_wwy, cdf=cdf_wwy, starts = par, data = x,

method="B’, domain=c(0,Inf),mle=NULL)

fitb = mle.boot(x, pdf_wwy, cdf_wwy,
par, ’N’, 10)

p=0

for(i in 1:length(fitb$t0)) plil= mean(fitb$t[,i])

fitc = 2*fitb$t0 - p

1t1 = sum(log(pdf_wwy(par, x)))

1t2 = sum(log(pdf_wwy(fit$mle, x)))
1t3 = sum(log(pdf_wwy(£itb$t0, x)))
1t4 = sum(log(pdf_wwy(p, x)))

AICt1 = - 2%1tl1 + 2%4

AICt2 = - 2%1t2 + 2%4

AICt3 = - 2%1t3 + 2%4

AICtd = - 2x1t4 + 2%4
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AICCt1 = - 2*1tl + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt2 = - 2%1t2 + 2%4%100/(100-4-1)
AICCt3 = - 2*1t3 + 2%4x100/(100-4-1)
AICCt4 = - 2%1t4 + 2%4%100/(100-4-1)
BICt1 = - 2%1t1 + 4*x1og(100)
BICt2 = - 2*1t2 + 4x1log(100)
BICt3 = - 2*1t3 + 4*1log(100)
BICt4 = - 2%1t4 + 4*x1og(100)
HQICt1 = - 2%1tl1 + 2%4xlog(log(100))
HQICt2 = - 2%1t2 + 2%4*log(log(100))
HQICt3 = - 2%1t3 + 2%4*log(log(100))
HQICt4 = - 2x1t4d + 2x4xlog(log(100))

round (AICt1,3) ;round (AICt2,3) ;round(AICt3,3) ;round (AICt4,3)
round (AICCt1,3) ;round (AICCt2,3) ;round (AICCt3,3) ;round (AICCt4,3)
round (BICt1,3) ;round (BICt2,3) ;round (BICt3,3) ;round (BICt4,3);
round (HQICt1,3) ;round (HQICt2, 3) ;round (HQICt3,3) ;round (HQICt4,3);

p=matrix(0,5,4)

for(i in 1:nrow(p)){
fitb = mle.boot(x, pdf_wwy, cdf_wwy,
par, ’B’, 100)
for(j in 1:ncol(p)) pli,jl= mean(fitb$t[,j]l)
}
round (apply(p, 2, var),10)
var.p = ¢(0.0036019503, 0.0000067422, 0.0051043359, 0.0000025213)

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript (’histwwy.eps’)

hist(x, freq=F, main= ’’,ylim=c(0,0.3),x1lim=c(0,30),
xlab= ’Dados’, ylab=’Densidade’, cex.lab = 1.5)
curve (pdf _wwy(par,x),add=T,1wd=3)

curve (pdf _wwy(fit$mle,x),add=T,col=2,1wd=3, lty=2)
curve (pdf _wwy(£fitb$t0,x) ,add=T,col=3,1wd=3, lty=2)
curve (pdf _wwy(fitc,x),add=T,col=4,1wd=3, 1lty=2)
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legend(’topright’,c(’Densidade Verdadeira’,’EMV’, ’Bootstrap’,
’Boot. Corrigido’), col=1:4, 1lwd=3, 1ty = c(1,2,2,2), cex = 1.5)
dev.off ()

round (par, 3)

round(fit$mle,3)
round (fit$Erro, 3)

round (fitb$t0,3)
round (sd(fitb$t[,1]),3) ;round(sd(fitb$t[,2]),3);
round (sd(fitb$t[,3]),3) ;round(sd(fitb$t[,4]),3)

round(fitc,3)

round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,1])+var.p[1]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,2])+var.p[2]),3)
round (sqrt (4*var (fitb$t[,3])+var.p[3]),3)
round (sqrt (4*xvar (fitb$t[,4])+var.p[4]),3)

cdf= function(par,x) cdf_wwy(par, x)
data = x

#parameters = par

#parameters = fit$mle

#parameters = fitb$t0
parameters = fitc

data_orderdenados = sort(data)

cdf (as.vector(parameters), data_orderdenados)
length(data)

qnorm(v)

< B <
I

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()

for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 *x i - 1)/(2 * n))~2

A_temp[i] = (2 *x i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ul[il])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)
W_star = W_2 * (1 + 0.5/n)
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A_star = A_2 * (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.l1), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (W_star,4)

round (A_star,4)

KS

156



Apéndice F

Cadigo R Utilizado na Aplicacao 2

Algoritmo Utilizado na Secao 4.2

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais’)

library(AdequacyModel)
source(’pdfs.txt’)
source (’bootstrapping.txt’)

data = x = source(’CarbonFibrel.txt’)$value

par = c(1,1,1,1)

fitwllx = mle.boot(x, pdf_wllx, cdf_wllx, par, ’C’, 100)

11lwllx = sum(log(pdf_wllx(fitwllx$t0O, x)))

par = c(1,1,1,1)

fitbge = mle.boot(x, pdf_bge, cdf_bge,
par, ’C’, 100)

1llbge = sum(log(pdf_bge(fitbge$t0, x)))

par = c(1,1)

fitfret = mle.boot(x, pdf_fret, cdf_fret, par, ’C’, 100)

1l1fret = sum(log(pdf_fret(fitfret$t0, x)))

par = c(1,1,1,1)
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fitbfret = mle.boot(x, pdf_bfret, cdf_bfret,par, ’C’, 100)
llbfret = sum(log(pdf_bfret(fitbfret$t0, x)))

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript(’aplicacaoCarbonFibre2WLLX.eps’ ,horizontal=FALSE)
hist(x,freq=F,main=’’, ylab = ’Densidade’,ylim=c(0,0.5))
curve(pdf _wllx(fitwllx$t0, x), add=T, lty=1, lwd = 2)

curve (pdf_bge(fitbge$t0, x),add=T,col=2, lty=1, lwd = 2)
curve (pdf _fret(fitfret$t0, x),add=T,col=3, 1lty=1, lwd = 2)
curve (pdf_bfret (fitbfret$t0, x),add=T,col=4, lty=1, lwd = 2)
legend(’topright’,c(’WLLX’, ’BGE’,’F’,’BF’),
col=c(1,2,3,4),1ty=1,1wd=2, cex=1.5)

dev.off ()

AICwllx = - 2*x1lwllx + 2%4

AICbge = - 2x1llbge + 2*4

AICfret = - 2x11fret + 2x%2

AICbfret = - 2*%llbfret + 2%4

AICCwllx = - 2%1lwllx + 2*4*x63/(63-4-1)

AICCbge = - 2%1llbge + 2%4%63/(63-2-1)

AICCfret = - 2x1llfret + 2%2x63/(63-2-1)
AICCbfret = - 2*1lbfret + 2%4%63/(63-2-1)
BICwllx = - 2%1lwllx + 4*x1log(63)

BICbge = - 2x1llbge + 4*log(63)

BICfret = - 2x1lfret + 2xlog(63)

BICbfret = - 2x1lbfret + 4xlog(63)
HQICwllx = - 2x1lwllx + 2%4*log(log(63))
HQICbge = - 2%1llbge + 2%4*xlog(log(63))
HQICfret = - 2x1lfret + 2*2xlog(log(63))
HQICbfret = - 2x1lbfret + 2+%4x*log(log(63))

c(AICwllx,AICbge,AICfret,AICbfret)
c(AICCwllx,AICCbge,AICCfret,AICCbfret)
c(BICwllx, BICbge,BICfret,BICbfret)
c(HQICwllx,HQICbge,HQICfret ,HQICbfret)
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round(fitwllx$t0,4) ;round(fitbge$t0,4) ;round(fitfret$t0,4) ;round(fitbfret$t0,4)
round (apply(fitwllx$t,2,sd),4)

round (apply(fitbge$t,2,sd) ,4)

round (apply(fitfret$t,2,sd),4)

round (apply (fitbfret$t,2,sd) ,4)

parameters = fitwllx$tO
cdf= function(par,x) cdf_wllx(par, x)

parameters = fitbge$tO
cdf= function(par,x) cdf_bge(par, x)

parameters = fitfret$t0
cdf= function(par,x) cdf_fret(par, x)

parameters = fitbfret$t0
cdf= function(par,x) cdf_bfret(par, x)

data_orderdenados = sort(data)

cdf (as.vector (parameters), data_orderdenados)

length(data)

qnorm(v)

< B <
I

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()
for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 * i - 1)/(2 * n))~2

A_temp[i] = (2 *x i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ulil])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)

W_star = W_.2 * (1 + 0.5/n)

A_star = A_2 * (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.l1), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (A_star,4)

round (W_star,4)

159



KS

160



Apéndice G

Caddigo R Utilizado na Aplicacao 3

Algoritmo Utilizado na Secao 4.3

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais’)

library(AdequacyModel)
source(’pdfs.txt’)
source (’bootstrapping.txt’)

data = x = source(’GlassFibres.txt’)$value

par = c(1,1,1,1)

fitwwk = mle.boot(x, pdf_wwk, cdf_wwk,
par, ’C’, 100)

1llwwk = sum(log(pdf_wwk(fitwwk$tO, x)))

par = c(1,1,1,1)

fitbge = mle.boot(x, pdf_bge, cdf_bge,
par, ’C’, 100)

llbge = sum(log(pdf_bge(fitbge$tO, x)))

par = c(1,1)

fitfret = mle.boot(x, pdf_fret, cdf_fret,par, ’C’, 100)

1l1fret = sum(log(pdf_fret(fitfret$t0, x)))
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par = c(1,1,1,1)
fitbfret = mle.boot(x, pdf_bfret, cdf_bfret,par, ’C’, 100)
1llbfret = sum(log(pdf_bfret(fitbfret$t0, x)))

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript(’aplicacaoGlassFibresWWK.eps’ ,horizontal=FALSE)
hist(x,freq=F,main="’, ylab = ’Densidade’,ylim=c(0,2),x1im=c(0,2.5))
curve (pdf _wwk (fitwwk$t0, x), add=T, 1lty=1, lwd = 2)

curve (pdf_bge (fitbge$t0, x),add=T,col=2, lty=1, lwd = 2)
curve(pdf_fret (fitfret$t0, x),add=T,col=3, lty=1, lwd = 2)

curve (pdf_bfret(fitbfret$t0, x),add=T,col=4, lty=1, lwd = 2)

legend (’topright’,c(’WWK’, ’BGE’, ’F’,’BF’),
col=c(1,2,3,4),1ty=1,1wd=2, cex=1.5)

dev.off ()
AICwwk = - 2x1lwwk + 2%4
AICbge = - 2x1lbge + 2x%4

AICfret = 2*%11fret + 2x%2

AICbfret = - 2xllbfret + 2%4

AICCwwk = - 2x1lwwk + 2x4*63/(63-4-1)
AICCbge = - 2%1lbge + 2%4x63/(63-4-1)
AICCfret = - 2*x1llfret + 2*2x63/(63-2-1)
AICCbfret = - 2*1llbfret + 2%4*63/(63-4-1)
BICwwk = - 2*x1lwwk + 4*log(63)

BICbge = - 2x1lbge + 4xlog(63)

BICfret = - 2x1lfret + 2%x1log(63)

BICbfret = - 2*1lbfret + 4*log(63)

HQICwwk = - 2%1lwwk + 2%4*xlog(log(63))
HQICbge = - 2x1lbge + 2*4*log(log(63))
HQICfret = - 2x1lfret + 2%2xlog(log(63))
HQICbfret = - 2*x1llbfret + 2x4*log(log(63))

c(AICwwk, AICbge,AICfret,AICbfret)
c(AICCwwk,AICCbge,AICCfret,AICCbfret)
c(BICwwk, BICbge,BICfret,BICbfret)
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c (HQICwwk,HQICbge ,HQICfret ,HQICbfret)

round (fitww$t0,4) ;round (fitbge$t0,4) ;round(fitfret$t0,4) ;round(fitbfret$t0,4)
round (apply (fitww$t,2,sd) ,4)

round (apply(fitbge$t,2,sd) ,4)

round (apply(fitfret$t,2,sd),4)

round (apply(fitbfret$t,2,sd) ,4)

parameters = fitwwk$tO

cdf= function(par,x) cdf_wwk(par, x)

parameters = fitbge$tO
cdf= function(par,x) cdf_bge(par, x)

parameters = fitfret$t0
cdf= function(par,x) cdf_fret(par, x)

parameters = fitbfret$t0
cdf= function(par,x) cdf_bfret(par, x)

data_orderdenados = sort(data)

cdf (as.vector(parameters), data_orderdenados)

length(data)

gqnorm(v)

e < B <
I

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()

for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 * i - 1)/(2 * n))~2

A_temp[i] = (2 x i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ulil])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)

W_star = W_2 * (1 + 0.5/n)

A_star = A_2 x (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.1), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (A_star,4)
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round (W_star,4)
KS
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Apéndice H

Coddigo R Utilizado na Aplicacao 4

Algoritmo Utilizado na Secao 4.4

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais’)

library(AdequacyModel)
source(’pdfs.txt’)
source (’bootstrapping.txt’)

data = x = source(’ChickenPox.txt’)$value

par = c(.5,.5,.5,.5)

fitwwz = mle.boot(x, pdf_wwz, cdf_wwz,
par, ’C’, 100)

1llwwz = sum(log(pdf_wwz(fitwwz$t0, x)))

par = c(1,1)

fitweib = mle.boot(x, pdf_weib, cdf_weib,par, ’C’, 100)

llweib = sum(log(pdf_weib(fitweib$t0, x)))

par = c(1,1,1,1)

fitbge = mle.boot(x, pdf_bge, cdf_bge,
par, ’C’, 100)

llbge = sum(log(pdf_bge(fitbge$tO, x)))
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setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript(’aplicacaoWWZ.eps’ ,horizontal=FALSE)
hist(x,freq=F,main="’, ylab = ’Densidade’,ylim=c(0,1.2))
curve (pdf _wwz (fitwwz$t0, x), add=T, lty=1, lwd = 2)

curve (pdf_weib(fitweib$t0, x),add=T, col=2, lty=1, lwd = 2)
curve (pdf_bge(fitbge$t0, x),add=T,col=3, lty=1, lwd = 2)
legend (’topright’,c(’WWZ’, ’W’, ’BGE’),
col=c(1,2,3),1ty=1,1wd=2, cex=1.5)

dev.off ()

AICwwz = - 2*x1lwwz + 2x%4

AICweib = - 2x*llweib + 2x2

AICbge = - 2x1llbge + 2*4

AICCwwz = - 2x1lwwz + 2*4x63/(63-3-1)
AICCweib = - 2*1llweib + 2*2x63/(63-2-1)
AICCbge = - 2*1llbge + 2%4%63/(63-4-1)
BICwwz = - 2*llwwz + 4*log(63)

BICweib = - 2x1lweib + 2+%log(63)

BICbge = - 2*1llbge + 4*log(63)

HQICwwz = - 2%1lwwz + 2%4*log(log(63))
HQICweib = - 2*1lweib + 2%2xlog(log(63))
HQICbge = - 2%1llbge + 2*4*log(log(63))

c(AICwwz, AICweib, AICbge)
c(AICCwwz, AICCweib,AICCbge)
c(BICwwz, BICweib,BICbge)
c(HQICwwz, HQICweib,HQICbge)

round (fitwwz$t0,4) ;round (fitweib$t0,4) ;round (fitbge$t0,4)
round (apply (fitwwz$t,2,sd) ,4)
round (apply(fitweib$t,2,sd),4)
round (apply(fitbge$t,2,sd) ,4)

parameters = fitwwz$tO

cdf= function(par,x) cdf_wwz(par, x)
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parameters = fitweib$tO

cdf= function(par,x) cdf_weib(par, x)

parameters = fitbge$tO
cdf= function(par,x) cdf_bge(par, x)

data_orderdenados = sort(data)

cdf (as.vector(parameters), data_orderdenados)

length(data)

gqnorm(v)

e < B <
I

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()

for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 * i - 1)/(2 * n))"2

A_temp[i] = (2 x i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ulil)
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)

W_star = W_2 * (1 + 0.5/n)

A_star = A2 * (1 + 0.75/n + 2.25/n72)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.1l), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (A_star,4)

round(W_star,4)

KS
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Apéndice |

Cadigo R Utilizado na Aplicacao 5

Algoritmo Utilizado na Secao 4.5

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais’)

library(AdequacyModel)
source(’pdfs.txt’)
source (’bootstrapping.txt’)

data = x = source(’CarbonFibre2.txt’)$value

par = c(1,1,1,1)

fitwwy = mle.boot(x, pdf_wwy, cdf_wwy,
par, ’B’, 100)

1llwwy = sum(log(pdf_wwy(fitwwy$t0, x)))

par = c(1,1)

fiteexp = mle.boot(x, pdf_eexp, cdf_eexp,par, ’B’, 100)

lleexp = sum(log(pdf_eexp(fiteexp$tO, x)))

par = c(1,1)

fitweib = mle.boot(x, pdf_weib, cdf_weib,par, ’B’, 100)

llweib = sum(log(pdf_weib(fitweib$t0, x)))

par = c(1,1)
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fitpexp = mle.boot(x, pdf_pexp, cdf_pexp,par, ’B’, 100)
1llpexp = sum(log(pdf_pexp(fitpexp$t0, x)))

setwd(’C:/Users/Patricia/Dropbox/Patricia/TeseFinal/ResultadosFinais/graficos’)

postscript(’aplicacaoCarbonFibre2WWY.eps’ ,horizontal=FALSE)

hist(x,freq=F,main=’’, ylab = ’Densidade’,ylim=c(0,0.8))
curve (pdf _wwy(fitwwy$tO, x), add=T, lty=1, lwd = 2)

curve (pdf_weib(fitweib$t0, x),add=T,col=2, 1lty=1, lwd = 2)
curve (pdf_eexp(fiteexp$t0, x),add=T,col=3, 1lty=1, lwd = 2)
curve (pdf _pexp(fitpexp$t0, x),add=T,col=4, 1lty=1, lwd = 2)

legend (’topright’,c(’WWY’, ’W’,’EE’,’PE’),
col=c(1,2,3,4),1ty=1,1wd=2, cex=1.5)

dev.off ()

AICwwy = - 2x1lwwy + 2%4

ATICeexp = - 2xlleexp + 2%2

AICweib = - 2*x1lweib + 2x2

AICpexp = - 2%llpexp + 2%2

AICCwwy = - 2*1lwwy + 2%4%63/(63-4-1)
AICCeexp = - 2xlleexp + 2%2x63/(63-2-1)
AICCweib = - 2x1lweib + 2%2x63/(63-2-1)
AICCpexp = - 2*llpexp + 2*2x63/(63-2-1)
BICwwy = - 2*1llwwy + 4*log(63)

BICeexp = - 2*lleexp + 2*log(63)

BICweib = - 2*x1lweib + 2%1log(63)

BICpexp = - 2x*1llpexp + 2*1log(63)

HQICwwy = - 2x1lwwy + 2*4xlog(log(63))
HQICeexp = - 2xlleexp + 2*2xlog(log(63))
HQICweib = - 2x1lweib + 2*2xlog(log(63))
HQICpexp = - 2xllpexp + 2%2xlog(log(63))

c(AICwwy, AICeexp,AICweib,AICpexp)
c(AICCwwy,AICCeexp,AICCweib,AICCpexp)
c(BICwwy, BICeexp,BICweib,BICpexp)
c(HQICwwy,HQICeexp,HQICweib,HQICpexp)
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round (fitwwy$t0,4) ;round (fitweib$t0,4) ;round (fiteexp$t0,4) ;round(fitpexp$t0,4)
round (apply (fitwwy$t,2,sd) ,4)
round (apply(fitweib$t,2,sd) ,4)
round (apply(fiteexp$t,2,sd),4)
round (apply(fitpexp$t,2,sd),4)

parameters = fitwwy$tO
cdf= function(par,x) cdf_wwy(par, x)
parameters = fitweib$tO
cdf= function(par,x) cdf_weib(par, x)
parameters = fiteexp$tO
cdf= function(par,x) cdf_eexp(par, x)
parameters = fitpexp$t0

cdf= function(par,x) cdf_rexp(par, x)

data_orderdenados = sort(data)
= cdf(as.vector(parameters), data_orderdenados)

length(data)

qnorm(v)

e < B <
Il

pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()

A_temp <- vector()

for (i in 1:n) {

W_temp[i] = (u[i] - (2 * i - 1)/(2 * n))"2

A_temp[i] = (2 x i - 1) * log(uli]l) + (2 * n + 1 -2 * i) * log(l - ulil])
}

A_2 = -n - mean(A_temp)

W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)

W_star = W_.2 * (1 + 0.5/n)

A_star = A_2 x (1 + 0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.1l), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
round (A_star,4)

round(W_star,4)

KS
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