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Resumo

Os índices das bolsas de valores servem como um termômetro para o mercado de ações,

e também, é baseado nestes índices que investidores ou pesquisadores avaliam as econo-

mias e os mercados dos países, pois, por esses índices é possível estudar as oscilações,

rentabilidade, decrescimento e crescimento dos investimento nas bolsas de valores. Com

isto em foco, o objetivo desta tese foi desenvolver uma modelagem estatística, inspirada

na teoria cinética dos gases e teoria da colisão, para construir um modelo probabilístico,

baseada na taxa de retorno, que ajustassem os índices das bolsas de valores mundiais. O

modelo de probabilidade proposto nesta pesquisa foi comparado com a lei de potência e

com a distribuição exponencial de probabilidade. O novo modelo ajustou melhor os índi-

ces das bolsas de valores, e, explica melhor o comportamento dos mercados financeiros

quando comparado aos trabalhos que tratam das distribuições exponenciais e das leis de

potências.

Palavras-chaves: Gás Ideal. taxa de retorno. lei de potência. função densidade de pro-

babilidade. ajuste.
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Abstract

The indices of stock exchanges serve as a thermometer for the stock market and it is, also,

based on these indices that investors and researchers evaluate the economies and markets

of countries, therefore, for these indices is possible to study the oscillations, profitability,

decrease and growth of investment in stock exchanges. With this focus, the objective of this

thesis was to develop a statistical model, inspired by the kinetic theory of gases and the

theory of collision, to construct a probabilistic model based on rate of return, which could

adjust the indices of global stock exchanges. The model proposed probability in this study

was compared with the power of law and the exponential probability distribution. The

new model better adjusted indexes of stock exchanges, and better explains the behavior

of financial markets when compared to studies dealing with exponential distributions and

power laws.

Key-words: Ideal Gas. return rate. power law. probability density function. adjustment.
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1 Introdução

1.1 Introdução

Entender, estudar e investigar a dinâmica dos mercados acionários tem sido a

ocupação e o interesse de muitos pesquisadores e cientistas de diversas áreas da ciência

(Matemática, Física, Estatística, Economia, etc.). Isto deve-se ao fato de que a economia

do mundo gira entorno das bolsas de valores espalhadas em diversos países, onde a econo-

mia destes estão diretamente ligadas ao desempenho destas bolsas. Pela análise dos índices

das bolsas de valores é possível observar as oscilações das economias dos países, visto que

o índice de uma bolsa de valores serve como um termômetro da economia medindo as

oscilações das ações das empresas que constitui tal índice.

O estudo dos mercados financeiros existe a décadas, e, até mesmo, a séculos. Porém,

na década de 90 (1990) [Stanley et al. 1996], pesquisadores de física, com interesse em

economia, propuseram um novo ramo da ciência, a Econofísica, onde modelos de física,

em particular da mecânica estatística, são aplicados a sistemas econômicos. Vê-se o termo

Econofísica no artigo de H. Eugene Stanley intitulado Anomalous fluctuations in the

dynamics of complex systems: from DNA and physiology to econophysics [Stanley et al.

1996].

Um dos objetivos dos pesquisadores ao estudar os mercados financeiros é encontrar

ou construir um modelo físico-matemático que explique o comportamento dos mercados,

mais especificamente o processo estocástico do retorno ( volatilidade). Em particular,

há uma busca por modelos de predição capazes de definir a dinâmica do mercado por

processos estatísticos que forneçam as propriedades deste mercado. Pesquisadores tem

usado exaustivamente lei de potência [Dragulescu e Yakovenko 2001, Fama 1965, Gabaix

et al. 2003, Drăgulescu e Yakovenko 2001] para ajustar os retornos nas bolsas de valores

e também para investigar distribuição de rendas e riquezas. Gabaix [Gabaix et al. 2003]

utilizou lei de potência para acompanhar as flutuações nos mercados financeiros, leis de

potências, também, foram observadas na Bolsa de valores de São Paulo [Gleria, Matsushita

e Silva 2002].

No ano de 1900, Bachelier [Bachelier 1900] usou uma distribuição Gaussiana para

modelar o processo estocástico dos retornos; Mandelbrot [Mandelbrot 1963] propôs e rea-

lizou o ajuste dos retornos por uma distribuição de Levi; François M. Login [Longin 1996]
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analisou os valores extremos dos retornos do índice americano New York Stock Exchange-

NYSE e mostrou que os valores máximo e mínimo do retorno segue uma distribuição de

Fréchet.

Mais recentemente, De Mattos Netoet al [Neto et al. 2011], em um trabalho pu-

blicado no ano de 2011, mostrou que existe uma analogia entre a dinâmica dos mercados

e o comportamento de um gá ideal. De Mattos Neto usou uma distribuição exponencial

(função densidade de probabilidade–fdp) para ajustar o retorno dos índices das bolsas de

valores, considerando que a taxa de decaimento era contante. Aqui esta taxa será consi-

derada não mais constante, mas sim uma função da energia do sistema, sendo essa taxa

definida formalmente no capítulo 3.

1.2 Motivação

O mercado de ações é um ambiente público onde são negociadas ações e opções

de ações. Tais negociações podem ocorrer nas bolsa de valores. São nas bolsas de valores

que ocorrem grande parte das operações do mercado acionário, estando nestas uma fração

considerável do equilíbrio econômico de um país e até do mundo. Cada bolsa possui um

índice, através dos quais são capturados os movimentos das ações de uma determinada

bolsa de valores; o índice funciona como um termômetro para a bolsa e através dele se

acompanha a tendência da bolsa (de alta ou de baixa) em cada instante de tempo. Ele,

também, pode vir a servir como referencial de rentabilidade para fundos e carteiras de

ações.

Os índices podem englobar as ações mais negociadas no mercado de um setor es-

pecífico, as de maior ou menor capitalização ou mesmo aquelas que se diferenciam em

algum aspecto (índice de dividendos, governança corporativa ou sustentabilidade Empre-

sarial por exemplo). Eles podem se referir a um mercado específico, um grupo de mercados

ou uma região (como mercados emergentes, desenvolvidos, BRICs, etc).

Foram estas funções do índice, entre outras supra citadas, que nos motivaram a

estudar e investigar os índices das bolsas de valores mundiais. Um outro motivo, foi o

interesse e curiosidade de construir um modelo de densidade de probabilidade, baseado

na taxa de retorno, que ajustasse os índices das bolsas de valores do mundo, visto que

muitos pesquisadores [Bachelier 1900, Stanley et al. 1996, Gabaix et al. 2003] aplicaram

esforços para construir tal modelo.
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1.3 Objetivo

Foi no impulso das motivações acima que nossa meta principal objetivou o estudo

e análise das séries de retorno de mercados financeiros, bem como desenvolver uma mode-

lagem estatística (função densidade de probabilidade) inspirada no comportamento de um

gás ideal com interações fracas entre suas partículas mediadas basicamente por processos

de colisões.

Os objetivos específicos são enumerados a seguir:

• Estudar os conceitos e metodologia da Econofísica;

• Estudar da teoria dos gases e teoria da colisão;

• Pesquisar os dados dos índices das bolsas de valores dos mercados financeiros mun-

diais;

• Construir uma função de densidade de probabilidade das séries de retorno dos índices

dos mercados financeiros mundiais;

• Gerar classe de distribuição de probabilidades que sejam aplicadas aos índices das

bolsas de valores;

• Analisar a taxa de variabilidade dos índices das bolsas de valores;

• Comparar o modelo construído com os já existentes;

1.4 Estrutura da tese

Esta tese está organizada em cinco capítulos da seguinte maneira:

Capítulo 1– Introdução: Neste capítulo foi apresentado sinteticamente a pro-

blemática, as razões deste trabalho de tese e o objetivo geral e específico; foi introduzido

o conceito de índice e bolsa de valores, bem como a importância do índice para os inves-

tidores no mercado de ações.

Capítulo 2– Revisão de Literatura: Neste capítulo será abordado alguns con-

ceitos e definições de sistema complexo, teoria cinética dos gases, séries temporais, pro-

cessos estocásticos e algumas distribuições de probabilidades.

Capítulo 3– Modelagem Proposta: Neste capítulo será discorrido sobre a te-

oria da colisão, analogia entre o mercado financeiro com a teoria da colisão, os materiais

ou dados de trabalho desta pesquisa e a metodologia.
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Capítulo 4– Resultado e Discussão: Neste capítulo serão discutidos os resul-

tados teóricos e aplicados alcançados pelos modelos de probabilidades e a lei de potência.

Capítulo 5– Conclusão: Neste capítulo será apresentado o desfeche dos resulta-

dos alcançados bem como alguns trabalhos futuros a serem desenvolvidos.
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2 Revisão de Literatura

2.1 Introdução

Neste Capítulo são apresentados alguns conceitos, definições e métodos estatísticos

para avaliação de modelos. É discorrido sobre a teoria cinética dos gases em particular

sobre o gás ideal, sistemas complexos, classes de probabilidades e distribuições de proba-

bilidades.

2.2 Sistema complexo

A teoria de sistemas complexos ou teoria da complexidade é um termo empregado

para descrever abordagem científica e filosófica de diversos fenômenos, tais como genético,

social e econômico. O substantivo complexidade é oriundo do latim, complexus, que sig-

nifica entrelaçado ou torcido junto. Um sistema é dito complexo quando é composto de

diversas partes, essas partes ou componentes interagem entre si. A natureza e o mundo

estão cercados de sistemas complexos, sejam eles sociais, políticos ecológicos, financeiros

ou econômicos, físicos, cibernéticos, biológico, entre outros. Tais sistemas têm diversas

características em comum. Eles são termodinamicamente abertos, isto é, trocam energia

com o seu ambiente; são compostos de um grande número de componentes distintos; os

componentes do sistema interagem entre si de forma não linear e exibem um alto grau

de heterogeneidade no tempo e no espaço. Portanto, sistemas complexos são caracteriza-

dos por propriedades emergentes, interação em multiescalas, comportamento inesperado

e auto-organização. Dentre tantos sistemas complexo pode se citar o mercado financeiro

com propriedades emergentes e difícil de analisar [Dragulescu e Yakovenko 2001, Fama

1965,Gabaixa et al. 2007,Gleria, Matsushita e Silva 2002,Asai, McAleer e Medeiros 2012].

2.3 Teoria cinética dos gases

Os gases são formados por um grande número de partículas (moléculas ou átomos)

esféricas e pequenas quando comparadas com as dimensões em recipiente macroscópio

e volume V onde o gás está contido. Amostras gasosas não têm formas permanentes

nem volumes definidos, porque tendem a preencher completamente os recipientes onde

são colocadas, tais amostras gasosas têm alta compressibilidade e nas mesmas condições
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exercem aproximadamente a mesma pressão sobre um recipiente. A Teoria Cinética dos

gases explica essas e outras propriedades das amostras gasosas a partir de um modelo

microscópico em que uma amostra de gás [Gas Properties] é descrita como composta de

um grande número de partículas em contínuo movimento, colidindo umas com as outras

e com as paredes do recipiente.

2.3.1 Evolução histórica da teoria cinética dos gases

A teoria cinética dos gases tem sua origem em tempos remotos [Loeb 2004, Niaz

2000, Extrand 2016], desde meados do século XII alguns cientistas aplicaram tempo, es-

forço e dedicação para estudar o comportamento de diversos fenômenos associado a par-

tículas microscópicas [Ghosh et al. 2016, Fouvry, Chavanis e Pichon 2016]. Por carência

de recursos tecnológicos estas pesquisas caminharam lenta e até questionadas por outros

físicos e químicos quanto a veracidade de tais descobertas.

Pode-se ver na literatura [Chalmers 2016] que o celebre químico irlandês, Robert

Boyle, efetuou vária pesquisas sobre o comportamento elástico do ar, estas pesquisas

resultou numa publicação de seu livro, New Experiments Physico-Mechanicall, Touching

the Spring of the Air, and its Effects, no ano de 1660. Boyle [West 2004] propôs uma

explicação teórica para a elasticidade do ar comparando-o a ‘uma pilha de pequenos corpos,

caindo uns sobre os outros’, em que estes corpos eram considerados como sendo molas, ou

novelos de lã empilhados uns sobre os outros, porém sem movimento independente. Boyle,

também, demonstrou, usando um barômetro de mercúrio, que as pessoas e coisas estão

sob um mar de ar que os comprimem com uma pressão igual a de uma coluna d’água de

10 metros de altura, isto é, a pressão atmosférica. Este fato deu origem ao conceito de

pressão que antes não era usado, e Boyle ilustrou a existência da relação entre a pressão

e o volume de ar contido num recipiente como sendo inversamente proporcional.

Robert Boyle afamou-se na história, principalmente, por causa da lei que estabele-

ceu, a Lei de Boyle, também conhecida de lei das relações entre pressão e volume dos gases

a temperatura constante. Por essa lei se conclui que o produto da pressão p de uma gás

ideal pelo volume v é sempre constante, levando em conta a mesma temperatura. Outra

contribuição de Boyle para o estudo dos gases, que passaram a ser chamados de fluidos

elásticos, foi a constatação que a viscosidade de um gás não depende de sua densidade.

A relação entre pressão e volume de um gás foi estabelecida por Boyle [Praveen

et al. 2016, Murialdo et al. 2016], contudo ele não conseguiu descobrir de que forma é

a força existente entre átomos. Então após as publicações das pesquisas de Boyle, Isaac

Newton usou a relação entre pressão e volume para obter uma hipótese sobre as forças

interatômicas; para Newton, havia uma força repulsiva com intensidade inversamente
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proporcional à distância que separa os átomos.

Havia uma hipótese de que os átomos eram como molas ligadas entre si, Daniel Ber-

noulli discordou desta hipótese e propôs uma teoria a fim de explicar a pressão que um gás

exerce [Beysens et al. 2005,Arghir, Alsayed e Nicolas 2002]. Sua teoria fundamentava-se

na analogia dos átomos com esferas rígidas (bolas de bilhar) que se chocam frequente-

mente por estarem em movimento, sendo que a sucessão de choques contra as paredes de

um recipiente é que produz a pressão. Bernoulli, também, supôs que calor é nada mais

que movimento de átomos, e isto não foi aceito pelos cientistas de sua época, pois estes

acreditavam na existência do éter e discordavam da ideia de que os átomos pudessem

voar livremente pelo espaço. Devido ao fato das ideias de Newton sobre a interação entre

átomos serem aceitas por volta do século XIX, a teoria cinética proposta por Bernoulli foi

quase esquecida. Mas depois de um avanço na física a teoria cinética dos gases ressurgiu.

Com a queda da teoria do calórico e sua substituição pela teoria dinâmica do calor

ressurgiu uma situação propícia a teoria cinética dos gases [Ezzat, Karamany e El-Bary

2016]. Rudolf Clausius [Ray e Majumder 2016] foi um dos físicos notáveis do século XIX,

suas contribuições mais importantes foram a formulação da segunda lei da termodinâmica

e o desenvolvimento da teoria mecânica do calor sobre as bases do conceito de entropia.

Em 1957 [Lucia 2016] foi publicado seu primeiro artigo sobre a teoria cinética dos gases,

onde o conceito de átomos comportando-se como esferas rígidas foi usado para então obter

a pressão e a temperatura do gás em função da velocidade das moléculas. Em um segundo

artigo, Clausius introduziu o conceito do caminho livre médio de uma partícula com a

finalidade de dar um tratamento matemático ao fenômeno da condução de calor em gases.

Este conceito também foi usado para derrubar as objeções que eram feitas contra a teoria

cinética.

Assim como Clausius [Lucia 2016], outros cientistas acreditavam que as moléculas

de um gás, depois de sucessivos choques, adquiriam uma velocidade comum entre elas.

Contudo, James Clerk Maxwell [Mauel et al. 2016] discordava desta afirmação e propôs

uma hipótese na qual as numerosas colisões entre as moléculas no gás, ao invés de igualar

as velocidades de todas as moléculas, produziria uma distribuição estatística da veloci-

dades na qual todas as velocidades poderiam ocorrer, com uma probabilidade conhecida.

As pesquisas de Maxwell sobre a teoria cinética, além de ajudarem a estabelecer as bases

para a mecânica estatística moderna, concluíram que a viscosidade de um gás independe

de sua densidade, convencendo muitos cientistas que ainda não haviam aceito a teoria

cinética dos gases.
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2.3.2 Teoria cinética dos gases ideais

Um gás ideal [Salinas 1997,Nova, Bacchi e Reichardt 1996] é um modelo idealizado

para o comportamento de um gás, isto é, um gás teórico composto de um conjunto de

partículas pontuais movendo-se aleatoriamente e não interagindo entre si, exceto quando

se chocam via colisão perfeitamente elástica. Já os os gases reais [Deb e Agrawal 1995]

são todos os gases existentes na natureza, salvo quando estão em condições de pressão

e de temperatura particulares e nestes casos são considerados aproximadamente, para

efeitos apenas de cálculos facilitados, como gases ideais. Em condições ambientais nor-

mais tais como a temperatura e pressão padrão, a maioria dos gases reais comportam-se

qualitativamente como um gás ideal.

O modelo do gás ideal é explorado tanto na dinâmica Newtoniana (“teoria ciné-

tica”) como na mecânica quântica (como um “gás em uma caixa”) [Leschke, Sobolev e

Spitzer 2016,Campbell, Sprowl e Árnadóttir 2016,Bhaduri e Dijk 2016]. O modelo de gás

ideal também é usado para modelar o comportamento de elétrons em um metal (no modelo

de Drude e no modelo do elétron livre) [Shen e Yang 2016], e é um dos mais importantes

modelos em mecânica estatística [Bhaduri e Dijk 2016]. Existem três classes básicas de

gases ideais: o clássico ou gás ideal de Maxwell-Boltzmann, o gás de Bose quântico ideal,

composto de bósons, e o gás de Fermi quântico ideal, composto de férmions [Fenech et al.

2016,Leschke, Sobolev e Spitzer 2016].

2.3.3 A lei dos gases ideais

As variáveis temperatura, pressão e densidade conhecidas como variáveis de estado,

são relacionadas nos gases pela chamada lei dos gases ideais [Bhaduri e Dijk 2016,Camp-

bell, Sprowl e Árnadóttir 2016]. Por definição, um gás ideal segue a teoria cinética dos

gases, isto é, um gás ideal é formado de um número muito grande de pequenas partícu-

las, as moléculas ou átomos, que tem um movimento rápido e aleatório, sofrendo colisões

perfeitamente elásticas (conservação do momento e da energia cinética). Além disso, o

tamanho das moléculas são tão pequenas e desprezíveis que as forças de atração entre

elas são omissíveis. Embora a lei dos gases tenha sido deduzida para gases ideais, ela dá

uma descrição razoavelmente precisa do comportamento da atmosfera, que é uma mistura

de muitos gases. A lei dos gases pode ser expressa pela Equação (2.1) de estado como

PV = nRT (2.1)

Esta equação descreve a relação entre a pressão (P ) e volume (V ), a temperatura

(T ) e a quantidade (n em moles, 1mol = 6, 022·1023) de um gás ideal, R = 0, 0820574587L·
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atm · K−1 · mol−1 é a constante universal dos gases perfeitos [Bagnato, Muniz e Bagnato

1995]. A Equação geral dos gases ideais para uma mesma massa molar é descrita pela

Equação (2.2), onde P1, V1 e T1 é a pressão, volume e temperatura absoluta em kelvins no

instante 1 e P2, V2 e T2 é a pressão, volume e temperatura no instante 2 para um mesmo

sistema, esta é uma combinação das lei de Boyle, Charles e Gay-Lussac.

P1V1

T1

=
P2V2

T2

(2.2)

A lei de Charles [Sabin et al. 2011], a pressão constante, afirma que o volume e

a temperatura são diretamente proporcionais entre si. Já a lei de Boyle [Brunetto, Oli-

veira e Júnior 2005], a temperatura constante, estabelece que a pressão e o volume são

inversamente proporcionais. E, a lei de Gay-Lussac [Thomson 2007], a volume constante,

fixa uma proporcionalidade direta entre a temperatura e a pressão. No entanto, em geral,

esta lei não é válida para um gás real. Considerando as forças e volumes intermoleculares

finitos se obtém uma equação de estado para os gases reais, a Equação (2.3) de Van Der

Waals [Lemes, Oliveira e Braga 2010], em que P , V , T , R, e n correspondem a pressão,

volume, temperatura absoluta em Kelvin, constante universal dos gases perfeitos e o nú-

mero de mols respectivamente, os parâmetros a e b são determinados empiricamente pela

natureza do gás, o parâmetro a está relacionado com as forças de atração intermoleculares

e o parâmetro b com o volume molecular.

(P +
an2

V 2
)(V − nb) = nRT (2.3)

2.4 Séries Temporais

Uma sequência de eventos ou observações ordenadas segundo algum índice de

medida é denominada de série temporal [Lima 2012, Silva, Guimarães e Tavares 2008].

Este índice pode ser o tempo, volume, espaço, profundidade entre outros. Uma série

temporal pode ser discreta, continua ou multivariada. Pode-se ainda definir uma série

temporal (Figura 1) como um conjunto ordenado Zt com os seus elementos pertencente

ao conjunto dos números reais (ℜ), t = 1, 2, 3, · · · , N é o índice cronológico e N é o total

de observações, simbolicamente

Zt = {zt ∈ ℜ | t = 1, 2, 3, · · · , N}.

Se a série temporal é contínua, então suas observações são feitas continuamente, daí

pode-se definir o conjunto T = {t | t1 < t < t2; t, t1, t2 ∈ ℜ} e a série temporal contínua
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é representada por {Zt|t ∈ T} . Na série temporal multivariada é observado k variáveis

simultaneamente quer essas varáveis sejam discretas, contínuas ou mistas, por exemplo,

em determinado dia no instante t é medido a temperatura, a velocidade do vento e a

precipitação pluviométrica, neste caso foram observadoas três variáveis.

Uma série temporal pode ser estocástica ou determinística. Uma série temporal

é dita determinística se seus valores são determinados por uma função matemática ou

algum critério de formação de sequência numérica, por exemplo, imagine uma série que

é formada segundo a equação Zt = t3 + t(t − 1), aqui se tem uma série determinística.

Se uma série temporal é uma sequência de termos aleatório, então ela é chamada de

estocástica, ou seja, seus valores podem ser descritos em termos de uma distribuição de

probabilidades, ou ainda através de uma função matemática do tipo Zt = t3 + t(t−1)+at,

em que at é um termo aleatório. Os gráficos da Figura 1 são exemplos de séries temporais

estocásticas.
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Figura 1 – Série temporal do índice francês CAC 40 na Figura 1(a) e a série de retorno
na Figura 1(b)

Áreas da ciência tais como economia, econofísica, astronomia, astrofísica, medi-

cina (eletrocardiograma, eletroencefalograma), estatística, física, química, matemática,

Meteorologia (precipitação pluviométrica, temperatura diária, velocidade do vento) entre

outros ramos científicos, usam séries temporais para analisar, prever e fazer inferências

sobre determinado fenômeno [Mandelbrot 1963,Asai, McAleer e Medeiros 2012,Bachelier

1900, Bordignon, Caporin e Lisi 2007, Dragulescu e Yakovenko 2001, Eberlein, Keller e

Prause 1998,Gu e Zhou 2010]. No dia a dia há diversos exemplos de séries temporais:

1. Cotação diária do principal índice da bolsa de valores do Brasil;

2. Registro da temperatura e velocidade do vento no arquipélago Pernambucano de

Fernando de Noronha;
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3. Medição dos batimentos cardíacos por minuto de um atleta;

4. Registros anuais de mortes acidentais de condutores de motocicletas na cidade do

Recife;

5. Número de divórcios bienais na cidade de vitória de Santo Antão;

6. Observação mensal da inflação nos últimos cinco anos no Brasil;

7. Quantidade de artigos publicados anualmente pelos professores do Departamento

de estatística e informática da Universidade Federal Rural de Pernambuco;

8. Variação diária do euro em relação a moeda real.

Diversas estatísticas ou fatos estilizados(eventos ou características constatados em-

piricamente, por exemplo, a taxa de juros anual da poupança ou a tendências de cresci-

mento de uma empresa) podem ser encontrado em uma série temporal. Na série de retorno,

uma série de diferenças temporais de duas observações( Zt e Zt−k), pode ser encontrada

alguns fatos estilizados como:

1. Valores extremos: o mínimo (Z(1)) e o máximo (Z(n)) de uma série de tamanho n,

ou outliers;

2. Amplitude: diferença entre o máximo (Z(n)) e o mínimo (Z(1));

3. Tendência: é um padrão que uma janela temporal inclina a seguir, deste modo,

tem-se tendência de crescimento ou decrescimento;

4. Sazonalidade: é um fenômeno que ocorre a cada k período na série temporal. Pode-

se citar como sazonal as compras feitas no dia das mães ou Natal. Há a sazonalidade

aditiva e a multiplicativa. Na aditiva a série tem flutuações sazonais aproximada-

mente constantes. Na multiplicativa o tamanho das flutuações sazonais variam;

5. Heterocedasticidade: a série tem variâncias diferentes para as observações;

6. Homocedasticidade: variâncias constantes na série temporal;

Muitas análises sobre a série de retorno é encontrada na literatura [Wang et al.

2009,Mantegna e Stanley 2000,Yamasaki et al. 2005,Plerou et al. 2000] com o objetivo de

quantificar a volatilidade num dado intervalo de tempo; para isto, pesquisadores utilizam

uma Equação semelhante a fórmula da série de retorno(∆Z = Zt − Zt−1) [Neto et al.
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2011,Neto et al. 2013] descrita abaixo, no qual G(t) é a amplitude das flutuações e ∆t é

o intervalo de amostragem.

G(t) = lnZt+∆t − lnZt
∼= Zt+∆t − Zt

Zt

(2.4)

Várias análises e estudos são realizados com base nas séries de retornos [McCauley

e Gunaratne 2003, Queiros, Anteneodo e Tsallis 2005, Plerou et al. 2004, Yamasaki et al.

2005,Fama 1965], e, grande parte da comunidade científica da Econofísica [Liu et al. 1999]

tem ajustado tais dados por lei de potência [Dragulescu e Yakovenko 2001, Fama 1965,

Gabaix et al. 2003,Gabaixa et al. 2007,Goldstein, Morris e Yen 2004,Queiros, Anteneodo

e Tsallis 2005,Plerou et al. 2004]. Uma lei de potência é uma relação entre duas variáveis

X = x e Y = y como descrito na Equação (2.5)

y = axb (2.5)

Uma das vantagens de ajustar fenômenos por meio dessa relação é que se trata de

uma simples proporção que depende de dois parâmetros a e b, no qual a é a constante de

proporcionalidade e b é o expoente da lei de potência. Diversos problemas na natureza são

ajustados por uma lei de potência, observa-se aplicação da lei de potência nas emissões de

gases de efeito estufa [Pueyo e Fearnside 2011], em sistemas complexos [Gleria, Matsushita

e Silva 2004], em microbiologia [Cunha et al. 2008], nas séries temporais de mercados

acionários [Queiros, Anteneodo e Tsallis 2005, Fama 1965, Goldstein, Morris e Yen 2004,

Neto et al. 2011] entre outros [Mantegna e Stanley 1995, Gabaixa et al. 2007, Selcuk

2004,Gopikrishnan et al. 1999].

Leis de potências também são aplicadas em séries de retornos por pesquisadores

da área de econofísica [Mantegna e Stanley 2000, Mantegna e Stanley 1995, Gabaixa et

al. 2007, Queiros, Anteneodo e Tsallis 2005] com o objetivo de analisar flutuações de

índices, preços de ações de companhias e volatilidades dos mercados acionários. Através

da aplicação deste modelo matemático(lei de potência) muitas estatísticas são visualizadas:

taxa de retorno, densidade e distribuição de probabilidade nas caudas e em diversas janelas

da série temporal dos retornos. Leis de potência foram observadas nas bolsas de São Paulo

[Gleria, Matsushita e Silva 2002], Milão [Mantegna 1991], em taxas de câmbio [Figueiredo

et al. 2003,Müller et al. 1990] e na volatilidade dos mercados acionários [Andersen et al.

2001,Liu et al. 1999].
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2.5 Distribuição de probabilidade e classe de distribuição de proba-

bilidade

A teoria da probabilidade é a base da qual toda estatística é desenvolvida, e vem

sendo construída ao longo dos séculos [Casella e Berger 2002,Finetti 1979,Barlow e Pros-

chan 1975,Miller, Freund e Johnson 1965,Papoulis e Pillai 2002]. Tal teoria, fornece meios

de modelar fenômenos aleatórios. Usando teorias probabilísticas é possível modelar a al-

tura, massa corpórea, renda per capita, quantidade de filhos do sexo masculino, entre

outros, de uma população, isto é, construir um modelo univariado ou multivariado de pro-

babilidade que forneça informação de quão provável é um determinado evento acontecer.

2.5.1 Distribuição de Boltzmann

Pode-se citar entre os muitos modelos ou distribuição de probabilidade existentes,

a distribuição de Boltzmann, também chamada de distribuição de Gibbs. Tal distribuição,

na mecânica estatística, é uma distribuição de probabilidade, medida de probabilidade ou

distribuição de frequência das partículas em um sistema sobre vários estados possíveis. A

distribuição é expressa na forma

F (estado) ∝ e
− E

kBT (2.6)

em que E é o estado da energia (que varia de estado para estado), kB é a constante de

Boltzmann e T a temperatura termodinâmica.

A distribuição de Boltzmann fornece a probabilidade de que um sistema mudará

de um determinado estado como uma função da energia do estado e da temperatura do

sistema. Isto é dado por

pi =
e−εi/kBT

∑M
i=1 e−εi/kBT

(2.7)

em que pi é a probabilidade do estado i, εi a energia do estado i, kB a constante de

Boltzmann, T a temperatura do sistema, e M o número de estados possíveis acessíveis

ao sistema. A distribuição mostra que estados com menor energia sempre terá uma maior

probabilidade de serem ocupados do que os estados com maior energia.

A razão de uma distribuição de Boltzmann calculada para dois estados é conhecida

como o fator de Boltzmann, e ,caracteristicamente, só depende da diferença de energia

dos estados.

F (Estado2)
F (Estado1)

= e
E1−E2

kBT (2.8)
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A distribuição de Boltzmann não deve ser confundida com a distribuição de Maxwell–

Boltzmann. A primeira dá a probabilidade de que um sistema estará em um determinado

estado, como uma função da energia desse estado. Quando aplicado às partículas, tais

como átomos ou moléculas, ela mostra a distribuição de partículas sobre os estados de

energia. A distribuição de Maxwell-Boltzmann é utilizada para descrever as velocidades

das partículas em gases ideais.

2.5.2 A distribuição de Maxwell-Boltzmann

A distribuição de Maxwell-Boltzmann é dada pela função

f(v) =

√

(

m

2πkBT

)3

4πv3e− mv2

2kT , (2.9)

em que m é a massa da partícula, kBT é o produto da constante de Boltzmann pela

temperatura termodinâmica e v a velocidade da partícula em um dado instante.

A integral da função de densidade de probabilidade [Wang, Li e Ding 2016, Grif-

fiths 2016, Shakil, Kibria e Singh 2016, Hill et al. 2016] dá a probabilidade, por unidade

de velocidade, de encontrar uma partícula com uma velocidade próxima a v. A fdp é sim-

plesmente a distribuição de Maxwell dada na Equação 2.10, com o parâmetro de distri-

buição a =
√

kBT/m. Na teoria das probabilidades a distribuição de Maxwell-Boltzmann

é uma distribuição Qui-quadrado com três graus de liberdade e parâmetro de escala

a =
√

kBt/m.

f(x) =

√

2
π

x2e−x2/(2a2)

a3
, a > 0, x ∈ (0; ∞) (2.10)

2.5.3 Medida de Gibbs

Em matemática, a medida Gibbs, em homenagem a Josiah Willard Gibbs, é uma

medida de probabilidade freqüentemente vista em muitos problemas da teoria da proba-

bilidade e mecânica estatística. É uma generalização do conjunto canônico de sistemas

infinitos. O conjunto canônico dá a probabilidade de o sistema X estar no estado x (equi-

valente, da variável aleatória X tem valor x) como

P (X = x) =
1

Z(β)
exp(−βE(x)). (2.11)

E(x) é uma função do espaço de estados para os números reais; em aplicações físicas, E(x)

é interpretado como a energia da configuração x. O parâmetro β, em física, é o inverso

da temperatura. A constante normalizadora Z(β) é a função de partição.
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3 Modelagem Proposta

3.1 Introdução

O mercado de ações ou bolsa de valores é uma entidade pública utilizada para a

negociação de ações (papéis de empresas) ou derivativos a um determinado preço que é

acordado entre compradores e vendedores [Cabrera-Paniagua et al. 2015,Moreno-Lázaro

2015, Abdulhadi, Shetty e Alshamali 2015]. O mercado acionário é uma das principais

fontes para uma empresa arrecadar dinheiro, porque as ações são listadas e negociadas

em diversas bolsas de valores pelo mundo. Esse artifício permite que o capital de uma

determinada organização seja aberto, ou que ela aumente o capital através da venda de

ações de propriedade da empresa num mercado público.

Mercados econômicos de altas volatilidades chamados de mercados “quentes”, e os

de baixa volatilidade de mercados “frios”. Esses comportamentos de volatilidade é visto

nos mercados mundiais [Neto et al. 2011]. Os mercados quentes possuem uma volatilidade

maior causada normalmente pela instabilidade, ou insegurança da economia de um dado

país. Geralmente, esses mercados são encontrados nos países em desenvolvimento [Abiad

et al. 2015,Custom 2016]. Os mercados frios, normalmente, são encontrados em países es-

tabelecidos que dão confiança aos investidores externos, tornando o mercado mais estável,

ou menos volátil.

A volatilidade [Mantegna e Stanley 2000, Asai, McAleer e Medeiros 2012, Bordig-

non, Caporin e Lisi 2007] é uma medida estatística de espalhamento dos retornos para

uma dada ação ou índice de mercado em relação a um valor médio. Esse valor pode ser

estimado usando alguma medida de dispersão, como média de diferenças, variância ou

desvio padrão calculada em torno das séries de retornos de uma ação. Estudos [Matia et

al. 2004,McCauley e Gunaratne 2003,Silva, Prange e Yakovenko 2004,Silva e Yakovenko

2007] mostraram que a fdp da série de retornos também pode ser bem ajustada por uma

distribuição exponencial. Matia et al [Matia et al. 2004] observou que a fdp do mercado

indiano é bem ajustado por uma distribuição exponencial, enquanto que a fdp da volati-

lidade dos mercados americanos seguem uma lei de potência. O trabalho de Matia sugere

que existam, de fato, duas classes de mercados governados por diferentes leis.

A função de densidade de probabilidade é muito abordada na literatura porque

descreve a relação entre altas e baixas volatilidades. Tal relação é justamente o que ca-
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racteriza se um mercado é “quente” ou “frio”, já que em mercados em desenvolvimento

existe uma maior probabilidade da ocorrência de eventos extremos, retratado por grande

variabilidade na volatilidade. Esta análise pode ser usada para entender a dinâmica dos

mercados e fornecer novas ideias sobre as flutuações econômicas, eventos extremos como

falhas e valorização de alta no valor dos mercados de ações e evolução temporal do di-

nheiro [Mantegna e Stanley 2000, Yamasaki et al. 2005, Wang et al. 2009, Plerou et al.

2000,Andersen et al. 2001,Silva e Yakovenko 2005].

3.2 Teoria da colisão

Considere uma partícula com uma velocidade v, seja P (E) a probabilidade dessa

partícula sobreviver até uma energia E sem sofrer colisão. Desse modo, quando a energia

E → 0 a probabilidade P (0) → 1, ou seja, a partícula tem chance de 100% de sobrevi-

ver sem sofrer colisão. De outra maneia, a probabilidade P (E) de sobrevivência diminui

quando a energia E aumenta. E assim P (E) → 0 quando E → ∞. O gráfico de uma

função de sobrevivência P (E) versus E tem a forma da Figura 2

Para descrever a colisão, será considerado W(E)dE a probabilidade de uma par-

tícula sofrer uma colisão entre a energia E e E+dE, Figura 2. Desta maneira W(E) é a

probabilidade, por unidade de energia, da partícula sofrer uma colisão ou a taxa de re-

torno. Considerar-se-á que a probabilidade W(E) é independente de v. Contudo, em geral,

W(E) pode depender da velocidade v (ou energia) da partícula em particular considerada,

tal que W(E)=W(v).
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Figura 2 – Descreve-se no gráfico a probabilidade de uma partícula sofrer uma colisão
entre a energia E e E + dE

Conhecendo a probabilidade W (E) é possível calcular a probabilidade de sobrevi-
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vência P (E). Isto pode ser feito da seguinte maneira: a probabilidade de uma partícula

sobreviver a uma energia E + dE sem sofrer colisão é igual a probabilidade de uma par-

tícula sobreviver a uma energia E sem sofrer colisão, multiplicada pela probabilidade de

não sofrer colisão entre o intervalo de energia E e E + dE. A Equação (3.1) descreve este

fenômeno

P (E + dE) = P (E)(1 − W (E)dE) (3.1)

da Equação (3.1) segue que

P (E) + dP (E)
dE

dE = P (E) − P (E)W (E)dE

ou

1
P (E)

dP (E)
dE

= −W (E) (3.2)

Entre as colisões, a velocidade v da partícula não muda, deste modo a probabi-

lidade W (E), se é considerada uma função de v , pode ser considerada uma constante

independente da energia. A integral da Equação (3.2) é imediata e dada por

lnP (E) = −W (E)E + constante

ou

P (E) = aexp(−W (E)E)

a constante de integração a pode ser determinada pela condição que P (0) = 1. Portanto

a = 1, e

P (E) = exp(−W (E)E) (3.3)

3.3 Analogia com o mercado financeiro

Todas as partículas têm uma velocidade, ou uma energia, que podem ser compa-

radas com os preços das ações ou com o capital aplicado nas bolsas de valores. Então, se

uma partícula pode mudar sua energia (ou velocidade), da mesma forma uma ação pode

ter seu preço alterado. Estas mudanças nos preços das ações têm o mesmo comportamento
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da mudança na energia (ou velocidade) de uma partícula. Dessa forma estamos usando a

teoria das colisões para explicar como estas mudanças de energia (ou velocidade) ocorrem

no mercado financeiro. Por essa teoria, entendemos que quanto mais capital se tenha no

mercado menor é a probabilidade de permanecer com seu capital inalterado sem sofrer

perdas ou ganhos de capital até uma energia E. Semelhantemente quanto menor o capital

que um agente tenha no mercado maior é a probabilidade dele permanecer com seu capital

inalterado. E se essa energia for mínima, quando E → 0, então P (E) → 1.

3.4 Materiais ou dados

Os dados deste trabalhos são as séries temporais dos índices diários das principais

bolsas de valores mundiais no período de Janeiro de 1995 a Janeiro de 2010 dos seguintes

países: Brasil (Índice da Bolsa de Valores de São Paulo-Ibovespa), Malásia (Kuala Lumpur

Stock Exchange-KLSE), Hong Kong (Hang Seng), México (Índice de Preços e Cotações-

IPC), Singapura (Straits Times Index-STI ), Espanha (Iberia Index-IBEX 35 ), França

(Cotation Assistée en Continu-CAC 40 ), Alemanha (DAX 30 ), Japão (Nikkei 225 ), In-

glaterra (FTSE 100 ), Estados Unidos da América(Dow Jones Industrial Average-DJIA,

National Association of Securities Dealers Automated Quotations-NASDAQ e S&P500 ),

Suíça (Swiss Market Index-SMI ) e Austrália (Austrian Traded Index-ATX). Os dados

estão disponíveis no site http://br.financas.yahoo.com/.

3.5 Metodologia

No artigo intitulado Théorie de la spéculation [Bachelier 1900] de autoria de Bache-

lier, é proposto o movimento Browniano para modelar o processo estocástico dos retornos.

Tendo como base o teorema do limite central, Bachelier concluiu que o retorno sobre uma

escala de tempo ∆t segue uma Distribuição Gaussiana. Outras análises realizadas por

Fama [Fama 1965], Mantegna e Stanley [Mantegna e Stanley 1995] e Mandelbrot [Man-

delbrot 1963] mostram que a série de retornos pode ser aproximada por uma distribuição

de Levy. Usando dados de uma das mais negociadas ações do índice New York Stock

Exchange-NYSE, François M. Login [Longin 1996] analisou os valores extremos dos retor-

nos e mostrou empiricamente que os valores máximo e mínimo dos retornos segue uma

distribuição de Fréchet. Ernst Eberlein et al [Eberlein, Keller e Prause 1998] investigou

os preços dos ativos por um novo modelo, uma distribuição hiperbólica. E, Sílvio Quei-

róz [Queiros, Anteneodo e Tsallis 2005] propôs o ajuste para a série de retornos diária

do índice Dow Jones Industrial por uma distribuição q-Gaussiana, porque em suas ob-

servações empírica esta teve melhor ajuste que a gaussiana. Podobnik et al [Podobnik et
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al. 2009] analisaram o logaritmo da taxa de retorno anual dos índices New York Stock

Exchange (NYSE), National Association of Securities Dealers Automated Quotations-

NASDAQ, S&P 500 e Inglaterra (FTSE) e inferiram que a taxa de crescimenmto segue

uma lei de potência. Diante de tantas pesquisas e abordagens, ainda não há uma explica-

ção consolidada para explicar a dinâmica dos mercados de ações.

Distribuições exponenciais, também, foram utilizadas para descrever as séries de

retorno [Dragulescu e Yakovenko 2000, Drăgulescu e Yakovenko 2001, Dragulescu e Ya-

kovenko 2001, McCauley e Gunaratne 2003, Silva, Prange e Yakovenko 2004, Silva e Ya-

kovenko 2007, Laherrere e Sornette 1998]. Rama Cont et al. [Cont, Potters e Bouchaud

1997] propuseram o uso da Distribuição Exponencial truncada para analisar a série de

retornos. Laherrere e Sornette [Laherrere e Sornette 1998] ajustaram as distribuições

dos retornos das ações com uma distribuição exponencial alongada. Takayasu [Takayasu

et al. 2000] aplicou a distribuição exponencial alongada para ajustar a taxa de retorno

em dados econômicos. Kim e Yoon [Kim e Yoon 2003] usou uma exponencial alongada

para estudar o comportamento dinâmico dos títulos futuros da Korean Futures Exchange

market—KOFEX. E, Yakovenko [Drăgulescu e Yakovenko 2001] usou dados de impostos

e do censo nos Estados Unidos–EUA a fim de demonstrar que a distribuição de renda

individual no EUA é exponencial e a cauda uma lei de potência [Drăgulescu e Yakovenko

2001].

Num trabalho recente realizado por Mattos Neto intitulado Market volatility mo-

delling for short time window [Neto et al. 2011] foi observado que a dinâmica dos mercados

de açẽs pode ser modelada por um gás ideal. Neste artigo foi considerada uma função ex-

ponencial para se ajustar a função de densidade de probabilidade (fdp) dos retornos,

tomando como base uma aproximação, que a taxa de decaimento da fdp é constante. Mas,

em experimentos foi constatado que a taxa de decaimento da fdp não é uma constante.

Diante disto, este trabalho tem o objetivo de investigar a distribuiçõ que melhor se ajusta

aos retornos com base na taxa de retorno como uma função da energia do sistema.

Um gas ideal é um modelo teórico que consiste de um conjunto de partículas que

se movem aleatoriamente [Chatterjee e Chakrabarti 2007, Neto et al. 2011, Neto et al.

2013,Skrdla 2009]. A interação entre as partículas desse gas é fraca ou quase inexistente.

Assim, se o mercado de ações é composto por agentes ou ações que podem ser vistos como

partículas [Neto et al. 2011,Neto et al. 2013], então há duas hipóteses que podem ser usadas

para explicar a dinâmica dos mercados. A primeira é a hipótese do random walk [Mills

2003, Sitte e Sitte 2002], essa suposição afirma que as partículas não interagem umas

com as outras. Essa hipótese é uma formalização matemática que física e intuitivamente

passa a ideia de vários passos consecutivos, sendo cada uma numa direção aleatória. Essa
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formalização é descrita na Equação (3.4)

Zt = Zt−1 + rt (3.4)

Em que Zt é a observação atual e Zt−1 é a observação imediatamente anterior a Zt e rt é

um termo de ruído seguindo uma distribuição normal com média zero e desvio padrão σ,

rt ∼ N(0, σ2) .

A segunda é a hipótese do passeio não aleatório [Bachelier 1900, Malkiel 2003],

que afirma que as partículas interagem fracamente entre si. Desse modo, qualquer que

seja a abordagem o mercado pode ser visto como um modelo generalizado de um gas

ideal [Skrdla e Robertson 2005]. Dessa maneira, a partir da suposição que o mercado de

ações é constituído por partículas (agentes), pode-se considerar duas alternativas: ou essas

partículas não interagem entre si (hipótese random walk) [Sitte e Sitte 2002], ou interagem

fracamente (hipótese de não existir um random walk). Assim, a velocidade ou energia de

uma molécula num modelo de gas ideal pode ser comparado com o preço das ações. Essas

mudanças são observadas quando a fdp das séries de retornos é analisada. Na descrição

clássica, esta fdp segue a distribuição de Maxwell-Boltzmann que define a distribuição de

energia (velocidade) de cada partícula. A distribuição de Maxwell-Boltzmann é definida

pela Equação (3.5)

P (E) = ae−E/(kbT ) (3.5)

em que o coeficiente a é uma constante, kb a constante de Boltzmann, E a energia (velo-

cidade) das partículas e T a temperatura do sistema no gás ideal.

Baseado na teoria do gás ideal [Neto et al. 2011, Neto et al. 2013], foi proposto

uma distribuição de probabilidade que ajuste as séries de retornos [Gopikrishnan et al.

1999, Gabaix et al. 2003] dos índices dos mercados de ações dos países supra citados, ou

seja, uma função densidade de probabilidade (fdp) Equação (3.6)

p(E) = ke−αEβ

(3.6)

sendo k uma constante normalizadora, α e β são os parâmetros a serem ajustados, com

α e β tomando valores no conjunto dos números reais, E é a energia/retorno no mercado

financeiro. Nesta análise a série de retorno é definida para cada índice como

G(t) =
|ln(Zt+∆t) − ln(Zt)|

δ
(3.7)

em que ∆t = 1 dia, Zt é o valor do índice de mercado no tempo t e δ é o desvio padrão

de |ln(Zt+∆t) − ln(Zt)|.
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As séries G(t) foram ajustadas pelas funções (fdp) do novo modelo proposto (Equa-

ção (3.6)) e pela lei de potência y = axk.

Depois comparou-se o ajuste do modelo proposto, Equação (3.6), com a lei de

potência e com a distribuição exponencial; a estatística considerada foi a raiz quadrada

do erro quadrático médio-RMSE. O ajuste foi feito usando o algoritmo Trust Region - TR

. O método de TR, também conhecido como método de passo restrito, é uma estratégia

iterativa para solução de problemas de otimização com o objetivo de obter convergência

global e aproveitar, ao máximo, as propriedades de convergência local dos métodos de

busca linear. Afim de obter soluções ótimas, O Trust Region utiliza uma função de ajuste.

Quando o algoritmo TR encontra um ajuste para a função objetiva, a região é expandida,

tentando encontrar uma nova região promissora para solucionar o problema. Por outro

lado, se o ajuste não é bom, a região é contraída, e o algoritmo busca outras regiões que

possa solucionar o problema.

Depois destas análise, verificou-se a taxa de variação das séries G(t) para cada

índice de mercados financeiros, a taxa de variação foi modelada diferenciando-se a Equação

(3.6) da seguinte forma:

P (E) = ke−αEβ

Diferenciando P (E) tem-se

dP (E)
dE

= ke−αEβ

(−αβEβ−1) (3.8)

dividindo-se a Equação acima por P (E) segue que

1
P (E)

dP (E)
dE

= −αβEβ−1

e,

1
P (E)

dP (E)
dE

= W (E) = −αβEβ−1

Portanto,

W (E) = −αβEβ−1 (3.9)

é a taxa de variação de energia(E)/retorno relativa ao ponto P (E), ou simplesmente a

taxa de variação. Observe que W (E) é uma função de E, e não uma constante.
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4 Resultados e Discussões

4.1 Introdução

Neste capítulo são apresentadas as análises e os resultados da pesquisa deste tese.

Na secção 4.2.1 é apresentado a comparação entre os ajustes das funções exponencial

expandida generalizada e a lei de potência, aplicadas aos índices das bolsas de valores

mundiais. Na secção 4.2.2 se discorre sobre a comparação entre os ajustes da função

exponencial expandida generalizada e a densidade exponencial aplicadas aos índices das

bolsas de valores mundiais. Nas demais secções são apresentados os resultados da taxa de

ganho, as interpretações dos parâmetros do modelo de probabilidade proposto, baseado

na teoria do gás ideal, e as propriedades estatísticas da densidade de probabilidade.

4.2 Distribuição Exponencial Expandida Generalizada

A fim de construir um modelo probabilístico, baseado na teoria cinética do gás

ideal e na teoria da colisão, que se ajustasse aos índices das bolsas de valores mundiais,

foi construído empiricamente um modelo de função densidade de probabilidade indicado

por f(x) = ke−αxβ
. Este modelo foi aplicado aos índices das bolsas de valores mundiais:

Brasil (Índice da Bolsa de Valores de São Paulo-Ibovespa), Malásia (Kuala Lumpur Stock

Exchange-KLSE), Hong Kong (Hang Seng), México (Índice de Preços e Cotações-IPC),

Singapura (Straits Times Index-STI), Espanha (Iberia Index-IBEX 35), França (Cota-

tion Assistée en Continu-CAC 40), Alemanha (DAX 30), Japão (Nikkei 225), Inglaterra

(FTSE 100), Estados Unidos da América (Dow Jones Industrial Average-DJIA, Natio-

nal Association of Securities Dealers Automated Quotations-NASDAQ e S&P500), Suíça

(Swiss Market Index-SMI) e Austrália (Austrian Traded Index-ATX). Estes dados são de

15 anos, isto é de 1995 a 2010. Em seguida, foi comparado os ajustes entre f(x) = ke−αxβ

e a lei de potência y = ax−b, e entre f(x) = ke−αxβ
e a densidade exponencial dada por

f(x) = αe−αx.

Vê-se na literatura que o comportamento geral da função densidade de probabi-

lidade dos retornos é do tipo exponencial, mas quando se analisa os valores extremos o
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comportamento é típico uma lei de potência. Assim expandindo f(x) = ke−αxβ
segue que

f(x) = ke−αxβ

= k

[ ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

]

para os valores de n −→ ∞ e x −→ ∞, f(x) −→ ax−b. Isto é, f(x) = ke−αxβ
tenderá a

uma lei de potência para valores grandes de n e x.

A função f(x) = ke−αxβ
é uma função densidade de probabilidade, pois satisfaz

as condições de uma fdp. Demonstração:

(i) f(x) ≥ 0

De fato, para qualquer valor de x, segue que f(x) = ke−αxβ ≥ 0, pois k > 0. Também

k é uma constante normalizadora dada por

k =
1

∫∞
0 ke−αxβ dx

, x ≥ 0

(ii)
∫∞

−∞ f(x)dx = 1

De fato,

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

0
ke−αxβ

dx =
∫∞

0 e−αxβ
dx

∫∞
0 e−αxβ dx

= 1

4.2.1 Comparação entre os ajustes das funções exponencial expandida gene-

ralizada e a lei de potência aplicadas aos índices das bolsas de valores

mundiais

Foi interessante a comparação do ajuste entre o modelo proposto nesta tese, f(x) =

ke−αxβ
com a lei de potência, y = ax−b, devido as aplicações desta lei no mercado fi-

nanceiro [Dragulescu e Yakovenko 2001, Fama 1965, Gabaix et al. 2003, Gabaixa et al.

2007,Goldstein, Morris e Yen 2004,Gleria, Matsushita e Silva 2002], e também, por exis-

tir outros modelos que ajustam índices financeiros de bolsas de valores do mundo inteiro.

Para a construção dos gráficos apresentados nestas e outras secções seguintes foi

feita a substituição X = E, em que E representa a energia no sistema ou o retorno.

Nos gráficos (a), (c) e (e) da Figura 3 está representado o ajuste da série de retorno

do índice alemão (DAX) pela fdp f(E) = ke−αEβ
nas escalas linear, semi-log e log-log

respectivamente. Nos gráficos (b), (d) e (f) da Figura 3 o ajuste pela lei de potência

y = aE−b nas escalas linear, semi-log, e log-log. Observa-se visualmente que o ajuste
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pela função f(E) = ke−αEβ
é mais aderente aos dados que o ajuste realizado pela lei de

potência y = aE−b para o índice DAX em todas as escalas (linear-(a) e (b), semi-log-

(c) e (d), log-log-(e) e (f)). O ajuste por f(E), obteve um coeficiente de determinação

R2 = 0.9991 e a raiz do erro quadrático médio-RMSE = 0.0077, enquanto o ajuste pela

lei de potência teve R2 = 0.9957 e RMSE = 0.0167, o que nos leva a concluir que f(E)

tem uma explicação da variabilidade maior do que a lei de potência.

Outros trabalhos [Matia et al. 2004,Fama 1965,Gabaixa et al. 2007] apresentam a

lei de potência como uma função para ajustar os índices de países de economia desenvol-

vida, e em particular o índice alemão DAX. Contudo, nesta pesquisa está sendo proposto

o modelo f(E) = ke−αEβ
como uma função densidade de probabilidade para ajustar tal

índice, visto que teve um maior coeficiente de determinação (R2) para o ajuste do que

a lei de potência quando comparado todo espectro de energia E. Mas se considerar os

efeitos extremos, então a lei de potência tem melhor aderência aos dados no ajuste.
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Figura 3 – Comparação do ajuste entre os modelos f(E) = ke−αEβ
(nos gráficos (a), (c)

e (e)) e a lei de potência y = aE−b (nos gráficos (b), (d) e (f)) em diferentes
escalas: linear (a) e (b), semi-log (c) e (d) e log-log (d) e (e) para o índice
alemão DAX.
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Figura 4 – Comparação do ajuste entre os modelos f(E) = ke−αEβ
(nos gráficos (a), (c)

e (e)) e a lei de potência y = aE−b (nos gráficos (b), (d) e (f)) em diferentes
escalas: linear (a) e (b), semi-log (c) e (d) e log-log (d) e (e) para o índice
brasileiro Ibovespa

A função f(E) = ke−αEβ
comparada com a lei de potência tem melhor aderências

no ajuste dos índices de países de economia desenvolvida, e também, os países de econo-
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Tabela 1 – Coeficiente de determinação-R2 e RMSE dos modelos f(E) = ke−αEβ
e lei de

potência (y = aE−b) para os índices das bolsas de valores .

Índices R2
f(E)

RMSEf(E) R2
y RMSEy R2

f(E)
− R2

y RMSEf(E) − RMSEy

ATX 0.9933 0.0202 0.9786 0.0361 0.0147 -0.0159
CAC 0.9974 0.0132 0.9952 0.0180 0.0022 -0.0048
DAX 0.9991 0.0077 0.9957 0.0167 0.0034 -0.0090
DJIA 0.9958 0.0162 0.9880 0.0274 0.0078 -0.0112
FTSE 0.9987 0.0092 0.9936 0.0204 0.0051 -0.0112

HANG SENG 0.9996 0.0046 0.9946 0.0179 0.0050 -0.0133
IBEX 0.9980 0.0115 0.9884 0.0279 0.0096 -0.0164
IBOV 0.9966 0.0152 0.9961 0.0163 0.0005 -0.0011
IPC 0.9977 0.0122 0.9960 0.0163 0.0017 -0.0039

KLSE 0.9928 0.0188 0.9892 0.0231 0.0036 -0.0043
NASDAQ 0.9989 0.0085 0.9859 0.0298 0.0130 -0.0213
NIKKEI 0.9958 0.0170 0.9850 0.0321 0.0108 -0.0151

SMI 0.9977 0.0123 0.9969 0.0142 0.0008 -0.0019
S&P500 0.9894 0.0254 0.9871 0.0281 0.0023 -0.0027

STI 0.9918 0.0227 0.9904 0.0246 0.0014 -0.0019

mia em desenvolvimento ou emergente como é o caso do Ibovespa no Brasil (Figura 4),

IPC no México, e o KLSE na Malásia. Observando a Tabela 1, vê-se que f(E) explica

99.66% da variabilidade do Ibovespa, enquanto y = aE−b explica 99.61%; isto resulta

em uma diferença de 0,05% de explicação. Para os índices IPC e KLSE uma explicação

da variabilidade de 99.77% e 99.28% respectivamente, considerando f(E), e 99.60% e

98.92% respectivamente, considerando a lei de potência. Observe que, de fato, f(E) ex-

plica melhor a variabilidade dos dados que a lei de potência. Obsevando a Tabela 1 e

a Figura 5, o índice que teve maior coeficiente de determinação, considerando f(E), foi

HANG SENG com R2 = 0.9996 = 99.96% e o menor coeficiente de determinação foi

de S&P500, R2 = 0.9894 = 98.94%.E, O coeficiente de determinação médio R2 para to-

dos os índices foi de R2 = 0.9962 = 99.62%. Considerando a lei de potência y = ax−b,

o índice ATX da Áustria teve menor R2, R2 = 0.9786 = 97.86% e o índice SMI da

suíça o maior R2, R2 = 0.9969 = 00.69%, já o coeficiente de determinação médio foi de

R2 = 0.9907 = 99.07%.

Na Figura 5 está ilustrado os coeficientes de determinação dos 15 índices da Tabela

1, na mesma ordem que aparece nesta Tabela. Observe, novamente, que o ajuste realizado

por f(E) = ke−αEβ
é superior para todos os índices quando comparado com a lei de

potência y = aE−b.

A função densidade de probabilidade (fdp) é de grande utilidade, e em particular

para este trabalho de pesquisa, o modelo proposto f(E) = ke−αEβ
, porque por este modelo

é possível fazer predição e previsão para os índices de mercados financeiros.

Na Tabela 2 está os valores dos parâmetros do modelo f(E) = ke−αEβ
e da lei de

potência (y = aE−b) para os índices das bolsas de valores considerados nesta tese. Vê-se
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Figura 5 – Coeficiente de determinação, R2, dos ajustes das funções f(E) = ke−αEβ
e

y = aE−b.

Tabela 2 – Valores dos parâmetros do modelo f(E) = ke−αEβ
e da lei de potência (y =

aE−b) para os índices das bolsas de valores .

Índices f(E) = ke−αEβ

y = aE−b

β α b a
ATX 0.8512 1.3270 1.0000 0.2000
CAC 1.0450 0.9786 1.764 0.4188
DAX 1.0030 1.0010 1.787 0.4265
DJIA 0.9873 1.0870 1.469 0.3000
FTSE 0.9560 1.1000 1.5720 0.3486

HANGSENG 0.7743 1.4530 1.6800 0.3434
IBEX 1.0600 0.9529 1.4600 0.3535
IBOV 1.1040 0.9957 2.0640 0.4582
IPC 1.0610 0.9787 1.759 0.4048

KLSE 0.3287 4.1900 1.2000 0.1964
NASDAQ 0.8636 1.1910 1.3770 0.3272
NIKKEI 1.0910 0.9126 1.516 0.3770

SMI 1.0560 0.9988 1.929 0.4427
S&P500 1.0090 1.0720 1.1840 0.2000

STI 1.0310 1.0490 1.455 0.3000

que os valores numéricos destes parâmetros são distintos 1 a 1 para cada índice das bolsas

de valores.

4.2.2 Comparação entre os ajustes das funções exponencial expandida gene-

ralizada e a densidade exponencial aplicadas aos índices das bolsas de

valores mundiais

De forma análoga a secção anterior, nesta é apresentada a comparação entre a

distribuição exponencial expandida generalizada f(E) = ke−αEβ
e a distribuição expo-

nencial f(E) = αe−αE. Pode-se observar na Figura 6 e na Tabela 3 que a função proposta

nesta tese, f(E) = ke−αEβ
, tem maior explicação da variabilidade dos índices mundiais

das bolsas de valores que a distribuição exponencial f(E) = αe−αE, porque o coeficiente

de variação R2 associado ao modelo proposto foi maior que o R2 associado a distribuição

exponencial para todos os índices das bolsas de valores. De outro modo, pode-se consi-

derar o RMSE dos ajustes propostos por esses modelos. Visto que o RMSE do modelo

f(E) = ke−αEβ
foi menor do que o RMSE do modelo exponencial f(E) = αe−αE.
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Figura 6 – Comparação do ajuste entre os modelos f(E) = ke−αEβ
(nos gráficos (a), (c)

e (e)) e a função densidade exponencial f(E) = αe−αE (nos gráficos (b), (d) e
(f)) em diferentes escalas: linear (a) e (b), semi-log (c) e (d) e log-log (d) e (e)
para o índice alemão DAX.
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Figura 7 – Comparação do ajuste entre os modelos f(E) = ke−αEβ
(nos gráficos (a), (c)

e (e)) e a função densidade de probabilidade exponencial f(E) = αe−αE (nos
gráficos (b), (d) e (f)) em diferentes escalas: linear (a) e (b), semi-log (c) e (d)
e log-log (d) e (e) para o índice brasileiro Ibovespa

Na Figura 6 está ilustrado o gráfico do índice alemão DAX em três escalas (linear,

semi-log e log-log) e o ajuste desse índice pelas distribuições f(E) = ke−αEβ
nas subfiguras
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Tabela 3 – Coeficiente de determinação-R2 e RMSE dos modelos f(E) = ke−αEβ
e a

função densidade exponencial (f(E) = αe−αE) para os índices das bolsas de
valores .

Índices R2
f(E)

RMSEf(E) R2
αe−αE RMSEαe−αE R2

f(E)
− R2

αe−αE RMSEf(E) − RMSEαe−αE

ATX 0.9933 0.0202 0.9861 0.0292 0.0072 -0.0090
CAC 0.9974 0.0132 0.9972 0.0137 0.0002 -0.0005
DAX 0.9991 0.0077 0.9988 0.0088 0.0003 -0.0011
DJIA 0.9958 0.0162 0.9934 0.0203 0.0024 -0.0040
FTSE 0.9987 0.0092 0.9984 0.0103 0.0003 -0.0011

HANGSENG 0.9996 0.0046 0.9930 0.0204 0.0066 -0.0157
IBEX 0.9980 0.0115 0.9972 0.0136 0.0008 -0.0021
IBOV 0.9966 0.0152 0.9955 0.0174 0.0011 -0.0022
IPC 0.9977 0.0124 0.9809 0.0355 0.0168 -0.0231

KLSE 0.9928 0.0188 0.8673 0.0810 0.1255 -0.0621
NASDAQ 0.9989 0.0085 0.9988 0.0085 0.0001 -0.0001
NIKKEI 0.9958 0.0170 0.9946 0.0192 0.0012 -0.0022

SMI 0.9977 0.0123 0.9957 0.0167 0.0020 -0.0043
S&P500 0.9894 0.0254 0.9876 0.0276 0.0018 -0.0021

STI 0.9918 0.0227 0.9832 0.0325 0.0086 -0.0098

8(a), 6(c) e 6(e) e o ajuste por f(E) = αe−αEnas subfiguras 6(b), 6(d) e 6(f). Este resultado

para o índice DAX mostra quão significativo é o ajuste pela distribuição exponencial

expandida generalizada.

Na Tabela 4 está os valores dos parâmetros do modelo f(E) = ke−αEβ
e da den-

sidade da exponencial (f(E) = αe−αE) para os índices das bolsas de valores. Observa-se

que os valores numéricos dos parâmetros são muitos próximos uns dos outros. Por exem-

plo, para o índice alemão DAX se tem valor de β = 1.0030 e o valor de α = 1.0240,

considerando neste último caso a fdp f(E) = αe−αE.

Tabela 4 – Valores dos parâmetros do modelo f(E) = ke−αEβ
e da densidade da exponen-

cial (f(E) = αe−αE) para os índices das bolsas de valores .

Índices f(E) = ke−αEβ

f(E) = αe−αE

β α α
ATX 0.8512 1.3270 1.0200
CAC 1.0450 0.9786 1.048
DAX 1.0030 1.0010 1.0240
DJIA 0.9873 1.0870 0.9600
FTSE 0.9560 1.1000 1.0380

HANGSENG 0.7743 1.4530 0.9977
IBEX 1.0600 0.9529 1.0100
IBOV 1.1040 0.9957 1.0000
IPC 1.0610 0.9787 0,9000

KLSE 0.3287 4.1900 0.9309
NASDAQ 0.8636 1.1910 1.0010
NIKKEI 1.0910 0.9126 1.0420

SMI 1.0560 0.9988 0,9800
S&P500 1.0090 1.0720 0.9300

STI 1.0310 1.0490 0.9070



32

4.2.3 Taxa de retorno W (E) dos índices financeiros

Uma outra vantagem de ajustar os índices das bolsas de valores pelo modelo

f(E) = ke−αEβ
é que podemos enxergar a taxa de ganho ou perda dos índices como

uma função da energia (E) ou retorno, isto é, a taxa de retorno W (E) que pode ser des-

crita pela função W (E) = (−αβEβ−1). Mattos [Neto et al. 2011], ajustou os índices das

bolsas de valores por uma função exponencial e considerou a taxa de retorno como uma

constante. Contudo, é observado empiricamente que a taxa não é uma constante, Figura

8(b), mas sim uma função do retorno. Por isso se afirmou que é mais vantajoso o modelo

f(E) = ke−αEβ
que a função exponencial apresentado por Mattos [Neto, Ferreira et al.

2012,Neto et al. 2011].

Na Figura 8(b) está o gráfico da taxa de retorno do índice DAX alemão (linha

preta) ajustado pela função W1(E) = −αβEβ−1ke−αEβ
(linha vermelha), bem como o

ajuste do índice DAX na Figura 8(a) pela função f(E). É notável pelo gráfico da Figura

8(b) que o índice DAX decresceu (-0.52), equilibrou-se e cresceu (0.51) tendendo a uma

taxa de equilíbrio constante. Neste ajuste foi obtido para a taxa média do retorno um

coeficiente de variação R2 = 0.9977 e um RMSE = 0.0119, isto é, W (E) consegue explicar

99.77% da variabilidade da taxa média de retorno.

De forma semelhante, na Figura 9 está o gráfico da taxa de retorno (linha preta)

do Ibovespa. O gráfico da Figura 9(b) foi obtido da Figura 9(a). Para obter este gráfico

(9(b)) foi calculado a média móvel da taxa do Ibovespa com 35 pontos; o mesmo foi feito

para o índice DAX na Figura 8(b). A função W (E) realizou um ajuste (linha vermelha)

com coeficiente de variação R2 = 0.9547 e R2 = 0.9947 para os gráficos das Figuras 9(a)

e 9(b) respectivamente. O que está representado na Figura 9(b) é o valor esperado da

taxa de retorno para cada ponto (E); observe que para a taxa, o ajuste (R2 = 0.9947

e RMSE = 0.0181) foi maior considerando a média móvel dos retornos; isto nos leva a

inferir que considerar a média da taxa de retorno é uma estatística interessante para um

ajuste mais preciso. W (E), também, pode ser usado para prever as taxas de ganho ou

ganho médio de um investidor na bolsa de valores.

Na Tabela 5 está representado os valores dos parâmetros α, β e da constante

normalização k do modelo f(E) = ke−αEβ
e da taxa de ganho W1(E) = −αβEβ−1ke−αEβ

,

bem como o coeficiente de determinação (R2) e a raiz do erro quadrático médio (RMSE)

para os índices das bolsas de valores. R2
t mede o ajuste ou a variabilidade explicada por

W (E) aplicada a taxa de retorno e RMSEt é o erro associado, enquanto R2
s mede a

variabilidade explicada por W (E), considerando alisamento com 35 pontos aplicado a

taxa de retorno, e RMSEs é o erro associado, considerando o alisamento da taxa.
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Figura 8 – Ajuste do índice e da taxa de retorno do DAX alemão pela função f(E) =
ke−αEβ

e W1(E) = −αβEβ−1ke−αEβ
respectivamente.
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Figura 9 – Ajuste da taxa de retorno do Ibovespa pela função W1(E) = −αβEβ−1ke−αEβ

.

Tabela 5 – Valores dos parâmetros α, β e da constante normalização k do modelo f(E) =
ke−αEβ

e da taxa de ganho W1(E) = −αβEβ−1ke−αEβ
.

Índices k α β R2
t RMSEt R2

s RMSEs

ATX 1.2827 1.3270 0.8512 0.9707 0.0491 0.9936 0.0222
CAC 0.9969 0.9786 1.0450 0.9523 0.0551 0.9955 0.0162
DAX 1.0020 1.0010 1.0030 0.9581 0.0530 0.9977 0.0119
DJIA 1.0820 1.0870 0.9873 0.9623 0.0529 0.9970 0.0143
FTSE 1.0830 1.1000 0.9560 0.9537 0.0573 0.9971 0.0137

HANG SENG 1.3958 1.4530 0.7743 0.9609 0.0566 0.9959 0.0177
IBEX 0.9776 0.9529 1.0600 0.9565 0.0533 0.9983 0.0099
IBOV 1.0336 0.9957 1.1040 0.9546 0.0557 0.9947 0.0181
IPC 1.0029 0.9787 1.0610 0.9529 0.0565 0.9931 0.0206

KLSE 12.3488 4.1900 0.3287 0.9857 0.0427 0.9945 0.0255
NASDAQ 1.1364 1.1910 0.8636 0.9489 0.0603 0.9976 0.0124
NIKKEI 0.9504 0.9126 1.0910 0.9515 0.0544 0.9934 0.0191

SMI 1.0206 0.9988 1.0560 0.9549 0.0559 0.9961 0.0156
SP500 1.0754 1.0720 1.0090 0.9601 0.0561 0.9944 0.0198

STI 1.0610 1.0490 1.0310 0.9527 0.0601 0.9955 0.0179



34

É notável pela Tabela 5 que o ajuste (R2
s), considerando o alisamento dos dados

com uma média móvel, é muito maior que o ajuste (R2
t ), que não considera o alisamento,

para todos os índices. A taxa do índice IBEX (Espanha) sobressaiu dos demais índices no

ajuste, teve um R2
s = 0.9983 e RMSEs = 0.0099, enquanto o IPC (méxico) teve o menor

coeficiente de ajuste, R2
s = 0.9931 e RMSEs = 0, 0206. Agora, olhando para R2

t , ver-se

que o índice KLSE (Malásia) sobressaiu dos demais com R2
t = 0.9857 e RMSEt = 0.0427,

e o índice Nasdaq (Estados Unidos) teve o menor R2
t = 0, .9489 e maior RMSE = 0.0603

Na Figura 9(b) há um ponto de mínimo global, este ponto pode ser considerado o

ponto de equilíbrio no mercado acionário, isto é, o ponto onde receitas e custos são iguais.

Neste ponto de equilíbrio o investidor não tem lucro e nem perda, acima deste ponto o

investidor tem lucro, mas abaixo deste ponto tem perdas. Do ponto de vista do gás ideal

este é o ponto de equilíbrio térmico das partículas ou moléculas.

4.2.4 Interpretação dos parâmetros α e β do modelo proposto

Nesta seção discorre-se sobre a interpretação dos parâmetros do modelo proposto

f(E) = ke−αEβ
aplicado aos índices dos mercados das bolsas de valores mundiais.

Como o modelo f(E) = ke−αEβ
é uma função densidade de probabilidade, então

k é uma constante de normalização, de fato, pois
∫ ∞

0
ke−αEβ

dE = 1

isolando k, segue que

k =
1

∫∞
0 e−αEβ dE

(4.1)

ou seja, k é uma combinação dos parâmetros α e β.

Observando o comportamento do parâmetro α nos gráficos das Figuras 10 a 15,

entendemos, quando comparado com a teoria da colisão e do gás ideal, que α é inversa-

mente proporcional a temperatura ou energia das partículas no sistema, isto é α ∝ 1/T ,

onde T é a temperatura média do sistema de partículas. Isso significa que quanto maior

for o parâmetro α para um dado β as partículas ou moléculas terão menos energia ou

velocidade, consequentemente a probabilidade de as partículas sobreviverem sem sofrer

colisão entre uma energia E e E + dE será maior; ou ainda, afirma-se que quanto maior

for α para um β fixo, menor é a probabilidade de as partículas sofrerem colisão entre a

energia E e E + dE; com isso, o α é proporcional ao inverso da energia das partículas,

isto é, quanto maior energia, maior a probabilidade de as partículas sofrerem colisão entre

uma energia E e E + dE.
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Considerando a hipótese de que o mercado acionário tem um comportamento se-

melhante a de um gás ideal, então o parâmetro α está relacionado inversamente com a

velocidade ou rapidez entre as negociações no mercado de ações. Se α está relacionado

com a velocidade das partículas de um gás ideal, então α está relacionado inversamente

com a energia cinética das partículas de um gás ideal [Neto et al. 2011]. Diante disto

é possível afirmar que o parâmetro α está relacionado com a volatilidade do gás ideal.

Assim, em analogia com o mercado de ações o parâmetro α está relacionado inversamente

com a volatilidade no mercado [Neto, Ferreira et al. 2012].

O parâmetro β é um parâmetro de forma. Para β = 1 se tem a distribuição expo-

nencial de probabilidade, isto pode ser visto na Figura 11 para β = 1(curva vermelha).

Também é possível mostrar que para β = 1 tem-se a distribuição exponencial de probabi-

lidade de parâmetro k = α, veja:

f(E) = ke−αEβ

considerando β = 1, segue que

f(E) = ke−αE (4.2)

daí,
∫ ∞

0
ke−αEdE = 1

k =
1

∫∞
0 e−αEdE

=
1

lim
E→∞

e−αE

−α
− lim

E→0

e−αE

−α

k =
1

1/α
= α

Para β ≥ M , com M ∈ ℜ e M muito grande, então f(E) = ke−αEβ
tende a uma

distribuição uniforme de probabilidade, isto pode ser visto empiricamente nos gráficos

das Figuras 10, 11, 12, 13, 14 e 15. A distribuição f(E) = ke−αEβ
será uma distrribuição

uniforme da seguinte forma

f(E) =

{

1, E ∈ [0, 1]

0, E > 1
(4.3)

Demonstração: Dado

f(E) = ke−αEβ

, E ≥ 0, α > 0, β > 0 (4.4)

Temos pela equação 4.3 que
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f(E) = ke−αEβ

= 1

para E ∈ [0, 1] e

f(E) = ke−αEβ

= 0

para E > 1.

Considerando E ∈ [0, 1], então

f(E) = ke−αEβ

= 1

ke−αEβ

= 1

k =
1

e−αEβ

logo, f(E) = 1.

Quando β é muito grande, então k −→ 1 para qualquer valor de α, observe os

gráficos das Figuras 16 e 17.

O parâmetro β, considerando a teoria da colisão e do gás ideal, pode ser inter-

pretado como sendo o indicador da distribuição das energias cinéticas ou velocidades das

partículas. Para β = 1, a energia das partículas se distribuem segundo uma distribui-

ção exponencial de parâmetro α. Para β muito grande a distribuição das energias das

partículas se distribuem uniformemente.

Assim, considerando o mercado acionário, em analogia com o gás ideal, o parâmetro

β apontará a distribuição de probabilidade que descreve quão provável é uma ação ter seu

preço alterado, em outras palavras quão provável é o retorno dos acionistas no mercado.
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Figura 10 – gráfico da fdp f(E) = ke−αEβ
para diferentes valores de β e α = 0.5
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Figura 11 – gráfico da fdp f(E) = ke−αEβ
para diferentes valores de β e α = 1.0
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Figura 12 – gráfico da fdp f(E) = ke−αEβ
para diferentes valores de β e α = 1.5
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Figura 13 – gráfico da fdp f(E) = ke−αEβ
para diferentes valores de β e α = 2
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Figura 14 – gráfico da fdp f(E) = ke−αEβ
para diferentes valores de β e α = 3
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Figura 15 – gráfico da fdp f(E) = ke−αEβ
para diferentes valores de β e α = 10
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Figura 16 – gráfico da constante de normalização k, do modelo fdp f(E) = ke−αEβ
, em

função de α para diferentes valores de β.
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Figura 17 – gráfico da constante de normalização k, do modelo fdp f(E) = ke−αEβ
, em

função de β para diferentes valores de α.

4.2.5 Construção da distribuição proposta a partir de princípios estatísticos

teóricos

A função densidade de probabilidade f(E) = ke−αEβ
aplicada aos índices mun-

diais das bolsas de valores foi construída de forma experimental, contudo existe outra

maneira de se construir a mesma função de densidade. Para isto construímos uma classe

de distribuição de probabilidade [Richter 2016,Chu e Kardar 2016,Katzur e Kamps 2016]

descrita pela Equação (4.5) e (4.6), e, a partir dessa classe, tomando λ = 1, gerou-se a fdp

f(E) = ke−αEβ
, a classe denominada de distribuição exponencial expandida exponenciada

ou distribuição exponencial expandida generalizada, esta classe está descrita na Equação

(4.5)

F (x) =







0, x < 0

[G(x)]λ , x ≥ 0, λ > 0
(4.5)

em que

G(x) =







0, x < 0
∫ x

0 ke−αtβ
dt, α > 0, β > 0, λ > 0 e x ≥ 0

Reescrevendo a Equação 4.5, obtém-se

F (x) =







0, x < 0
[

∫ x
0 ke−αtβ

dt
]λ

, α > 0, β > 0 e x ≥ 0
(4.6)

Observe que F (x) e G(x) são FDA’s.

Demonstração:
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(i) lim
x→−∞

G(x) = 0.

Por definição lim
x→−∞

G(x) = G(−∞) = 0

(ii) lim
x→+∞

G(x) = 1

lim
x→+∞

G(x) = lim
x→+∞

∫ x

0
ke−αtβ

dt,

Mas k é uma constante normalizadora dada por

k =
1

∫+∞
0 e−αtβ dt

então,

lim
x→+∞

∫ x

0
ke−αtβ

dt = k lim
x→+∞

∫ x

0
e−αtβ

dt =
1

∫+∞
0 e−αtβ dt

∫ +∞

0
e−αtβ

dt = 1

(iii) Se x1 ≤ x2, então G(x1) ≤ G(x2)

G(x1) =
∫ x1

0
ke−αtβ

dt

G(x2) =
∫ x2

0
ke−αtβ

dt

Continuando,

G(x1) ≤ G(x2)
∫ x1

0
ke−αtβ

dt ≤
∫ x2

0
ke−αtβ

dt,

como x1 ≤ x2, segue que

G(x1) ≤ G(x2) =
∫ x2

0
ke−αtβ

dt =
∫ x1

0
ke−αtβ

dt +
∫ x2

x1

ke−αtβ

dt,

em que
∫ x2

x1

ke−αtβ

dt ≥ 0

logo, se x1 ≤ x2, então G(x1) ≤ G(x2) .

(iv) lim
x→x+

0

G(x) = G(x0).

lim
x→x+

0

G(x) = lim
x→x+

0

∫ x

0
ke−αtβ

dt

∫

lim
x→x+

0

x

lim
x→x+

0

0 ke−αtβ

dt

∫ x0

0
ke−αtβ

dt = G(x0)
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Para F (x)

(i) lim
x→−∞

F (x) = 0

Por definição lim
x→−∞

F (x) = F (−∞) = 0

(ii) lim
x→+∞

F (x) = 1

lim
x→+∞

F (x) = lim
x→+∞

[G(x)]λ =
[

lim
x→+∞

G(x)
]λ

= 1,

(iii) Se x1 ≤ x2, então F (x1) ≤ F (x2)

Tem-se que,

F (x1) = [G(x1)]
λ =

[
∫ x1

0
ke−αtβ

dt
]λ

F (x2) = [G(x2)]
λ =

[
∫ x2

0
ke−αtβ

dt
]λ

Daí,

F (x1) ≤ F (x2)
[
∫ x1

0
ke−αtβ

dt
]λ

≤
[
∫ x2

0
ke−αtβ

dt
]λ

=
[
∫ x1

0
ke−αtβ

dt +
∫ x2

x1

ke−αtβ

dt
]λ

,

Mas
∫ x2

x1

ke−αtβ

dt ≥ 0,

o que prova a desigualdade.

(iv) lim
x→x+

0

F (x) = F (x0).

lim
x→x+

0

F (x) = lim
x→x+

0

[G(x)]λ =

[

lim
x→x+

0

G(x)

]λ

=

[

lim
x→x+

0

∫ x

0
ke−αtβ

dt

]λ

=







∫

lim
x→x+

0

x

lim
x→x+

0

0 ke−αtβ

dt







λ

=
[
∫ x0

0
ke−αtβ

dt
]λ

= [G(x0)]
λ = F (x0)

Derivando F (x), obtém-se a fdp, f(x), da variável X, Equação 4.7,

F ′(x) = f(x) = λ
[

ke−αxβ
]

[
∫ x

0
ke−αtβ

dt
]λ−1

(4.7)
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Para λ = 1, a fdp se reduz a Equação 4.8

f(x) = ke−αxβ

(4.8)

sendo k uma constante normalizadora e α e β parâmetros reais positivos. Na Figura 18

está ilustrado alguns gráficos de f(x) para valores de α e β diversos.
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Figura 18 – gráfico da fdp–f(x) para diferentes valores de α e β

4.2.5.1 Propriedades estatísticas para a classe exponencial expandida generalizada

Agora será calculado algumas propriedades estatísticas para a classe exponencial

expandida generalizada, tais como os momentos de ordem r = 1, 2, 3 . . . da varíavel X,

definido por E(Xr), desde que essa quantidade exista, o momento central de ordem r,

definido por E[(X − µ)r], caso essa quantidade exista e E(X) = µ < ∞, e o momento

absoluto de ordem r da variável X definido por E(|X|r), função geradora de momentos e

função característica, entre outras propriedades.

Para o caso abordado, tem-se

(i) Momento de ordem r

E(Xr) =
∫ +∞

−∞
xrf(x)dx =

∫ +∞

−∞

{

xrλ
[

ke−αxβ
]

[
∫ x

0
ke−αtβ

dt
]λ−1

}

dx

E(Xr) = λkλ
∫ +∞

−∞







xr

[ ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

] [

∫ x

0

( ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

)

dt

]λ−1






dx

Para r = 1, em particular, tem-se o valor esperado da variável X, e consequente-

mente a média da distribuição, isto é, µ = E(X1)
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(ii) Momento central de ordem r

E [(X − µ)r] =
∫ +∞

−∞
(x−µ)rf(x)dx =

∫ +∞

−∞

{

(x − µ)rλ
[

ke−αxβ
]

[
∫ x

0
ke−αtβ

dt
]λ−1

}

dx

E [(X − µ)r] = λkλ
∫ +∞

−∞







(x − µ)r

[ ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

] [

∫ x

0

( ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

)

dt

]λ−1






dx

Para r = 2, obtém-se o momento central de ordem 2, isto é a variância de X

V ar(X) = σ2 = E
[

(X − µ)2
]

A raiz quadrada da variância é o desvio-padrão (
√

σ2 = σ).

O coeficiente geral para a classe exponencial expandida generalizada é dado por

Cr =
E [(X − µ)r]

σr

Se r = 3, então se tem o coeficiente de assimetria. Se r = 4, tem-se o coeficiente de

curtose.

(iii) Momento absoluto de ordem r

E (|X|r) =
∫ +∞

−∞
|x|rf(x)dx =

∫ +∞

−∞

{

|x|rλ
[

ke−αxβ
]

[
∫ x

0
ke−αtβ

dt
]λ−1

}

dx

E(|X|r) = λkλ
∫ +∞

−∞







|x|r
[ ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

] [

∫ x

0

( ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

)

dt

]λ−1






dx

(iv) Função geradora de momentos

MX(t1) = E
(

et1X
)

=
∫ +∞

−∞
et1xf(x)dx

MX(t1) =
∫ +∞

−∞

{

et1xλ
[

ke−αxβ
]

[
∫ x

0
ke−αtβ

dt
]λ−1

}

dx

MX(t1) = λkλ
∫ +∞

−∞







et1x

[ ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

] [

∫ x

0

( ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

)

dt

]λ−1






dx

(v) Função característica

ϕX(t) = E(eit1X) =
∫ +∞

−∞
eit1xf(x)dx

ϕX(t) =
∫ +∞

−∞

{

eit1xλ
[

ke−αxβ
]

[
∫ x

0
ke−αtβ

dt
]λ−1

}

dx

ϕX(t) = λkλ
∫ +∞

−∞







eit1x

[ ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

] [

∫ x

0

( ∞
∑

n=0

(−1)n

n!
αnxβn

)

dt

]λ−1






dx
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5 Conclusão

Neste capítulo são apresentados os desfeches dos resultados do estudo dos índices

das bolsas de valores mundiais e os trabalhos a serem desenvolvidos futuramente.

Os mercados de ações são de fundamental importância para a economia de um país,

cada país possui pelo menos um índice de bolsa de valores, por exemplo, no Brasil temos

o Ibovespa, nos Estados Unidos a NYSE, Nasdaq, etc. Os índices dos mercados acionistas

servem como um termômetro que medem as oscilações dos valores das ações e também

da própria economia. Por essas e outras razões os mercados de ações são observados por

pesquisadores de vários países afim de estudar, investigar e analisar tais mercados.

Nesta tese tivemos o objetivo principal de construir um modelo de probabilidade,

baseado na taxa de retorno, que modelasse os índices das bolsas de valores dos países

Brasil (Índice da Bolsa de Valores de São Paulo-Ibovespa), Malásia (Kuala Lumpur Stock

Exchange-KLSE), Hong Kong (Hang Seng), México (Índice de Preços e Cotações-IPC),

Singapura (Straits Times Index-STI ), Espanha (Iberia Index-IBEX 35 ), França (Cota-

tion Assistée en Continu-CAC 40 ), Alemanha (DAX 30 ), Japão (Nikkei 225 ), Inglaterra

(FTSE 100 ), Estados Unidos da América(Dow Jones Industrial Average-DJIA, Natio-

nal Association of Securities Dealers Automated Quotations-NASDAQ e S&P500 ), Suíça

(Swiss Market Index-SMI ) e Austrália (Austrian Traded Index-ATX). Tal objetivo foi

alcançado e propomos o modelo de densidade de probabilidade f(E) = ke−αEβ
.

Inferiu-se das análises feitas apresentadas no cápitulo 4, resultado e discussão,

que o modelo proposto f(E) = ke−αEβ
explicou melhor a variabilidade dos retornos dos

índices das bolsas de valores que a distribuição exponencial e a lei de potência para todos

os índices. Mas quando considerado os valores extremos é preferível a lei de potência a

exponencial ou ao modelo proposto.

O parâmetro α do modelo f(E) = ke−αEβ
está relacionado inversamente com

a volatilidade no mercado acionário, de forma que quanto maior o valor de α menor a

volatilidade dos mercados de ações. Enquanto o parâmetro β está relacionado com a forma

da distribuição e com a uniformidade dos mercados. Assim, Quanto maior for o parâmetro

β mais uniforme é o mercado de ações.

Ao derivar a função f(E) = ke−αEβ
obtém-se f ′(E) = W1(E) = −αβEβ−1ke−αEβ

,

a taxa de variação por unidade de energia de f(E), e por meio de W1(E) é possível
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modelar a taxa de retorno W (E) = −αβEβ−1 em função da energia E. Também, por

meio de W1(E) é possível identificar o ponto de equilíbrio no mercado de ações. Deste

ponto de equilíbrio inferi-se que o investidor está em uma situação neutra no mercado,

pois não teve ganho, mas também não teve perdas.

5.1 Contribuição e trabalhos futuros

Este trabalho tem sua contribuição para entendermos a dinâmica dos índices das

bolsas de valores dos mercados mundias baseada na teoria cinética do gás ideal e da

colisão de partículas. Também, foi contribuído com a teoria das probabilidades, porque

foi apresentado um modelo de função densidade de probabilidade para ajustar tais índices.

Através do modelo proposto é possível verificar que a taxa de retorno é função da energia

do sistema, e não uma constante.

Diante do trabalho exposto, ainda tem outros trabalhos futuros que pode ser ex-

plorado:

1. Comparar a dinâmica do gás real com o mercado financeiro;

2. Comparar a dinâmica do gás de Fermi com o mercado financeiro;

3. Fazer as comparações dos ajustes utilizando outros algorítimos como o Levenberg-

Marquardt, Gauss-Newton entre outros;

4. Fazer a análise feita nesta tese para outros períodos de tempo;

5. Usar a classe gerada nesta tese para obter outras distribuições de probabilidades

que ajuste os índices das bolsas de valores;

6. Gerar novas classes de probabilidades afim de obter outras distribuições para ajuste

dos índices;

7. Testar os modelos gerados nesta tese para outros índices.
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Apêndices
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APÊNDICE A – Algumas distribuições de

probabilidades

Tabela 6 – Algumas distribuições discretas ou contínuas de probabilidade.

Distribuições discretas Função de probabilidade

Bernoulli(p), p ∈ (0, 1) pxq1−x, x = 0, 1; q = 1 − p

Binomial(n, p) (n
x) pxqn−x, x = 0, 1, . . . , n

Hipergeométrica(m, n, r)
(m

k )(n−m
r−k )

(n
r )

k = max {0, r − (n − m)} , . . . , min {r, m}
Poisson(λ), λ > 0 e−λλx

x!
, x = 0, 1, 2, . . .

Geométrica(p)

#de fracassos anteriores
pqx, x = 0, 1, 2. . .

Geométrica(p)

#de ensaios para . . .
pqx−1, x = 1, 2, . . .

Binomial Negativa(r, p)

#de fracassos anteriores
Cx+r−1

r−1 prqx, x = 0, 1, 2, . . .

Binomial Negativa(r, p)

#de ensaios para . . .

(

x−1
r−1

)

prqx−r, x = r, r + 1, . . .

Uniforme discreta P (X = x|N) = 1
N

, x = 1, 2, . . . , N

Rademacher



















1/2, k = −1;

1/2, k = 1;

0, outros

Beta − Binomial(k|n, α, β) (n
k) B(k+α,n−k+β)

B(α,β)
, k = 0, 1, . . . , n

Poisson Binomial(p)

p ∈ (0, 1)n

n ensaios de Bernoulli

∑

A∈Fk

∏

i∈A
pi

∏

j∈Ac
(1 − pj), k = 0, 1, . . . , n
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Hipergeométrica

não − central de F isher

x ∈ [xmin, xmax], N = m1 + m2

xmin = max(0, n − m2),

xmax = min(n, m1)

m1, m2 ∈ {0, 1, 2 . . .}
n ∈ [0, N), ω ∈ ℜ+

(m1
x )(m2

n−x)ωx

P0
,

em que P0 =
∑y=xmax

y=xmin
Cm1

y Cm2
n−yωy

Hipergeométrica

não − central de Wallenius

x ∈ [xmin, xmax], N = m1 + m2

xmin = max(0, n − m2),

xmax = min(n, m1)

m1, m2 ∈ {0, 1, 2 . . .}
n ∈ [0, N), ω ∈ ℜ+

Cm1
x Cm2

n−x

∫ 1
0 (1 − tω/D)x(1 − t1/D)n−xdt,

em que D = ω(m1 − x) + (m2 − n + x)

Beta Negativa Binomial

X ∼ BNB(r, α, β) α, β > 0

k ∈ {0, 1, 2 . . .} .

Γ(r+k)
k!Γ(r)

B(α+r,β+k)
B(α,β)

r > 0, r ∈ ℜ

Boltzmann

F (estado) ∝ e− E
kT

E − estado da energia

kT − constante da distribuição

Medida de Gibbs P (X = x) = 1
Z(β)

exp(−βE(x)).

Borel(µ), µ ∈ [0, 1] e−µn(µn)n−1

n!
, n ∈ {1, 2, 3, . . .}

Binomial negativa

estendida(k; m, r, p)

0 < p ≤ 1, −m < r < −m + 1

f(k; m, r, p) = (k+r−1
k )pk

(1−p)−r−
∑m−1

j=0 (j+r−1
j )pj

k ∈ N, k ≥ m

logarítimica(k, p)

0 < p < 1, k ∈ {1, 2, . . .}
−1

ln(1−p)
pk

k

Conway − Maxwell − Poisson

(x, λ, ν)

x = 0, 1, 2 . . . λ > 0 e ν ≥ 0

λx

(x)(ν)
1

Z(λ,ν)

Z(λ, ν) =
∑∞

j=0
λj

(j!)ν .

Poisson condicional ou

positiva(k, λ) k = 1, 2, . . .
g(k; λ) = P (X = k | k > 0) = λk

(eλ−1)k!

Skellam(k; µ1, µ2) µ1 ≥ 0,

µ2 ≥ 0, k = 0, ±1, ±2 . . .

f(k; µ1, µ2) = e−(µ1+µ2)
(

µ1

µ2

)k/2
Ik(2

√
µ1µ2)

Ik é a função de Bessel modificada
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Multinomial

(x1, . . . , xn; n, p1, . . . , pk, )

n > 0
∑k

i=1 pi = 1

P (X1 = x1, . . . , Xk = xk) = n!
x1!···xk!

px1
1 · · · pxk

k

Xi ∈ {0, . . . , n} ΣXi = n

Distribuições contínuas Função densidade de probabilidade

uniforme(a, b) a < b f(x) =

{

1
b−a

, x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b]

Arcoseno f(x) = 1

π
√

(x−a)(b−x)
, x ∈ [a, b]

Beta(α, β), α, β > 0 f(x) = xα−1(1−x)β−1

B(α,β)
, 0 ≤ x ≤ 1

logit − Normal(µ, σ)

µ ∈ ℜ σ > 0
1

σ
√

2π
1

x(1−x)
e− (logit(x)−µ)2

2σ2 , 0 < x < 1

Irwin − Hall fX(x; n) =
1

(n−1)!

∑n
k=0 (−1)k

(

n
k

)

(x − k)n−1

x ∈ [0, n]

Bates(x; n, a, b)

suporte : x ∈ [a, b]







∑n
k=0(−1)k

(

n
k

) (

x−a
b−a

− k/n
)n−1

sgn
(

x−a
b−a

− k/n
)

,

0, x /∈ [a, b]

sgn é a função sinal

Kumaraswamy(a, b)

a, b > 0
f(x; a, b) = abxa−1(1 − xa)b−1, x ∈ [0, 1]

Raised cosine(µ, s)

µ, s > 0

f(x; µ, s) = 1
2s

[

1 + cos
(

x−µ
s

π
)]

x ∈ [µ − s, µ + s]

Reciprocal(a, b)

0 < a < b, a, b ∈ ℜ
f(x; a, b) = 1

x[loge(b)−loge(a)]

a ≤ x ≤ b, a > 0

Triangular(a, b, c)

a ∈ (−∞, ∞)

a < b, a ≤ c ≤ b

suporte : a ≤ x ≤ b











































0, x < a,
2(x−a)

(b−a)(c−a)
, a ≤ x < c,

2
b−a

, x = c
2(b−x)

(b−a)(b−c)
, c < x ≤ b

0, b < x

Normal(µ, σ2)

σ2 > 0, −∞ < µ < ∞
f(x; µ, σ2) = 1

σ
√

2π
exp(−(x−µ)2

2σ2 )

versão1

Normal generalizada(µ, α, β)

µ : parâmetro de locação,

α : parâmetro de escala,

β : parâmetro de forma

β
2αΓ( 1

β
)
e−( |x−µ|

α )
β

, x ∈ (−∞; +∞)
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versão2

Normal generalizada(ξ, α, κ)

Parâmetros :

ξ ∈ ℜ : locação

α > 0 : escala

κ ∈ ℜ : forma

suporte :

x ∈ (−∞, ξ + α/κ), κ > 0

x ∈ (−∞, ∞), κ = 0

x ∈ (ξ + α/κ; +∞), κ < 0

φ(y)
α−κ(x−ξ)

, onde

y =







− 1
κ
log

[

1 − κ(x−ξ)
α

]

κ 6= 0
x−ξ

α
κ = 0

φ é a fdp da normal padrão

normal truncada(µ, σ, a, b)

Notação :

ξ = x−µ
σ

, α = a−µ
σ

,

β = b−µ
σ

, Z = Φ(β) − Φ(α)

µ ∈ ℜ − média

σ2 − variância

suporte : a ≤ x ≤ b

φ(ξ) = 1√
2π

exp (−1
2
ξ2)

f(x; µ, σ, a, b) =
1
σ

φ( x−µ
σ

)

Φ( b−µ
σ

)−Φ( a−µ
σ

)

ou

f(x; µ, σ, a, b) = φ(ξ)
σZ

U − quadrática(a, b, α, β)

β = b+a
2

, α = 12
(b−a)3

f(x; a, b, α, β) = α (x − β)2 , x ∈ [a, b]

von Mises(µ, κ)

µ ∈ ℜ, κ > 0
f(x | µ, κ) = eκ cos(x−µ)

2πI0(κ)

Wigner semicircle(R), R > 0 f(x) = 2
πR2

√
R2 − x2

Beta Prime(α, β) f(x) = xα−1(1+x)−α−β

B(α,β)

chi(k), k > 0

k − grau de liberdade

21−k/2xk−1e−x2/2

Γ(k/2)

x ∈ [0, ∞)

chi não − central(k, λ), λ > 0 f(x; k, λ) = e− x2+λ2

2 xkλ
(λx)k/2 Ik/2−1(λx)

Qui − quadrado(k), k = 1, 2, . . . 1

2
k
2 Γ( k

2 )
x

k
2

−1e− x
2

Inversa − qui − quadrado(ν),

ν > 0

f1(x; ν) = 2−ν/2

Γ(ν/2)
x−ν/2−1e−1/(2x)

ou

f2(x; ν) = (ν/2)ν/2

Γ(ν/2)
x−ν/2−1e−ν/(2x)

x ∈ [0, ∞)

Dagum(a, b, p)

a, b, p > 0
f(x; a, b, p) = ap

x

(

( x
b

)ap

(( x
b

)a+1)p+1

)

, x > 0

Exponencial(λ), λ > 0 λe( − λx), x > 0
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Fisher − Snedecor(d1, d2)

d1, d2 > 0, x > 0
1

B( d1
2

,
d2
2 )

(

d1

d2

)

d1
2 x

d1
2

−1
(

1 + d1

d2
x
)− d1+d2

2

Fisher′s z(d1, d2), d1, d2 > 0
2d

d1/2
1 d

d2/2
2

B(d1/2,d2/2)
ed1x

(d1e2x+d2)(d1+d2)/2

x ∈ (−∞, +∞)

normal dobrada(µ, σ)

µ ∈ ℜ, σ > 0

1
σ

√
2π

e− (x−µ)2

2σ2 + 1
σ

√
2π

e− (x+µ)2

2σ2

x ∈ [0, ∞)

Fréchet(α, s, m)

α, s > 0, m ∈ ℜ
α
s

(

x−m
s

)−1−α
e−( x−m

s
)−α

x > m

Gamma(α, β)

α, β > 0
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0

Erlang(k, λ)

k = 1, 2 . . . , λ > 0

f(x; k, λ) = λkxk−1e−λx

(k−1)!

x ∈ [0, ∞)

Gamma − inversa(α, β)

α, β > 0
βα

Γ(α)
x−α−1 exp

(

−β
x

)

, x > 0

Gamma generalizada(a, d, p)

a, d, p > 0
γ(d/p,(x/a)p)

Γ(d/p)
, x > 0

Pareto generalizada(µ, σ, ξ)

µ, ξ ∈ ℜ, σ > 0

f(ξ,µ,σ)(x) = 1
σ

(

1 + ξ(x−µ)
σ

)(− 1
ξ

−1)

x ≥ µ (ξ ≥ 0)

µ ≤ x ≤ µ − σ/ξ (ξ < 0)

Gamma/Gompertz(b, sβ)

b, s, β > 0
f(x; b, s, β) = bsebxβs

(β−1+ebx)s+1 , x > 0

Gompertz(η, b)

η, b > 0

f (x; η, b) = bηebxeη exp
(

−ηebx
)

x ≥ 0

Wald(µ, λ)

µ, λ > 0

[

λ
2πx3

]1/2
exp −λ(x−µ)2

2µ2x
, x > 0

Lévy(µ, c)

µ ∈ ℜ, c > 0
f(x; µ, c) =

√

c
2π

e
− c

2(x−µ)

(x−µ)3/2

x ∈ [µ, ∞)

Log − Cauchy(µ, σ)

µ ∈ ℜ, σ > 0
1

xπ

[

σ
(ln x−µ)2+σ2

]

, x > 0

Log − Laplace(µ, b) f(x|µ, b) = 1
2bx

exp
(

− | ln x−µ|
b

)

Log − logistic(α, β)

α, β > 0
(β/α)(x/α)β−1

(1+(x/α)β)2 , x ≥ 0

Lomax(λ, α)

λ, α > 0
α
λ

[

1 + x
λ

]−(α+1)
, x ≥ 0
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Nakagami(m, Ω)

m, Ω > 0
2mm

Γ(m)Ωm x2m−1 exp
(

−m
Ω

x2
)

, x > 0

Pareto(α, µ, γ)

α, γ > 0, µ ∈ ℜ

Tipo 1 :
[

x
σ

]−α
, x > α

tipo 2 :
[

1 + x−µ
σ

]−α
, x > µ

Lomax :
[

1 + x
σ

]−α
, x > 0

tipo 3 :
[

1 +
(

x−µ
σ

)1/γ
]−1

, x > µ

tipo 4 :
[

1 +
(

x−µ
σ

)1/γ
]−α

, x > µ

Rayleigh(σ), σ > 0 x
σ2 e−x2/2σ2

, x ≥ 0

Rice(ν, σ), ν ≥ 0, σ > 0 x
σ2 exp

(−(x2+ν2)
2σ2

)

I0

(

xν
σ2

)

, x > 0

Weibul(λ, k)

λ, k > 0,
f(x) =







k
λ

(

x
λ

)k−1
e−(x/λ)k

, x ≥ 0

0, x < 0

Cauchy(x0, γ)

x0 ∈ ℜ, γ > 0
1

πγ

[

1+(x−x0
γ )2

] , x ∈ (−∞, +∞)

Gumbel(µ, β)

µ ∈ ℜ, β > 0

1
β
e−(z+e−z), x ∈ (−∞, +∞)

z = x−µ
β

Hyperbolic(µ, α, β, δ, γ)

µ, α, β, δ ∈ ℜ
γ =

√
α2 − β2

γ
2αδK1(δγ)

e−α
√

δ2+(x−µ)2+β(x−µ)

x ∈ (−∞; +∞)

Kλ − função Bessel

Laplace(µ, β)

µ ∈ ℜ, β > 0
1

2 b
exp

(

− |x−µ|
b

)

, x ∈ (−∞; +∞)

Johnson SU(γ, ξ, δ, λ)

γ, ξ, δ, λ > 0
δ

λ
√

2π
1√

1+( x−ξ
λ

)2
e− 1

2
(γ+δ sinh−1( x−ξ

λ
))2

, x ∈ ℜ

hyperbolic secant 1
2
sech

(

π
2

x
)

, x ∈ (−∞; +∞)

Logística(µ, s)

µ, s > 0
e−

x−µ
s

s

(

1+e−
x−µ

s

)2 , x ∈ (−∞, +∞)

t − Student(ν)

ν > 0
Γ( ν+1

2 )
√

νπ Γ( ν
2 )

(

1 + x2

ν

)− ν+1
2 , x ∈ (−∞, +∞)


