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Resumo

A proposigao de novas classes de distribui¢oes ou de fungoes de distribuicao constituem
generalizagoes de distribui¢oes ou composicoes entre distribuigoes ja descritas na literatura
estatistica. E sabido que a adicdo de pardmetros a funcdes de distribuicdo pode levar a
problemas de identificabilidade e consequentemente trazer complicagoes para a estimacao
de pardmetros. No trabalho de Cole (2020) é citado um exemplo cldssico de problema
por identificabilidade, tal problema consiste de dois parametros que estao dispostos
em uma fd como um produto e por isto nao podem ser estimados individualmente,
apenas o produto dos parametros pode ser estimado. Neste trabalho, foi apresentado
defini¢Oes, teoremas, lemas e proposicoes que sao contribuigoes desta tese para a teoria da
identificabilidade. Apresentadas e estudadas em termos da identificabilidade misturas de
fungoes de distribuicao aparecem como resultados das operacoes de adi¢do e multiplicagao.
A classe de distribuigoes T-G-X [Method for generating distributions and classes of
probability distributions: the univariate case, Brito et al. (2019)] foi exibida e discutida a
identificabilidade de alguns subcasos da mesma. A T-G-X constitui uma extensao multi-
baseline, por isto o G em negrito, da bem conhecida classe T-X. Cada G que compdem o

vetor de baselines G ¢ um funcao de distribuicao univariada.

Palavras-chaves: Identificabilidade. Probabilidade. Distribuicao. Misturas. Classes.



Abstract

The proposition of new classes of distributions or distribution functions constitute general-
izations of distributions or compositions between distributions already described in the
statistical literature. It is known that adding parameters to distribution functions can lead
to problems of identifiability and consequently bring complications to parameter estimation.
In the work of Cole (2020) a classic example of problem by identifiability is cited, this
problem consists of two parameters that are arranged in a fd as a product and therefore
cannot be estimated individually, only the product of the parameters can be estimated.
In this work, definitions, theorems, lemmas and propositions which are contributions of
this thesis for the theory of identifiability. Presented and studied in terms of identifiability
mixtures of distribution functions appear as results of addition and multiplication opera-
tions. The class of distributions T-G-X [Method for generating distributions and classes of
probability distributions: the univariate case, Brito et al. (2019)] was displayed and the
identifiability of some subcases of it was discussed. T-G-X constitutes a multi-baseline
extension, hence the G in black, of the well-known T-X class. Each G that makes up the

baseline vector G is a distribution function univariate.

Key-words: Identifiability. Probability. Distribution. Mixture. Class.
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1 Introducao

1.1 Contextualizacao do problema da Tese

A Inferéncia Estatistica é fundamentalmente orientada para extrair conclusoes
a respeito de parametros populacionais com base em dados observados. Para esse fim,
recorre-se a utilizacao de distribuicoes de probabilidade para modelar caracteristicas
especificas da populacdo. Essas distribui¢oes, agrupadas em classes ou familias (F),
em geral nao enumeraveis, estabelecem uma relacdo um-a-um com um espago vetorial
paramétrico, fendmeno conhecido como identificabilidade paramétrica. Desde a década de
1930, a literatura especializada tem sido enriquecida por estudos sobre a Identificabilidade
Paramétrica. Destaca-se, por exemplo, o trabalho do economista Frisch (1934), que
evidenciou essa questdo em sua pesquisa. Anos mais tarde, Koopmans (1949) sublinhou a
necessidade de uma distincao clara entre os problemas de inferéncia estatistica, relacionados
a variabilidade de amostras finitas, e os problemas de identificabilidade, que surgem quando

os estatisticos exploram os limites da inferéncia.

Hurwicz (1950) e Koopmans e Reiersol (1950) desenvolveram uma teoria geral da
identificabilidade paramétrica para modelos estatisticos, formalizando a ideia intuitiva de
identificacao. Essa concepcao intuitiva é abordada na Secao 1.2 de Koopmans e Reiersol
(1950). Silvey (1975) ressalta que a nao identificabilidade paramétrica ocorre quando
parametros distintos (no mesmo espago paramétrico), pertencentes a um mesmo espago
amostral, resultam na mesma distribui¢do. Defini¢oes mais elaboradas de identificabilidade
para modelos paramétricos foram apresentadas em trabalhos como Rothenberg (1971),
Hsiao (1983) e Paulino e Pereira (1994).

Jones et al. (2010) menciona que uma fungao de distribui¢ao (F') é nao identificavel
se existirem vetores paramétricos 7; e 7z, distintos entre si, tais que F'(71) = F(72). Essa
ideia é corroborada por Cole (2020). Introduzido como uma condi¢gdo mais branda, o
conceito de identificabilidade local é discutido por Catchpole e Morgan (1997), que definem
a existéncia de uma distancia 6 > 0, de modo que quaisquer dois conjuntos de parametros
(produzindo a mesma distribui¢ao) devem ser separados por pelo menos ¢ para garantir a
identificabilidade.

As fungoes de distribuicao podem ser classificadas como globalmente identificaveis,

localmente identificiveis ou nao identificaveis. Tais classifica¢oes sao descritas por Cole



(2020). Uma funcao de distribuicdo F'r, pertencente a familia F, é globalmente identificavel
se F'x(x;0) = Fr(x; B) para todo = € R implicar em 6 = . A distribuigao é localmente
identificavel se houver uma vizinhanca aberta no espago vetorial paramétrico © », na qual
a definicao de identificabilidade global possa ser aplicada. Se a fun¢ao de distribuicdo nao
for localmente identificavel, entdao ela nao sera identificavel nem global nem localmente.
Cole (2020) também define que uma fungao de distribuicao é redundante em pardmetros se
for possivel expressar Fir(x;0) apenas como uma fun¢ao do vetor paramétrico 3, em que
B = g(0), com g sendo uma fungao de 6, e a dimensao de B for menor do que a dimensao
de 6.

A identificabilidade de misturas de distribui¢oes tem sido objeto de estudo por
diversos pesquisadores, porém o problema da nao identificabilidade é soltivel apenas para
misturas finitas. Tais misturas sao aquelas em que as fungoes de distribuicao pertencem
a uma classe com cardinalidade finita, ou seja, essas func¢oes de distribuicao tém uma
relacdo um-a-um com elementos de um espago vetorial paramétrico finito. Teicher (1961)
foi um dos pioneiros na mistura de fungoes de distribuigdo com o objetivo de produzir uma
classe identificdvel. No artigo de Teicher (1960), é apresentado como misturar distribuicoes
através de uma classe de medidas de Lebesgue-Stieltjes, e é definida identificabilidade
paramétrica para essa classe. Previamente, Teicher (1954) apresenta condigoes suficientes
e necessarias para que uma familia seja aditivamente fechada. Teicher (1961) apresenta um
teorema que garante a identificabilidade de misturas de distribui¢cbes uniparamétricas e
aditivamente fechadas. Finalmente, Teicher (1963) apresenta dois teoremas que garantem

identificabilidade para a classe de misturas finitas.

No trabalho de Barndoff-Nielsen (1965), é demonstrada a identificabilidade para
misturas finitas de membros da familia exponencial. A identificabilidade do produto de
medidas é estudada em Teicher (1967), e sdo apresentados dois teoremas para validar a
afirmacao de que o produto de medidas finitas é identificavel. No artigo de Yakowitz e
Spragins (1968), é provado que uma familia F de fungoes de distribuigdo induz misturas
finitas identificaveis se, e somente se, F for linearmente independente na extensao sobre o

corpo dos niimeros reais.

A identificabilidade em funcgoes de distribuicao que contemplam dados circulares
foi estudada em artigos como Fraser, Hsu e Walker (1981), que demonstraram a identifi-
cabilidade da classe de distribui¢oes de von Mises, e Kent (1983), que apresentou uma

ampla classe de misturas finitas identificaveis compostas por distribui¢oes direcionais.

A identificabilidade de misturas finitas é alcancada por uma nova abordagem, que
utiliza a transformada - a fun¢do geradora de momentos do log(X) - como discutido

por Ahmad (1988). Nesse mesmo estudo, é demonstrado que as misturas finitas das



familias Weibull, log normal, y?, Pareto e funcao poténcia sdo identificdveis. Além disso,
Chandra (1977) investiga o problema das misturas de distribui¢bes de probabilidade em
uma estrutura geral, em que tanto o vetor paramétrico quanto o espaco amostral sao
mensuraveis. O mesmo artigo apresenta uma teoria abrangente para a identificabilidade de
uma classe de distribuigoes mistas. Observacoes adicionais sobre a nao identificabilidade

de misturas finitas das distribuicoes beta e Pearson Tipo VI sao feitas em uma nota de
Ahmad e Al-Hussaini (1982).

Em Al-Hussaini e Ahmad (1981), foi mostrado que a classe de todas as misturas
finitas das familias de distribuig¢oes univariadas, tais como série logaritmica, retangular
discreta, retangular, primeira lei de Laplace, x? nao central, logistica, logistica generalizada,
secante hiperbodlica generalizada, gaussiana inversa e passeio aleatorio, sao identificaveis.
Além disso, no mesmo artigo, foi apresentada uma versao generalizada de um teorema
anteriormente proposto por Teicher (1963), mostrando que a classe de todas as misturas
finitas das seguintes distribui¢des multivariadas sao identificaveis: binomial negativa, série

logaritmica, Poisson, normal, gaussiana inversa e passeio aleatorio.

Por meio das condigoes de cauda das fungoes caracteristicas, sao obtidos resultados
sobre a identificabilidade de misturas finitas com aplica¢oes a familias de locacao e escala
com dominio na reta real e para distribuicoes circulares. Holzmann, Munk e Stratmann
(2004) abordam esse tema. Em Holzmann, Munk e Gneiting (2006), é apresentado um
lema e trés teoremas sobre a identificabilidade de misturas finitas de distribuigoes elipticas

através de fungoes caracteristicas.

A identificabilidade em modelos de captura-recaptura para populagoes fechadas
com misturas finitas foi estudada por Holzmann, Munk e Gneiting (2006). Esses modelos
sao usados por levar em conta a heterogeneidade individual nas probabilidades de captura,
mas a validade dessas distribuigdes foi questionada por Link (2003) com base na nao

identificabilidade dos referidos modelos.

1.2 Delineamento dos objetivos da Tese

A partir do delineado na Subsecao anterior e considerando os estudos fundamen-
tais mencionados, esta subsecao destaca os objetivos da presente Tese. Esses objetivos
fundamentam as contribuigoes subsequentemente indicadas e sao enumerados da seguinte

maneira:

1. Resumir conceitos essenciais sobre identificabilidade paramétrica baseada no trabalho

de Basse e Bojinov (2020), identificabilidade em misturas finitas de fungoes de



distribui¢do conforme explorado por Henry Teicher (TEICHER, 1954; TEICHER,
1960; TEICHER, 1961; TEICHER, 1963), e detalhar a familia T- G-X de distribuicoes
com énfase na subfamilia T-X (ALZAATREH; LEE; FAMOYE, 2013; BRITO et al.,
2019);

2. Introduzir defini¢oes fundamentais sobre a teoria da identificabilidade paramétrica
que servirao como alicerces para o desenvolvimento de teoremas, lemas, corolarios
e proposicoes ao longo da pesquisa. Esses elementos tedricos serao essenciais para

estabelecer critérios de identificabilidade para func¢oes de distribuicao;

3. Investigar a identificabilidade de misturas nao finitas de func¢oes de distribuicao
que nao sejam uniparamétricas. Este estudo sera conduzido através da andlise de
subcasos derivados de uma forma generalizada de misturas de distribui¢oes, proposta

neste trabalho;

4. Propor teoremas que asseguram a identificabilidade para subcasos especificos da
familia T-G-X de distribuigoes. Adicionalmente, examinar cenarios nos quais a

familia T-X de distribui¢oes nao é identificavel.

A luz dos objetivos supracitados, obtiveram-se as contribuicdes da presente tese,

elencados na Subsecao a seguir.

1.3 Contribuicoes da Tese

Esta tese representa um avanco na teoria da identificabilidade paramétrica, abor-
dando aspectos pouco explorados na literatura estatistica. Identificabilidade, sendo crucial
para a validagdo de modelos estatisticos, requer uma compreensao profunda dos parame-
tros que podem ser unicamente determinados a partir das distribuicoes observadas. Neste
contexto, esta pesquisa contribui em trés areas especificas, cada uma delas expandindo os

horizontes do que é atualmente conhecido e aplicado. Estas areas incluem:

1. Fungoes de distribuicao definidas sobre a reta real;

2. Misturas nao finitas de fungoes de distribui¢ao nao uniparamétricas, também com

dominio na reta real;

3. Composicoes de fungoes de distribuicao utilizando o método T-G-X, pertencentes a

familia T- G-X de distribuic¢oes, estendendo-se ao longo da reta real.



Para facilitar uma compreensao abrangente da contribuicao desta pesquisa em cada

um dos subcampos mencionados, segue-se uma analise detalhada de cada um deles.

Funcoes de distribuicao definidas sobre a reta real

No Capitulo 3 apresenta-se uma contribui¢ao a teoria da identificabilidade paramé-
trica, fundamentando-se no trabalho seminal de Basse e Bojinov (2020). Uma definigao
meticulosa de modelo estatistico é apresentada para embasar uma nova formulacao, aqui

proposta, sobre identificabilidade paramétrica.

A identificabilidade paramétrica, conforme delineada por Basse e Bojinov (2020),
aborda a capacidade de estimar os parametros de um modelo estatistico de maneira
singular e precisa, com base nos dados observados. Esta teoria é de suma importancia
para assegurar a fidedignidade das inferéncias estatisticas, adentrando questoes essenciais
relativas a existéncia e unicidade das solugoes dos parametros em contextos estatisticos,

enriquecendo, assim, a compreensao acerca da inferéncia estatistica e suas aplicagoes.

A Definicao de Identificabilidade Paramétrica (Definigdo 9) emprega o conceito
de injetividade dentro do espago vetorial de parametros. Tal definicao se destaca por sua
precisdo, comparativamente aquela delineada por Basse e Bojinov (2020), uma vez que
utiliza a funcao de distribuicao ao invés de uma medida de probabilidade genérica, estando

em consonancia com os propositos deste estudo.

A partir da Defini¢ao de Identificabilidade Paramétrica, introduz-se a nogao de
Fungao Parte Paramétrica (Definicao 11). Essa concepcao aborda a decomposigio de
uma fung¢ao de distribuicao em n outras fungoes reais. Decorrente desta defini¢do, emerge
um teorema (Teorema 4) que assegura a identificabilidade da funcao de distribuigao,
contanto que haja injetividade em todas as func¢des componentes, bem como em suas

subcomposicoes.

Do Teorema 4, deduz-se o Corolario 1, que discorre sobre a minima reducgao
necessaria para alcancar a identificabilidade paramétrica em uma funcao de distribuicao
anteriormente nao identificavel. Além disso, decorrentes diretamente do Teorema 4, sao

apresentados cinco corolarios adicionais ao longo da tese.

Duas defini¢oes sao propostas: uma que aborda a relacao de encaixe entre parametros
ou vetores de pardmetros (Definicdo 12), e outra que relaciona parametros ou vetores
paramétricos por meio da amplia¢do dos mesmos (Defini¢ao 13). A Defini¢ao de subfamilia
paramétrica (Defini¢do 14) descreve como uma familia de fungoes de distribuigdo pode ser

um caso particular de outra familia ou dela prépria. Como consequéncia desta defini¢ao,



emergem duas proposicoes. A Definicao 19 utiliza a contrapositiva de uma consequéncia
direta da Definicao 9 na demonstracao de alguns lemas e teoremas ao longo da tese.
Algumas outras defini¢des sao introduzidas com o intuito de padronizar a terminologia

neste estudo.

Dois lemas (Lemas 2 e 3) sdo apresentados para fundamentar a demonstragao do
teorema que garante a identificabilidade de subfamilias provenientes de familias identifica-
veis (Teorema 5). Em contrapartida ao Teorema 5, propoe-se o Teorema 6, que estabelece
que se uma familia de func¢oes de distribuigao for nao identificavel, entao outra familia que

a generaliza também serd nao identificavel.

Os tultimos quatro teoremas do Capitulo 3 sao introduzidos para evidenciar a
possibilidade de estudar a identificabilidade de uma familia de fungbes de distribuicdo por
meio da derivagao da funcao de distribui¢ao (Teorema 7) ou pela integragao da fungao
densidade de probabilidade (Teorema 8) no caso continuo. Para o caso discreto, esse estudo
pode ser conduzido por meio da funcao de probabilidade (Teorema 10) ou pela fungao de

distribuigao discreta (Teorema 9).

Em um artigo recente, Gusmao et al. (2021) investigaram a identificabilidade
das distribuigdes Weibull exponenciada generalizada (OGUNTUNDE; ODETUNMIBI;
ADEJUMO, 2015) e Weibull exponenciada (MUDHOLKAR; SRIVASTAVA; FREIMER,
1995). Neste estudo, estabeleceu-se uma relagao entre ambas as distribuigdes, demonstrando
que a segunda é um caso particular da primeira. Esta relacao foi detalhadamente explorada
e, por meio de manipulagoes algébricas na primeira distribuigdo (que é nao identificével),
obteve-se a segunda distribui¢ao (que é identificavel). A Secao 3.3 deste trabalho incorpora

parte deste estudo que é pertencente ao escopo desta tese.

Misturas nao finitas de fungoes de distribuicdo nao uniparamétricas com

dominio na reta real

Nos estudos que abordaram a identificabilidade em misturas de distribuig¢oes, como
os conduzidos por Teicher (1960), Teicher (1961), Teicher (1963), Barndoff-Nielsen (1965),
Fraser, Hsu e Walker (1981), Kent (1983), Ahmad (1988), entre outros mencionados neste
contexto, a atencao foi predominantemente direcionada as misturas finitas compostas
por funcgoes de distribui¢do ou por misturas compostas por func¢oes de distribui¢ao nao

uniparamétricas.

Henry Teicher figura como um dos pioneiros no estudo da identificabilidade em
misturas finitas de fungoes de distribuicao. Seus trabalhos, incluindo as contribuigoes
de Teicher (1954), Teicher (1960), Teicher (1961), Teicher (1963), versam sobre questoes



cruciais associadas a identificabilidade de misturas finitas de distribuic¢oes, especialmente
quando se busca assegurar a estimativa tnica e confiavel de parametros desconhecidos
a partir dos dados observados. Tal linha de pesquisa detém implicagoes relevantes em
diversas esferas da estatistica, fornecendo fundamentos teéricos imprescindiveis para a

modelagem e analise de dados.

Na presente tese, propom-se uma investigagao sobre a identificabilidade de misturas
nao finitas ou / e ndo uniparamétricas. Em outras palavras, consideramos fungoes de
distribuicao que mantém uma relacdo um-a-um com elementos de um espago vetorial
paramétrico nao enumeravel e continuo, sob as condi¢des de existéncia da familia de

funcoes de distribuicao em questao.

Foi elaborado um método para a geracao de misturas nao finitas de distribuicoes
de probabilidade, intitulado Método Construtor de Funcoes de Distribuicao, conforme
delineado na Secao 4.1. A partir deste método, foram estabelecidos seis submétodos ou
subcasos. Para cada um desses, foi formulado um teorema que atesta a nao identificabilidade
de misturas nao finitas compostas por func¢oes de distribui¢cdo nao uniparamétricas, todas

pertencentes a mesma familia.

Finalmente, apresenta-se um método gerador denominado Método Construtor
de Funcgoes de Distribuicdo por sucessivas composicoes de fungoes de uma funcao de
distribuicao generalizada. A identificabilidade deste método pode ser investigada mediante

o Teorema 4.

Composicoes de fungoes de distribuicao na familia T-G-X

A familia T-G-X de distribuigoes, introduzida por Brito et al. (2019), é uma classe
flexivel de distribui¢oes estatisticas que engloba uma ampla variedade de modelos. Essa
familia tem como subcaso a familia T-X de distribuigoes, proposta por Alzaatreh, Lee e
Famoye (2013). Ambas as familias tém sido amplamente estudadas devido a sua capacidade
de modelar uma diversidade de fendmenos em diversas areas, incluindo ciéncias naturais,
engenharia, economia e muitas outras. O estudo da identificabilidade nessas familias
de distribuigoes ¢ crucial para garantir a adequagao e precisao dos modelos estatisticos

utilizados para analise de dados empiricos.

Foi conduzido um estudo sobre a identificabilidade em alguns subcasos da familia
T-G-X de distribuigoes. Na Subsecao 13, foi introduzida a classe de distribui¢oes de
probabilidade F3-(G,G3). Para esta classe, foi proposto o Teorema 17, que afirma
a identificabilidade da classe das fungoes de distribuicao Fy-(Gi,Gs2). Em seguida, é

apresentado um exemplo especifico dessa classe, abordando "A classe das distribuigoes de



probabilidade Normal-(Gy, G5)". Nesse exemplo, é exposta uma proposi¢ao (Proposigao

5), que é um caso particular do Teorema 17.

Na subsequente Subsecao (5.1.2), é introduzida a classe de distribuigoes de proba-
bilidade Fy-G. O Teorema 18 assegura a identificabilidade para a classe que é originada a
partir do estudo mencionado. Um caso especifico dessa classe, a "Classe de distribuig¢oes
de probabilidade Normal-G", é apresentado. Como resultado direto do Teorema 18, uma

proposicao (Proposicao 6) é exposta, garantindo a identificabilidade para classe Normal-G.

Na Subsecao 5.1.3, é introduzida a classe Fy(x)-Tangente-G de distribuigdes de
probabilidade. Seguem-se passos semelhantes aos descritos nos pardgrafos anteriores,
resultando na apresentagdo de mais um teorema que pode ser utilizado como critério para

classificar uma funcao de distribuicao como identificavel.

Em conclusao, foram investigadas situagoes em que a familia T-X de distribuigoes

enfrenta problemas de identificabilidade paramétrica. Esses casos serao delineados a seguir:

o A distribuicao de probabilidade Weibull-Weibull;

o A nova familia Weibull-G de distribui¢oes (TAHIR et al., 2016).

Embora apenas dois casos tenham sido demonstrados como exemplos de nao
identificabilidade na familia T-X de distribuigoes, fica evidente que a composicao sugerida
por Alzaatreh, Lee e Famoye (2013) requer cautela na selegdo das fungoes utilizadas no

processo.
Artigos publicados e em fase de elaboracgao

Finalmente, apresentamos a seguir uma relacao de artigos que foram publicados ou

estao em fase de elaboragao, desenvolvidos no contexto desta pesquisa de doutorado:

« GUSMAQO, F. R. S. et al. Analyzing and solving the identifiability problem in the
exponentiated generalized weibull distribution. Journal of the Egyptian Mathematical
Society, Springer, v. 29, n. 21, p. 2090-9128, 2021,

« GUSMAO, F. R. S. et al. A study on the theory of parametric identifiability and its
applications in new distributions and classes of probability distributions (em fase

final de produgao);

« GUSMAQ, F. R. S. et al. Identifiability in constructor methods of non-finite mixtures

of distribution functions (em fase final de produgao);



« GUSMAO, F. R. S. et al. A study on the identifiability of the T-G-X family of

distributions (em fase final de produgao).
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2 Revisao da Literatura

No presente segmento da tese, delineiam-se revisoes literarias que abarcam tanto
a erudicao dos artigos cientificos quanto o rigor das obras referenciais nas disciplinas de
matematica, probabilidade e estatistica. O desiderato subjacente a esta revisao é conferir
ao leitor uma compreensao abalizada dos desafios inerentes a falta de identificabilidade
paramétrica em distribui¢oes e classes geradoras de distribuigoes de probabilidade. Ao
sondar o contexto teérico por intermédio dessas fontes de conhecimento, os leitores sao
instados a familiarizarem-se com os dilemas prementes e as estratégias confeccionadas

para contornar a probleméatica da identificabilidade em diversos cenarios estatisticos.

Ademais, sao delineadas defini¢oes, proposi¢oes, lemas, teoremas, aplicagoes e
exemplos que funcionarao como esteios para a apreensao da teoria exposta nos capitu-
los subsecuentes. Tal estruturacao é concebida com o escopo de munir os leitores das
ferramentas essenciais para assimilarem e aplicarem os principios tedricos debatidos nos

desdobramentos subsequentes.

2.1 Motivacdo para o estudo da identificabilidade

Recentemente, uma miriade de autores tem conjecturado novas classes de distribui-
¢oes que se erigem como variantes das fd’s, provendo fungoes de taxa de falha (hf-hazard

function) com multifacetadas configuragoes.

A titulo ilustrativo, mencionamos a distribuicao Weibull exponenciada, cunhada
por Mudholkar, Srivastava e Freimer (1995), a qual ostenta uma func¢do de risco com uma

inusitada forma unimodal, conforme exegese de Xie e Lai (1996).

Por sua vez, Carrasco, Ortega e Cordeiro (2008) conceberam uma distribuicao de
quatro parametros, denominada distribuicao de Weibull modificada e regenerada, cuja hf
ostenta figuras nao monétonas, como as configuracoes de banheira e banheira invertida; ao
passo que Gusmao, Ortega e Cordeiro (2011) introduziram e investigaram a distribuigao
Weibull inversa generalizada com trés parametros, a qual manifesta uma hf exibindo um
perfil unimodal, crescente e decrescente. Por fim, Pescim et al. (2010) propuseram uma

distribuicao de quatro parametros designada distribuicao beta semi-normal generalizada.

Um rol diversificado de familias aventadas na literatura constitui uma fonte fecunda

de distribuigoes de probabilidade para a modelagem de dados de vida, uma vez que, de



11

forma geral, o suporte da distribuicao resultante é delineado a partir da baseline. Cordeiro,
Ortega e Cunha (2013) propugnaram uma nova familia, a saber, a classe de distribui¢oes
generalizada exponenciada (EG), com o fito de generalizar outras distribuigdes. Tendo
em vista que uma varidvel aleatoria T segue a distribuicao G, propde-se a aplicacao da
nova classe de distribuigées a G(t). Importa salientar que 0 < G(t) < 1 para qualquer
distribuigao G, dai deduz-se a fd EG conforme expressa pela Eq. (3.39), em que a > 0 e
b > 0 denotam dois parametros de forma adicionais. Nao obstante, os autores sublinham
que a nova classe de distribui¢cbes é menos intrincada que a familia beta generalizada
proposta por Eugene, Lee e Famoye (2002), sendo que mesmo as simulagdes sao conduzidas

com simplicidade, dado que a fun¢do quantilica (¢f) possui uma formulagao fechada.

As seguintes distribuicoes foram utilizadas e discutidas como baseline pelos autores
Cordeiro, Ortega e Cunha (2013) e reconhecidas na literatura recente (esta lista nao
é exaustiva) sao elas: A distribuigdo Birnbaum-Saunders (CORDEIRO; LEMONTE,
2014), a distribuicao gama generalizada (SILVA et al., 2015), a distribuicao Gumbel
(ANDRADE et al., 2015), a distribuigdo Dagum (GOMES-SILVA et al., 2017), a distribui¢ao
Weibull generalizada exponenciada (OGUNTUNDE; ODETUNMIBI; ADEJUMO, 2015), a
distribuigao exponencial estendida (ANDRADE et al., 2016), a distribuigdo semi-logistica
padronizada (CORDEIRO; LEMONTE; CAMPELO, 2017), a distribui¢ao de Pareto
estendida (ANDRADE; ZEA, 2018), a distribui¢ao Gumbel padronizada (ANDRADE;
GOMES-SILVA; ZEA, 2018), e o Gompertz estendido (ANDRADE et al., 2019).

E amplamente sabido que a adicao de parametros as classes de distribuicao pode
precipitar problemas de identificabilidade, e, por conseguinte, afetar a qualidade da

estimacao no modelo proposto.

A subsequéncia aduz uma relacao de algumas distribui¢cdes de probabilidade. Estas
distribuicoes, dentre outras, sao reconhecidas por abrigarem problematicas de identificabili-
dade paramétrica. Ei-las: Fungao de poténcia Kumaraswamy exponenciada (KUMAR et al.,
2021), Weibull ponderada modificada (MUHAMMED, 2021), Weibull inversa generalizada
transmutada exponenciada (YASSMEN, 2018), Kumaraswamy generalizada exponenciada
(ELGARHY; HAQ; AIN, 2018), Kumaraswamy Rayleigh inversa exponentiada (HAQ),
2016), McDonald Weibull inversa generalizada (SHAHBAZ; ISMAIL; BUTT, 2016), Wei-
bull generalizada exponenciada (OGUNTUNDE; ODETUNMIBI; ADEJUMO, 2015),
Kumaraswamy inversa Weibull (SHAHBAZ; SHAHBAZ; BUTT, 2012), Weibull inversa
generalizada (GUSMAQO; ORTEGA; CORDEIRO, 2011), e Beta Normal (EUGENE; LEE;
FAMOYE, 2002).

Ainda, sao discutidos ao longo do Capitulo 3 exemplos adicionais de distribui-

¢oes de probabilidade nao identificaveis, bem como suas correspondentes func¢oes parte
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paramétricas. As fungdes parte paramétricas serao definidas no Capitulo 3.

As Secoes 2.2, 2.3 e 2.4 direcionam-se, respectivamente, aos Capitulos 3, 4 e 5.

2.2 Teoria geral da identificabilidade

Esta secao é revisada do artigo Basse e Bojinov (2020) além de outros trabalhos
que serao devidamente citados quando necessario. Os estatisticos parecem concordar com
uma definicdo no contexto de modelos estatisticos paramétricos e esta é apresentada a
seguir. Seja um vetor paramétrico @ em um modelo estatistico ou estrutura estatistica

P = {Pp;0 € O}, 0 ¢é identificavel se o mapeamento 8 — Py for injetivo.

2.2.1 Relacdes binarias

Sejam © e A dois conjuntos. Uma rela¢ao binaria R de © para A é um subconjunto
do produto cartesiano © x A. Para 8 € © e A € A diz-se que 0 é R-relacionado a X se
(6,X) € R. Por convengao da obra de Halmos (2017) tem-se que O R\ abrevia (6, ) € R.
Serdao definidas a seguir quatro importantes propriedades para as relagoes binarias, ver
Freedman (2015).

Definicao 1. A relagio bindria R de 0 para A € dita ser:

injetiva se ¥ 01, @ € O, VX E A, O1R\ ¢ O.RA = 0, = 05;

sobrejetiva se VA€ A, 30 € © : ORX;

funcional se V8 € O, Y A1, Ay € A, ORA{ e ORAy = A = Ay,

total a esquerda seV O € ©, X € A: ORA.

Uma relagdo bindria que € funcional e total a esquerda é denominada de fungdo.

2.2.2 ldentificabilidade em conjuntos e funcoes

A definicao seguinte forma a base para a unificacdo de como todas as outras

defini¢oes de identificabilidade sdo obtidas pelas especificacoes adequadas para ©, A e R.

Definigao 2 (identificabilidade). Sejam © e A dois conjuntos, e R uma rela¢io bindria

sobrejetiva e total a esquerda de © para A. Entdo,

e O ¢ R-identificavel em Ny € A se existe um unico Oy € © tal que OyR\g;
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e O ¢ R-identificdvel em toda parte em A se é R-identificavel em Ao para todo Ag € A.
Neste caso € dito que © é R-identificdvel.

Formalmente, identificavel em toda parte é equivalente a relacao bindria ser injetiva.

Proposicao 1. Sejam © e A dois conjuntos, e R uma relacio bindria sobrejetiva e total a

esquerda de © para A. © é R-identificavel se e somente se R € injetiva.

Definicao 3 (Relagao bindria induzida). Seja S um conjunto e G (S) o conjunto de todas
as fungoes com dominio em S. Sejam f1, fo € G(S), e © = Img(f1) e A = Img(f2) as

respectivas imagens. A relagdo bindria de © para A definida como

Ry 5, = {(1(5), f2(9)) + 5 €85}

¢ denominada de relagio bindria induzida associada com (f1, fa).

A proxima proposigao segue imediata da Defini¢ao 3.
Proposicao 2. Sejam S um conjunto e fi, fo € G(S). A relagio bindria Ry, g, é

sobrejetiva e total a esquerda.

Pela Definigao 3 extende-se a nogao de identificabilidade de conjuntos para fungoes.

Definicao 4 (Identificabilidade de uma fungao). Considere S, f1, fo € G(S), © = Img(f1)
e A =Img(fz).

e A funcdo fi é dita ser identificdvel em Ao € A se © é R-identificivel em Xy. Isto ¢€,
para Ag € A com
So=1{5€S8 : f2(9) = A},

entao Ry, 4, € identificdvel em Ao se, e somente se, existir 8y € O tal que para todo
S €S, tem-se que f1(S) = Oy;

e A fungdo fy € dita ser identificavel em toda parte de A se © é R-identificdvel em

toda parte de A. Neste caso ¢ mais simples afirmar que f € identificdvel.

2.2.3 ldentificabilidade em modelos estatisticos

Existem dois beneficios significativos em usar a estrutura exibida nesta secao para

lidar com a identificabilidade em modelos estatisticos, sao eles:

o A flexibilidade da formalizacdo matematica geral permite trabalhar diretamente com

modelos paramétricos e nao paramétricos, sem ter de introduzir defini¢oes separadas;
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o Confiar em relagoes binarias em vez de fungoes enriquece a classe de questoes que

podem ser abordadas pelo olhar da identificabilidade.

Nota: Neste trabalho sera abordados apenas os modelos paramétricos.

2.2.3.1 Modelos paramétricos

Considere o modelo paramétrico A = {FPp: 0 € ©} em que © € R", Py é uma

medida de probabilidade indexada por @ e R™ é o espaco Euclidiano n-dimensional.

A defini¢do padrao de identificabilidade paramétrica é centrada na injetividade da
parametrizacao. Duas definigbes com estas caracteristicas sao exibidas nos dois proximos

paragrafos.

No livro Statistical Inference Casella e Berger (2001) na pégina 523 na Defini¢ao
11.2.2. é afirmado que um vetor paramétrico @ que indexa uma familia de distribui¢oes
{f(z,0) : 0 € O} é identificavel se distintos valores de 8 correspondem a distintas fungoes
densidade de probabilidade fdp’s ou fungdes de probabilidade (fp’s). Isto é, se 8 # 6,
entdo f(x,0) serd diferente de f(z,60") para algum z € R.

Em Lehmann e Casella (2006) define-se que se X ~ Py, entao 6 ¢ dita ser nao

identificavel sobre a base de X se existe 8y # 0, para os quais Py, = Pp,.

Definicao 5 (Identificabilidade paramétrica por Basse e Bojinov (2020)). O wvetor para-
métrico @ do modelo estatistico A = {Py : @ € ©} € dito identificivel se a fungao f, tal
que f : 0 — Py, € injetiva.
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2.3 Misturas de distribuicoes definidas por Henry Teicher

Esta segao é revisada com base nos artigos Teicher (1954), Teicher (1960), Teicher
(1961), Teicher (1963) sobre a identificabilidade de misturas e de classes de misturas de

fd’s com base em teoria da medida.

Seja F = {Fx(z) : € R} uma familia de fd’s. Seja G = {{y} : y = F(x); Vx € R}
e considere A = ¢(G) a menor o-algebra gerada por G. A coincide com a o-dlgebra de
Borel de subconjuntos do intevalo [0, 1]. Seja M = {u(A) : A € A} com ([0, 1]) = 1 para
todo pu € M. Entao, define-se a mistura H ou p-mistura de F providenciando a mistura
de medidas pelo mapeamento mensuravel de g para F com dominio na linha real pela

expressao
H(x) = [ g[Fr @) dulFr (@) = [ Fr (2) du [Fr (@) (2.1)
em que g = g,(Fr) = Fr. Desde que p nao atribua valor 1 (um) para um especifico

membro de F. Desta forma o termo mistura significa uma média ponderada de fd’s.

Para a estipulada classe F, a familia H = {H(x) : x € R} com H(x) expressa como

em (2.1) sera denotada pela classe de H-misturas em F ou classe de misturas em F.

Definigao 6 (Identificabilidade da familia H). Uma p-mistura de F, H(z), serd chamada

identificdvel se, para qualquer medida de probabilidade p* a igualdade

H(x) = [ Fr (o) du[Fr (o)) = | Fr(2)du* [Fr (2) (2.2)
implicar em p[Fr ()] = p* [Fr (z))].

Se cada membro da classe H de p-misturas de F € identificivel, H serd dita

identificavel.

Considere agora que a familia de fd’s F = {Fr(z): o € O C R",x € R} em que
O é o evp (evp) e R™ é o espago Euclidiano n-dimensional. Seja o = (o, ag, ..., ) um
vetor de parametros ou vetor paramétrico tal que «; € R para todo 1 < ¢ < n. Sejam
OF um evp mensuravel (O r-mensurdvel) e a familia F (como aqui descrita) R x O z-
mensuravel com dimensao n + 1. Seja G uma classe de fd’s n-dimensionais expressa por
G§={G(a) : a € O C R} em que G é O r-mensuravel.

A classe de medidas de Lebesgue-Stieltjes o, que nao concentra toda a massa em
um simples ponto a € O©x (classe nao degenerada), induzida por G € G atribui medida 1
(um) para OF, ou seja, ug(Or) = G(Ox) = 1. Entdo, pode-se escrever a fd unidimensional

(x € R) H ou mistura H ou ainda a G-mistura de F como

H(zx) = /@ Fr(ra)dG (@) (2.3)
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mais especificamente a fd H é uma G-mistura de elementos de F que providencia a mistura
de medidas. Assim, o termo mistura (neste contexto) significa uma média ponderada por
G de fd’s em F.

Seja agora H = {H(z) : a« € O C R", 2 € R} a classe das misturas. Seja F um
mapeamento tal que

F:G—H
G — H(x).

Se F é um mapeamento um-a-um sobre H, entao H ¢é dita uma classe identificavel.

Considere Hy C H uma subclasse qualquer e Gy C G outra subclasse qualquer tais
que
JT? : go — HQ

G +— H(z)

em que Gy = F1(Hp) (imagem inversa) com F sendo um mapeamento um-a-um. Assim,

Ho é dita uma classe identificavel.

Considere J a classe das distribui¢oes degeneradas © z-mensuraveis. Entao H sera
dita identificavel em G, com respeito a JF, se houver correspondéncia um-a-um entre entre
HUF e GU J; equivalente, se a identidade

/@ P (r00dG (a) = /e F(r0)dG" (o) (2.4)

implicar em G = G* para todo G* pertencente a G U J, H ¢é identificavel.

2.3.1 Misturas de familias aditivamente fechadas

Nesta subsecao é revisado um teorema que garante que a classe de todas as misturas

de fd’s uniparamétricas aditivamente fechadas sao identificaveis Teicher (1961).

Uma familia de fd’s F = {Fr(2;) : « € D,z € R} é chamada de aditivamente
fechada para cada o, 8 € D se

F(z;a)« F(;8) = F (v; 00+ B) (2.5)

em que * é uma convolugao. Seja D a notagdo genérica de um semigrupo aditivo abeliano;
D(Z), D(Q) e D(R) denotam os semigrupos dos ntimeros inteiros, racionais e reais;
respectivamente. De forma andloga D(Z+), D(Q+) e D(R+) sdo semigrupos restritos a
valores positivos. Considere o« = (ay, g, ..., ) seja D = (Dy, Dy, ..., D,,) com D; C R

um semigrupo aditivo abeliano em que «; € D; para todo 1 <i < n.
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Definicao 7. A fd expressa em (2.3) é dita uma mistura da familia aditivamente fechada

F se atender a:

1. F ¢ a aditivamente fechada;
2. Fr(z; o) é mensurdvel;

3. D é um subconjunto mensurdvel de R* com pe{D} = 1.

Foi demonstrado em Teicher (1954) que para n = 1, D(Z+) e D(Q+) uma familia
aditivamente fechada F = {Fr(z;a):a € D,x € R} possui fungoes caracteristica na
forma

o(t; ) = [o(1)]" (2.6)
em que ¢(t) = ¢(t;1) é uma fungdo caracteristica independente de . Examinando as
demonstragoes dos Teoremas 1 e 2 de Teicher (1954) encontra-se que (2.6) também pode
ser obtida para D(R+) apenas para Fz(z; ) mensuravel. Nos casos D(Z), D(Q) e D(R)
e também nos casos D(Z, ), D(Q,) e D(R,) a funcgao caracteristica da mistura H, dita

¥y (t), com familia F aditivamente fechada é expressa na forma

Ua(t) = [ [6(0]"dG (). (27)

Teorema 1. Sen=1¢ D é D(Z+) ou D(Q+) ou D(R+), a classe de misturas H =
{H(z): a € D,x € R} tal que

H(zx) = /D F (z;0) dG (a)

de uma familia F = {Fr(z;a) : o € D,z € R} aditivamente fechada € identificavel.

Demonstragio. Se, em (2.7), |¢(t)| = 1 entao ¢(t) = exp (it) com § C R e 6 # 0 ja que
F contém pelo menos dois elementos. Portanto, G é unicamente determinada por 1y (t) a

qual é unicamente gerada por H.

Se D contém apenas valores nao negativos, a transformada
W(zt) = / 2%dG (a) (2.8)
D
é analitica em 0 < |z| < 1; se duas distintas fd’s G e G5 gerassem a mesma mistura H,
entao (z,G1) e ¥(z,Gs) coincidiriam para z = ¢(t) e para 0 < |z| < 1. Isto implica em
w(pexp (ith) ,G1) = (pexp (ith) ,Go) para todo p € (0,1) e por isto, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, para p = 1. Mas ¢(pexp (itf) ,G1) = ¥(pexp (ith) ,G3) implica

G'1 = G5 pelo Teorema da identificabilidade por transformadas de Fourier.

Portanto, fica provado o Teorema 1. O
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Quando n > 1 a funcao caracteristica de uma familia aditivamente fechada é da

forma
n

I (s (£))

i=1
pelo menos para um adequado D. Alguns dos pardmetros «; podem assumir valores
negativos e positivos. Como um breve exemplo, exibido em Teicher (1961), a familia das

distribui¢des Normais bi-paramétrica nao gera uma familia identificavel.

2.3.2 ldentificabilidade em misturas finitas

No artigo de Teicher (1963), é afirmado que as classes de misturas pertencentes a
familia de distribui¢des normais, distribuicoes gama ou distribui¢cdes binomiais em geral sao
consideradas nao identificaveis. No entanto, o mesmo artigo apresenta dois teoremas que

asseguram que todas as misturas finitas de fd’s de probabilidade sao, de fato, identificaveis.

Seja G uma distribui¢do ou a correspondente i uma medida discreta e que atribui
massa positiva a um nimero finito de pontos a; € Ox tal que 1 < i < k, desta forma H' é
dita uma mistura finita.

Seja F = {Fr(z;a;) :a¢; € O CR", z € R, 1 <4 < k} uma familia finita de fd’s
com k € N.

Teorema 2. Uma condigio necessdria e suficiente para a classe H' = {Zle i Fr(x; ai)},
comc; >0 eXr ¢ =1, de todas as misturas finitas da familia finita F = {Fr(z;a;)}
seja identificavel é que exista k valores reais x1,xs, ..., T para os quais o determinante de

Fr(zj;0;), com 1 <1i,5 <k ndo se anule.

Teorema 3. Seja F uma familia de fd’s com transformada ¢(t) definida em t € Dy
(dominio da definicao de ¢) tal que o mapeamento M : F — ¢ seja linear e um-a-um.
Suponha que existe um total ordenamento (<) de elementos de F tal que Fr(x;aq) <
Fr(z; ) implique em

1. D¢1 C D¢2,'

2. A existéncia de algum t, € [Dg,]° (t1 sendo independente de ¢2) tal que

lim ¢o(t)/¢1(t) = 0.

t—t1
Entao a classe H de todas as misturas finitas de F ¢ identificavel.

Exemplo 1. Considere a distribuicao de probabilidade a sequir

Plaidn) =7 PO [0 exp (=) du
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em que x>0, A >0 ey >0; e funcao caracteristica da distribuicio 1 dada por

Bt A, y) = [1— (it/y)] .

Considere v = 1 e por isto seque que a familia {F(x; A\, 1)} é aditivamente fechada. Pelo
Teorema 1 a classe de misturas da referida familia é identificavel. Seja H a classe de todas
as misturas finitas da familia {F(x;\,7)}, através de 1 e pelo Teorema 3 a classe H é

identificdvel.
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2.4 A familia T-G-X de distribuicdes de probabilidades

Brito et al. (2019) introduzem um método que se vale de multiplas baselines para
a geragao tanto de distribuicoes de probabilidade quanto de classes correspondentes. Este
método engendra classes de distribuicao a partir de fun¢gdes monotdnicas preestabelecidas e
de distribuigoes pré-existentes. Como consequéncia, é possivel introduzir uma variada gama
de classes de distribui¢oes de probabilidade, tanto aquelas ja reconhecidas na literatura
estatistica quanto aquelas até entdo desconhecidas. Ademais, os resultados obtidos nao
apenas oferecem insights sobre a amplitude de modelagem, mas também sobre a natureza

intrinseca das distribui¢oes produzidas.

2.4.1 Método gerador distribuicGes e classes de distribuicoes de probabilidade

no caso univariado T-G-X

Seja (R, B(R), Fr) um espago de probabilidade em que B(R) é a o-dlgebra de Borel
formada por subconjuntos de R e Fx é uma fd. Seja F = {Fr(2;0) : 0 € O, x € R} uma
familia de fd’s de probabilidade indexadas por @, em que 8 é um vp e O é o evp da

familia F.

Seja g (z; ) = g [Fg, (x;64), Fg,(x;02), ..., Fg, (x;0,)] uma funcdo real mondtona,
continua a direita e nao decrescente tal que g : R — R em que R = RU {—oc0} U {c0},
o = (01,05,...,0,). Seja h(x; B) = h[Fg,,, (2;0n11), Fg, (¥ 0n42), .., Fg,, (v;0,,)] uma
funcao real mondtona, continua a direita e nao crescente tal que A : R — R em que
B =(0,11,0,.9,....0,). Seja G; = {Fg,(x;0;) : 0; € Og,, x € R} uma familia de fd’s de
probabilidade para cada 1 <i <m com n,m € N. Seja H = {Fy(z;p) : p € O,z € R}

uma familia de fd’s. As fungbes g (z; ) e h (x; B) sado tais que:

L lim, o g (z; ) < limg_ o b (25 B);
2. lim, oo g (z;) >sup{z € R : Fy(z;p) < 1};
3. lim, s h(x;B) <inf{x € R : Fy(x;p) > 0};

4. Fy/(x; p) ndo possui pontos de descontinuidade ou ¢ (z; ) e h (x; 8) sdo constantes
a direita na vizinhaga dos pontos cujas as imagens sao pontos de descontinuidade de
Fy.

Pode-se escrever o método gerador distribuicoes e classes de distribui¢oes de
probabilidade T-G-X para o caso univariado como segue
g9(w;02)

Fr(:0)= [ " dFu(r:p) = Fulo (r:0); p] = F [ (x: B): ]
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= Fy (#;0) = M (z;9) (2.9)
em que N = {Fy(z;8) : § € Oy, 2 € R} é uma familia de fd’s de probabilidade. Os vp’s
0= (a,p,B,p), d = (a,p) e p = (B, p) estao assim dispostos. A funcao real M nao é

uma fd de probabilidade, pois ela é uma fungao nao-crescente e tem-se que
Fr(z;0) : R — [0,1]
em que R = [—00, 00].

O método gerador T-G-X é um caso geral aplicavel a familia T-X de distribui-
¢oes. Em outras palavras, a familia T-X de distribui¢oes pode ser considerada um caso
especifico deste método mais abrangente. Quando o vetor de baselines G do método
T-G-X é configurado para resultar em uma tnica baseline, a familia T-X de distribuicoes é
obtida. O método gerador T-G-X apresenta limites superiores e inferiores, os quais podem
incorporar parametros adicionais, influenciando assim a regra de correspondéncia entre

eles e, consequentemente, afetando a modelagem da fd Fir(x;8).

2.4.1.1 Familia T-X de distribuicoes

Uma nova classe de generaliza¢oes foi apresentada em Alzaatreh, Lee e Famoye
(2013), a familia T-X de distribuicoes, que generaliza algumas outras classes e distribuigoes

de probabilidade ja conhecidas na literatura estatistica.

Seja r(z) a fdp de uma varidvel aleatéria continua T € [a,b] (a,b € R), para
—00 < a<b< oo Seja WG (x)] uma fungao de G (z) para qualquer varidvel aleatéria

X tal que W [G (x)] satisfaga as seguintes condigdes:

L WG (z)] € [a, b];
2. WG (x)] é diferenciavel e mondtona nao decrescente;

3. W|[G (z)] = a quando z — —oc0 e W [G (z)] — b quando z — co.

Considere X uma variavel aleatéria com fdp g (z) e fd G (x). Seja a fdp r(t) € [a, b].

A fd da familia de distribuigoes é definida como segue:
WIG(z)]
Fr_x(z) = / r(t)dt = Rp—x) {W [G ()]}, (2.10)

a

em que a fdp da familia T-X de distribuicoes é dada por

frexte) =r [ @) { PO 21)

Dependendo do suporte de T', tem-se a defini¢do para W [G (z)]. Quando T possui

suporte no intervalo (0,1) W [G (z)] pode ser definida como segue:
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Quando T possui suporte no intervalo (0,00) W [G ()] pode ser definida como

segue:

o« —log[l —G(x)];
« —log {1 —[G ()"}
« G(2)/1-G();
« G@)"/1=[G(2)]"

Ainda, quando T possui suporte no intervalo (—oo, 00); W [G ()] pode ser definida

COomo segue:

e log[—log[l — G (2)]];
e log {—log {1 —[G (2)]"}};
e log{G(z)/[1 -G (z)]};

o log{G ()" /[1 = G ()]}

Em que a > 0.
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3 Teoria da ldentificabilidade Paramétrica

3.1 Introducao

Este capitulo é organizado em trés se¢oes distintas: uma introducao, uma secao
dedicada a apresentacao de defini¢oes, teoremas, lemas, corolarios e proposi¢oes, acom-
panhadas de exemplos com énfase didatica, e uma terceira secdo que ilustra a aplicacao
da teoria desenvolvida na segunda secao. Em geral, os exemplos sao fornecidos com o
proposito de facilitar a compreensao das teorias apresentadas. Eles sdo apresentados imedi-
atamente apos a introducgao de alguma proposicao, lema ou teorema relevante na respectiva
secao. As contribuig¢oes contidas na se¢ao 3.2 constituem uma parte crucial da teoria de
identificabilidade paramétrica abordada e exposta neste trabalho. Tais contribuigoes sao
aplicaveis as fd’s e as classes geradoras de distribui¢oes de probabilidade cujo dominio esta
na reta real. As contribui¢des discutidas na secao 3.2 podem ser empregadas como um

critério para determinar se uma fd ¢é identificavel.

3.2 Definicoes, proposicoes, lemas e teoremas para teoria da identi-
ficabilidade

Nesta secao, sao delineadas diversas definigoes, teoremas, lemas, corolarios e propo-
si¢des que constituem contribuigdes originais para a teoria da identificabilidade paramétrica.
Tais contribui¢oes nao so enriquecem este estudo, mas também estabelecem os fundamentos

necessarios para os desenvolvimentos subsequentes nos Capitulos 4 e 5.

Definigao 8 (Modelos estatisticos). O modelo estatistico (ou estrutura estatistica) é a
trinca (R, B(R), F) em que B(R) é a o-dlgebra de Borel formada por subconjuntos de R,
F ={Fr(x;0):0 € O,z € R} ¢é uma familia de fd’s Fr sobre (R, B(R)), 8 é um vetor

paramétrico (vp) e Ox € o euvp.

A definicao para a identificabilidade paramétrica utiliza a ideia de injetividade de
fungoes que possuem como dominio o evp © ou espago paramétrico ©, no caso da fd de

probabilidade possuir um tnico parametro.

Definigao 9 (Identificabilidade paramétrica). Seja a trinca (R, B(R), F) uma estrutura

estatistica. Seja F uma familia de fd’s ou de acordo com Basse e Bojinov (2020) um
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modelo paramétrico indexado por 0. Seja R uma relagdo bindria © r-identificivel de ©
espago vetorial paramétrico (evp) para F de acordo com a Defini¢io 2. Considere f uma
funcao tal que f C R e que

f:0r—=F

60— F]:(ZL‘; 0)

Define-se que O x ¢é identificavel (ver Definigio 3). Também pode-se afirmar que a familia F,

o espaco de probabilidade, a estrutura estatistica e o modelo paramétrico sao identificdiveis.

Caso R seja uma relacao nao injetiva, tal como na Definicao 2, diz-se que O x é
nao identificdvel ou o espaco de probabilidade ou a estrutura estatistica é ndo identificivel

ou F € nao identificavel ou ainda a fd é nao identificdvel.

O estudo de Fraser, Hsu e Walker (1981) aborda a identificabilidade de fd’s aplicadas
a dados circulares, uma tematica que esta além do escopo desta tese. O foco do presente
trabalho reside na andlise de fd’s e de classes geradoras de distribui¢oes de probabilidade

com dominio na reta real.

O exemplo a seguir exibe uma fd que de acordo com a Defini¢ao 9 é nao identificavel.

Exemplo 2. No artigo Elgarhy, Haq e Ain (2018) foi realizada a proposta de uma nova fd
chamada de Kumaraswamy generalizada exponenciada (EG-Kum) cuja expressao é dada
por

Fr(a;a,ba,8) = [1 - (1 - 2%)™] (3.1)

em que a, b, a e B sdao parametros de forma, reais positivos e x € (0,1). Seja F =

{Fr(z;0):0 € Ox,z € R} a familia de fd’s EG-Kum e 08 = (a,b, a, [3).

Pelo produto entre os parametros o e b e devido ao fato de que nenhum dos dois
parametros estd explicito em qualquer outro lugar na fd (3.1), também pela Defini¢io 9, o

evp Ox é nao identificivel, ou seja, a familia F da distribuicao EG-Kum € nao identificdavel.

Em fd’s paramétricas a quantidade elevada de pardmetros pode ocasionar problemas

no momento de estima-los e podem gerar o problema de sobreajuste (overfitting) dos
dados.

A consideracao de uma distribuicdo que apresente uma parcimonia em relacao
a quantidade de parametros se revela como um aspecto de notavel interesse, uma vez
que tal caracteristica propicia uma via menos intrincada no processo de estimacao destes
parametros. Ademais, viabiliza-se a aplicagao destas distribui¢oes tanto em conjuntos de
dados reais quanto em simula¢ées com um nivel de adequagao satisfatorio. Nesse contexto,

¢é pertinente apresentar uma definicao que estabeleca uma relagao entre os parametros de
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distribuicoes paramétricas, considerando a quantidade destes parametros em duas ou mais

distribuicoes.

A defini¢ao de parcimonia paramétrica, aqui delineada, ostenta um carater especifico
que se coaduna com os propoésitos intrinsecos deste estudo. Ela se erige como uma ferramenta
fundamental para a realizagdo de comparacoes entre a quantidade de parametros presentes
em duas ou mais distribui¢oes, independentemente de pertencerem a mesma familia de

fd’s ou nao.

Defini¢ao 10 (Parcimdnia paramétrica entre fd’s). A parcimonia paramétrica entre fd’s
paramétricas ocorre quando compara-se duas ou mais distribuicoes, com rela¢do ao nimero
de parametros de cada uma delas, e localiza-se a fd com um menor nimero de parametros.
E dita ser a fd paramétrica mais parcimoniosa aquela que possuir uma menor quantidade

de parametros com relacao as outras distribuicoes em questao.

Considerando as distribui¢goes Normal e Exponencial, conforme discutido em John-
son, Kotz e Balakrishnan (1994), percebe-se que a segunda distribui¢do demonstra uma
caracteristica de parcimonia superior a primeira, o que facilita a estimacao dos parametros
da segunda. E importante ressaltar que, em geral, a preferéncia recai sobre distribuicoes
mais parcimoniosas, embora seja prudente reconhecer que a distribui¢do mais parcimoniosa

nem sempre é a mais adequada para ajustar determinados conjuntos de dados.

E relevante observar que a distribuicio Exponencial ndo se configura como um caso
particular (ou distribuigao filha) da distribui¢do Normal. Dessa forma, é possivel realizar
comparagoes entre distribuicoes filhas e nao filhas em termos da parcimonia paramétrica
entre fd’s.

Ao analisar a comparacao entre a quantidade de parametros das distribuicoes
Weibull biparamétrica e Weibull triparamétrica, conforme abordado por Johnson, Kotz
e Balakrishnan (1994), constata-se que a Weibull biparamétrica apresenta uma maior
parcimoOnia em relagao a triparamétrica, sendo esta tltima um caso particular daquela
(distribuigdo filha). Ambas as distribuigoes tém a capacidade de modelar o mesmo conjunto
de dados, e, nesse contexto, a superioridade em termos de parcimonia implica em uma

maior viabilidade matemaéatica.

A préxima definicao a ser apresentada refere-se a expressao de uma fd como uma
composicao de n fungoes reais. Tal defini¢ao assume relevancia ao longo desta tese, pois
serd empregada na formulacao de definigoes, lemas, proposicoes e teoremas, além de ser

um recurso recorrente em diversas demonstracoes.

Definigao 11 (Fungao parte paramétrica da fd). Considere uma familia de fungoes reais
H = {h,(2;0,): 60, € O,z € R} com dominio em Oy, (evp associado h, com n € N).
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Seja f uma funcao real tal que

fiOn =M (3.2)

Seja G; = {gi[7;(0;, ..., 0,)] : (04, ..., 0,) € O, p,,x € R} uma classe de fungies
reais compostas por fungoes h'’s, em que g; [z;(0;, ..., 0,)] = hi(x;0;) o ... o h,(z;8,,), com
1<i<(n—1).

Sejam as fungoes h’s tais que
hn—l cH — gn_l e hj : Qj+1 — gj (33)

em que 1 < j < (n—2).

Seja Gy = {q1 (x;0);0 € ©,2 € R} em que 8 = (04, ..., 0,) € o vp transposto de
© =0, h,-

Se uma fd Fr(x;0) puder ser escrita como uma composi¢io das fungoes reais hy,

hsa,..., hy tal como
Fr(x;0) = hy(x;0y1) o ha(x;05) o ... 0 hy,_1(2;0,,_1) o hy,(x; 0,) (3.4)

em que @ € © e © = OF, entao define-se que a fungdo real h, na expressio (3.4) é a

funcao parte paramétrica da fd Fr.

As fungoes h's tal como exibido na expressao (3.4) possuem pardmetros, porém é

em h,, que serdao alocados de forma arbitraria os possiveis parametros redundantes.

O seguinte teorema estd embasado nas Defini¢oes 11 e 9, e podera ser utilizado

como um método para testar se uma fd paramétrica é identificavel.

Teorema 4 (Identificabilidade pela injetividade das fungoes que compdem a fd). Considere
a fd Fr(xz;0) da familia F tal como descrita na Definicao 11. Seja

Gi={9i[z;(0;,..., 0,)] : (6,..., 0,) €Oy, 4, xR}

uma classe de fungoes injetivas em Oy, p., para todo 1 < i < (n —1). Sejam injetivas as

funcoes f e h;’s para todo 1 <1 <mn, entdo o evp Of ¢é identificdvel.

Demonstracao. Pela Definicdo 11 e pela Definicao 9 é direta a demonstracao de que Ox é
identificavel. O

De acordo com Catchpole e Morgan (1997), uma fd que possui uma quantidade m

de parametros redundantes, ou seja, parametros que nao contribuem para a identificacao
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da distribuicao (identificabilidade), pode ser submetida a uma redugio na sua dimensiona-
lidade paramétrica, eliminando-se os parametros redundantes, e, desse modo, tornar-se
identificavel. A formalizacao deste processo, fundamentada na Definicao 11 e a assertiva

deste paragrafo, é apresentada pelo Corolario 1.

Corolario 1 (Reducdo minima até identificabilidade paramétrica). Seja Fx(z;0) tal
como na Defini¢ao 11. Considere que haja apenas em h,, uma quantidade m parametro(s)
redundante(s) e que na mesma ocorra uma opera¢io matemdtica que resulte na elimina-
¢ao do(s) parametro(s) redundante(s) produzindo uma outra fungao v(z; B) injetiva em
©,, origindria de h,, que ndo possua mais parametro(s) redundante(s). Considere G; =
{gi (25 (0, ..., Oy, B)] : (6 ..., On_1, B) €EOp,  hy 10T E ]R} uma classe de fungoes in-
jetiwas em O, p. 1o €m que g; [T; (0, ..., On_1, B)] = hi(x;6;)0...0h,_1(x;0,_1)0v(x; B),
para todo 1 <i < (n—1). Sejam injetivas as fungoes [ e h;’s para todo 1 < i < (n—1).

Seja uma outra fd pertencente a uma familia H tal que
Fy(x; 8) = hy(x;601) 0 ha(x;03) o ... o hy1(x;0,,1) o v(x; B) (3.5)
a fungdo real v € a fungdo parte paramétrica na expressio (3.5) e a dimensao de 8 é menor
do que a dimensdo de 6,,.
Entao, a familia Fx(x;0) ndo identificavel sofreu redugio minima até produzir uma

familia ‘H identificdvel.

Demonstracio. A demonstracao é direta pelo Teorema 4 e também pela hipdtese de nao

haver mais parametros redundantes na familia . n
Defini¢ao 12 (Vetores encaixados). Seja a fd

Fr(x;0) = hy(x;601) 0 hy(x;05) o ... 0 hy_1(x;0,_1) © hy(76,) (3.6)
em que @ = (604,05, ...,0,). O vetor 8 terd dimensao igual ao somatério das dimensoes dos
vetores Q.

Considere que da expressio (3.6) surja uma outra fd de uma familia H, com uma
menor quantidade de parametros e as vezes com algum ou alguns parametros que nao

estavam em Fr.

Define-se que todo vp ou parametro pertencente a fd da familia F estd encairado
em @, inclusive o proprio @ e que todo vp ou parametro pertencente a fd da familia H estd

encaizado em 6.

A notagdo utilizada para expressar que & estd encaizado em @ é:

0CcC@O.
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Lé-se: O vp & estd encaizado no vp 6.

Na éarea da estatistica, os modelos de regressao encaixados sao conceituados como
aqueles nos quais um modelo é obtido mediante a imposicao de restricoes nos parametros
do modelo inicial (DOBSON, 2018). Contudo, é importante salientar que, na Defini¢ao
12, o conceito de encaixe transcende significativamente a abordagem convencional dos

modelos de regressao encaixados.

Para exemplificar as Definigoes 11 e 12 (Fungdo parte paramétrica e vetores

encaixados), Coroldrio 1 e o Teorema 4, tem-se o préximo exemplo.

Exemplo 3. Considere a fd Weibull inversa generalizada (GiW), apresentadada por

Gusmao, Ortega e Cordeiro (2011), escrita como

Fr(z; N\, o, B) = exp [—)\ (Z)B] (3.7)
e pode ser expressa, pela Definicio 11, como composi¢io de fungoes reais tal como
Fr(z; N\, o, B) = hy(z) o ha(x; A, o, 5)
em que hy(x) = exp [—z], ha(z; N, a0, ) = A (%)B e hy € a fungdo parte paramétrica em

F]:([L'; )‘70475)'

A fungao hy € ndo injetiva em Oy por apresentar os parametros redundantes \ e
«, e verificar esta afirmacgdo dar-se de forma direta. A afirmacgdo deste pardagrafo classifica

Fr como nao identificavel pela Definicio 9 e pelo Teorema 4.
Tomando, em hy, a relagio ¢ = \a® tem-se a funcdo real g(z;c,3) = 5 (que é

uma fungao injetiva em O,). Considere a composi¢io

hi(z) o g(z;c, B)

que produz uma fungdo injetiva em O,. Seja uma fd Fg(x;c, ) definida como

Fg(z;c,8) = hi(x) o g(z; ¢, B).

A fd Fg(z;c, B) pertence a familia G e nao a familia F. A familia F é nao identificdvel,
mas a familia G € identificdvel com base nas Definicoes 9, 11, Corolario 1 e pelo Teorema
4. Pela Defini¢io 12 (¢, ) € (N, o, B), ¢ € (¢, ) e c € (N, a0, 5).

A Fr(x; N\, a, B) nao identificavel produziu, através do processo descrito, uma fd
Fg(z;c, ) identificdvel. Assim, pela pelo Coroldrio 1 houve uma redu¢do minima até

identificabilidade paramétrica.
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Por meio das Definicoes 9 e 11, juntamente com o Coroldrio 1 e o Teorema 4, é
viavel classificar a identificabilidade de uma fd e, desse modo, estabelecer um critério para

a finalidade mencionada.

Corolario 2 (Nao identificabilidade pela falta de injetividade em qualquer funcao que
compoe a fd). Considere a fd Fr(x;0) da familia F tal como descrita na Defini¢io 11 e
no Teorema 4. Considere pelo menos uma das h;’s com 1 <1 < n ndo injetiva, entao o

evp Ox nao € identificivel.

Demonstracao. Pelas Definigoes 11 e 9 e pelo Teorema 4 é direto ver que F é nao
identificavel. O

O préoximo corolario constitui um caso especifico do Corolario 2 e tem por objetivo
ressaltar a importancia da injetividade da funcao baseline empregada nas classes geradoras
de distribui¢des de probabilidade, especialmente no dominio de evp. A questao levantada

serd devidamente elucidada em detalhes posteriormente nesta tese.

Coroléario 3 (Nao identificabilidade pela falta de injetividade na fungdo parte paramétrica
da fd). Considere a fd Fr(x;0) da familia F tal como descrita na Definicio 11 e no

Teorema 4. Considere a fungao h, ndo injetiva, entdo o evp O nao é identificivel.
Demonstracao. A demonstracao é consequéncia direta do Teorema 4. O

Em geral uma distribuicao uniparamétrica ¢ mais tratavel matematicamente, porém

este fato ndo garante que é identificavel. O Corolério 3 a seguir estuda esta questao.

Corolario 4 (fd’s uniparamétricas nao identificaveis pela paridade). Seja uma familia de
fd’s uniparamétricas F = {Fr(z;0) : 0 € O,z € R}. Seja Fr(x;-) uma fun¢io par com
dominio no espaco paramétrico O C R. Considere —0,0 € O, entao F é uma familia

nao identificavel.

Demonstracio. A demonstracao é consequéncia direta do Corolario 2. O

Corolario 5 (Identificabilidade em fd’s com fungbes partes paramétricas uniparamétricas).
Considere a fd Fr(x;0) da familia F tal como descrita na Definicio 11 e no Teorema 4,

porém com a fungdo h, possuindo um unico parametro. Entao, o evp O € identificdvel.

Demonstracio. A demonstracdo é consequéncia direta do Teorema 4. O

Corolario 6 (Identificabilidade em fd’s uniparamétricas). Considere a fd Fr(z;0) da
familia F tal como descrita na Definicao 11 e no Teorema 4, porém com a fungdo h,

sendo a unica que possui parametro e um unico parametro. Entdo, o ep ©x € identificdvel.
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Demonstracio. A demonstracio é consequéncia direta do Teorema 4. O

Ter o menor nimero possivel de parametros em uma fd paramétrica, melhor ainda
se for um tnico pardmetro, em termos da identificabilidade ¢ interessante. Todavia nem

sempre o conjunto de dados pode ser ajustado por uma fd uniparamétrica.

Defini¢ao 13 (Vetores paramétricos ampliados). Seja a fd Fr(x;0) e considere a intro-
dugio de parametro(s) em Fr tal que surja uma outra fd Fg(x; &) pertencente a familia G.

Define-se que 6 sofreu uma ampliacao paramétrica produzindo § e serd utilizada a notagao:
0386.
Lé-se: o vp & é uma ampliagdo do vp 6.

Definigao 14 (Subfamilia paramétrica). Sejam F = {Fr(z;a): o € O,z € R} e G =
{Fg(z;B) : B € Og,x € R} duas familias de fd’s paramétricas. Se o« € B define-se que F

¢ subfamilia de G ou se o« D B define-se que G é subfamilia de F.

Como consequéncia direta da Definicao 14 tem-se a Proposicao 3.
Proposicao 3 (Toda familia é subfamilia dela prépria). Toda e qualquer familia de fd’s é
subfamilia dela propria.
Demonstragdo. Pelas Definigoes 12 e 14 fica demonstrado que toda e qualquer familia de
fd’s é subfamilia dela prépria. m
Proposicao 4 (Encaixe pela ampliacao). Sejam Fr(x;0) e Fg(x;6) tais que § © 6 como
na Defini¢do 13, entdo 6@ € 9.
Demonstragdo. Pela hipotese § 0 e pela Definicao 14 F é subfamilia de G, entao 8 € 6
pela Defini¢ao 14.

Portanto, fica demonstrado a Proposicao 4. O

Definigao 15 (Redugao paramétrica). Sejam Fr(x;0) e Fy(x;68) fd’s tais que & € 6.

Define-se que 0 sofreu uma reducao paramétrica produzindo 6.

O Exemplo 4 utiliza as Defini¢oes 11, 12, 14, 15 e Teorema 4.

Exemplo 4. Seja G = {Fg(2;0) : 0 € Og,x € R} a familia de fd’s Weibull generalizada
exponenciada (EGW) estudada por Oguntunde, Odetunmibi e Adejumo (2015) com 6 =
(a,b,cr, B) sendo o vp da EGW e Fg(x;0) expressa por

Fg(z;0) = {1 — exp {—a (ax)ﬂ] }b (3.8)



31

em que a, b e B sao os parametros de forma e o € o parametro de escala, todos pertencentes

ao conjunto R positivos. A fd Fg(x;0) possui suporte em x € (0, 00).

A expressao (3.8) pode ser escrita, pela Defini¢io 11, como uma composi¢ao de

funcoes reais tal como

Fg(2;0) = hi(2;0) o ha(z;a,a, B) (3.9)
em que hy(z;0) = {1 —exp [—z]}’ e hy(2;a,a, B) = a(ax)’. Claramente a fungio real hy
€ ndo injetiva em Oy, e pelo Teorema 4, Fg é nao identificavel. Também pelos Coroldrios

2 e 3 fica evidente a nao identifcabilidade de Fg.

No artigo de Gusmao et al. (2021) foi realizada uma redugio paramétrica (Defini¢io
15) na distribuicio EGW que conduziu a uma outra distribuicio de probabilidade, a Weibull
exponenciada (EW) estudada por Nadarajah, Cordeiro e Ortega (2013), cujo processo serd

exibido no préximo pardgrafo.

Considere a fungao parte paramétrica hy da expressao 3.9 e tome ¢ = aa? com
¢ >0 e firado. Dessa forma uma outra fd Fr(x;8) advinda de Fg(x;0) surgird. Esta outra

distribuicdo pode ser expressa, pela Definicao 11, como seque:
BRL
Fr(z;8) = hi(x;0) o g(x;¢,8) = {1 — exp {— (cz) ]} (3.10)

em que 8 = (b,c, 3), hi(z:b) = {1 —exp[—2]}’ e g(z;c, B) = (ca)”.
A fungio g € injetiva em O, e a composi¢ao hy(x;b) o g(x; ¢, B) € injetiva em Op,

pelo Coroldrio 1 e pelo Teorema 4, Fir é identificavel.
Pela Definigio 12 8 € 0 e pela Definicio 14 a familia F € subfamilia da familia G.
Ainda, pela Definicio 15 o vp 0 sofreu uma redugao paramétrica produzindo &.

O Exemplo 5 utiliza as Defini¢oes 12, 14 e 15.

Exemplo 5. Considere G = {Fg(x;0) : 0 € Og,x € R} a familia de fd’s Weibull tripara-

métrica e seja Fg(x;0) dada por
. g
Fg(z;a, N\, B) =1— exp{ [a(z — )] } (3.11)

em que @ = (o, \,B) com «, B e X sendo parametros reais positivos de escala, locagao
e forma, respectivamente e x € (0,00). Tomando A = 0 encontra-se a familia H =
{Fy(z;68) : 6 € O3,z € R} de fd’s Weibull biparamétrica que é subfamilia da familia G
(pela Definicio 14) e pode ser expressa por

Fy(z;a,8) =1—exp {— [a:v]ﬁ} (3.12)

em que 6 = (o, ).
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Consequentemente, § € @ pela Definicio 12 e pela Definicao 15 o vp @ sofreu uma

reducao paramétrica produzindo §.
Defini¢ao 16 (Funcao distribui¢do uniparamétrica). Seja a fd
Fr(z;0) = hi(x) o hy(x) o ... 0 hyy_1(x) © hy,(;0)

expressa no molde da Defini¢io 11. Define-se que Fr(z;0) é uma fd uniparamétrica.

Considere agora uma fd paramétrica que passa por um processo de redugao,
resultando em uma distribui¢ao caracterizada por um tnico parametro. Este é o objeto de

estudo abordado na Defini¢ao 17.
Definigao 17 (Reducao paramétrica até tornar-se uniparamétrica). Seja a fd
Fr(x;0) = hy(x;0y1) o ho(x;0) o ... 0 hy_1(2;0,,_1) o hy,(x; 0,)

em que 0 = (01,05, ...,0,,_1,0,). Considere que em Fx(x;0) foi realizada uma operagdao
matemdtica e que como resultado deste procedimento surja uma outra fd Fg(x;§) pertencente

a familia G. Define-se que 0 sofreu uma redugdo paramétrica até tornar-se uniparameétrica.

A seguir serd exibida uma redugdo que produz uma fd nao-paramétrica.
Defini¢ao 18 (Redugao méxima até nao ser mais paramétrica). Seja a fd
Fr(z;0) = hy(x;01) 0 ha(x;65) o ...0 hy_1(2;60,_1) 0 hy(x;6,)

em que 6 = (61,05, ...,0,,_1,0,). Considere que em Fx(x;0) foram atribuidos valores para
todos os parametros de 0 e como resultado deste procedimento surja uma outra fd Fg(x)
pertencente a familia G. Define-se que Fr(x;0) sofreu uma redug¢ao mdzima e produziu

uma outra distribuicio Fg(x) que ndo é mais paramétrica.

O caso descrito na Definicao 18 pode ser ilustrado quando um pesquisador, ao
atribuir valores especificos para a média e a varidncia, opta por utilizar tal conhecimento
na modelagem de um experimento por meio da distribuicao normal. Nesse cenario, a distri-
buicao deixa de ser paramétrica, transformando-se em uma distribuicao nao paramétrica,

isto é, desprovida de parametros.

A préxima defini¢ao consiste na contrapositiva de uma implicacao direta decorrente
da Definigao 9.

Defini¢ao 19 (Igualdade identificavel de fungoes distribuicao). Considere F uma familia
de fd’s. Se Fr(x;0) = Fx(x; 8), para todo x € R, implicar em 6 = B, diz-se que F é uma

familia identificdvel.
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Vetores paramétricos iguais na mesma familia de distribuigoes, seja ela identificavel

ou nao, sempre produzem fd’s iguais. E do que trata o lema a seguir:

Lema 1 (Igualdade de vetores implicam em igualdade de distribuigoes). Considere F

uma familia de fd’s e sejam @ e B pertencentes ao evp de F tais que 8 = 3, entdo

Fr(x;0) = Fr(z;8) para todo =z €R.

Demonstragio. Pelas defini¢oes de fungao real e de igualdade de fungdes (descritas em
Lima (2008)) e considerando 8 = 8 € ©x com

f:0r—=F para cada xR

em que f é uma funcao real, entdo que Fr(z;0) = Fx(x; B) para cada = € R.

Portanto, fica assim provado o Lema 1. O

Este resultado reveste-se de significativa importancia, uma vez que é inviavel
investigar a identificabilidade de uma familia de distribui¢des quando se dispoe apenas de

vetores paramétricos idénticos.

Nota: Lima (2008) se refere a regra que associa cada elemento de um conjunto
a um unico elemento de outro conjunto como "regra de correspondéncia da fungao". Na
literatura matematica, é comum utilizar o termo "mapeamento’para denotar essa regra de

relacionamento entre conjuntos.

Quando depara-se com fd’s idénticas, ou seja, pertencentes a mesma familia e
resultando em wvp’s iguais, estas fungoes sao consideradas identificaveis. Embora essa
afirmacao possa parecer similar ao Lema 1, uma sutil diferenca é discernivel, resultando

em uma consequéncia importante.

Ao analisar a Definicao 19 e o Lema 1, a discrepancia entre ambos torna-se evidente.
Enquanto o Lema 1 nao é suficiente para afirmar a identificabilidade, a Defini¢cao 19

possibilita o estudo da identificabilidade de uma familia de distribuicoes.
Exemplo 6. Na introdugio do artigo Silveira et al. (2023) é afirmado que se

Fr(x;0) = Fr(z;8), para cada v € R< 6 =4,

entao a familia F € identificdvel.

Porém, para afirmar que F € identificivel basta que atenda a afirmacao

Fr(z;0) = Fx(x;B), para cada © € R=60=0 (3.13)



34

de acordo com o Definicao 19.

Pelo Lema 1, a afirmacao
0=p8= Fr(z;0) = Fr(x;8), Vx € R (3.14)

¢ verdade sempre e por isto nao conseque-se afirmar que a familia F € identificavel ou ndo

pela afirmagao 3.14.

Se existem dois vp’s (0 e B) que diferem entre si em pelo menos duas entradas
(coordenadas), ambos pertencentes a mesma familia de fd’s F, nao hé garantia de que
Fr(z;0) # Fr(z; B) para algum valor de x pertencente ao dominio de Fr. O Exemplo 7
ilustra essa situagao para o caso de duas coordenadas distintas, corroborando o que foi

afirmado neste pardgrafo.

Exemplo 7. Seja F a familia de fd’s McDonald generalizada (Mc-G), apresentada por
Alexander et al. (2012). A fd Mc-G é dada por:

1 (G(2)]°
Fr(wi0.6,0) = s /O =1 — )t (3.15)

em que G € a fd (baseline) que pertence a uma familia G qualquer; a, b e ¢ sao pa-
rametros reais positivos da expressao 3.15, x pertence ao dominio de G, t € (0,1) e

F ={Fr(x;0):0 € O,z € R}.

Seja G a fd da familia GiW (GUSMAO; ORTEGA; CORDEIRO, 2011). A fd
MecDonald Weibull inversa generalizada (Mc-GiW), apresentada em Shahbaz, Ismail e Butt
(2016), € resultado da composicao da fd da familia Mc-G com a fd da familia GiW em que
o vp da fd Mc-GiW é dado por B = (a,b,c,a, 5, ). Seja H = {Fy(z;8) : B € Oy, x € R}
a familia de fd’s Mc-GiW com Fy(x;8) dada por:

c

1 /{exp[—Ma/x)B]} a1

Bt o (1—¢)""dt. (3.16)

Fy(z; B) =

Tomando b = 1 na expressao (3.16) (redug¢do paramétrica) consequentemente a

referida expressao poderd ser escrita como seque:

{exp[—)\(a/:r)ﬁ]}c o cya
Fy (z;9) = a/ tldt = {{exp [—)\(a/x)ﬁ}} } (3.17)
0
em que ¥ € B pela Definicio 12, N = {Fyx(z;%) : ¢ € Op,z € B(R)} é uma outra
familia de fd’s a qual é subfamilia da familia H, pela Defini¢io 14, e ¥ = (a,c, 5, a, \).

Sejam 6 = (a,c,0q, B, N), ¥ = (a,¢c,a;,8,)\;) € Op, em que l,j € I el é um
certo conjunto de indices, tais que oy # o e N # \j para todo | # j, l,5 € I el é um

certo conjunto de indices; entdo tem-se que & # .
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Pela hipotese, pode-se afirmar que
Jay £ ajeN# N =N (al/x)ﬁ = —); (aj/m)ﬁ

e p0d€—8€ escrever

)ﬁ_

= —ca); (o /z)°

—ca\ (q/x =

a

Hexp [—/\l (al/x)ﬁﬂc}a = {[exp [—)\j (ozj/x)ﬁﬂc} = (3.18)
Fy (x;a,c,a0, N, B) = Fy (x;a,¢,a5, 5, \j) =
Fy(xya,b=1,¢c,a;, N\, B) = Fy (50,0 =1,¢,05, N\, 5) =

F’H (I;(I, b,C,Oél,Al,B) = F’H (x;a,b, Caaja)‘jaﬂ) .

Foi verificado que se dois vp’s & e @ que diferem entre si por duas coordenadas,
ambos pertencentes a mesma familia H de fd’s, os mesmos podem produzir Fy(x;d) =

Fy(x;4) para todo x pertencente ao dominio de Fy.

Se ocorrer uma reducao paramétrica e for realizada uma comparacao entre a fd
inicial e a mais recente (reduzida), é esperado que a fd reduzida apresente uma maior

parcimonia e uma menor flexibilidade em relagao a fd inicial.

A parcimoénia é assegurada pela definicdo de parcimdnia paramétrica, conforme
descrita neste capitulo, e, se a fd inicial for nao identificavel, a reducao paramétrica pode
resultar em uma nova fd identificavel ou, dependendo da regra de correspondéncia da

distribuicao, a nao identificabilidade pode persistir.

Exemplo 8. Considere uma fd que inicialmente era nao identificivel e sofreu uma redugdo
paramétrica, porém essa reducdao nao resultou em uma outra fd identificavel. Fugene, Lee
e Famoye (2002) propuseram a fd beta normal, a qual pertence a subfamilia da familia de
distribuicoes Mc-Normal. Posteriormente, foi proposta a familia beta generalizada (Beta-G).

A fd pertencente a familia Beta-G € expressa por:

F . b _ 1 G@) a—1 1 b—ld 1
w(z; a, )*m . ! (L—¢)" " dt (3.19)

em que W = {Fy(z;B) : B € Ow,z € R} (Beta-G) é uma subfamilia da familia Mc-G.
A fd da familia Mc-GiW (expressio 3.15) sofrendo uma reducio paramétrica

(tomando ¢ = 1) produz uma fd mais parcimoniosa conhecida como Beta generalizada

inversa Weibull (Beta-GiW) representada por Fr(x;a,b, o, 5,\) e pode ser expressa por

Fr(z;o) = ——— (1—t)" "t (3.20)

1 [exp[-Ae/2)"]]
B(a,b) | !
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em que F = {Fr(z;a) - ¢ € O, € R} com vp a = (a,b, 0, 5,\) e x € (0,00).

Pela discussao do Fxemplo 7 a familia F € nao identificavel, mesmo sendo mais
parcimoniosa do que a familia Mc-GiW. A reducao paramétrica aplicada na distribuicao

Mec-GiW nao consequiu produzir uma distribuicdo identificdvel.

Uma fd nao identificavel em que a redugdo na quantidade de parametros produz

uma outra fd identificavel é a situagao exibida no exemplo seguinte.

Exemplo 9. Considere a fd da iW que tem recebido alguma atencao na literatura estatistica.
Keller, Kamath e Perera (1982) estudaram as formas da fdp e da funcao de risco desta
distribuicao inversa. Voltando ao exemplo, inserindo a fd iW na classe Kumaraswamy-G

(Kum-G) apresentada por Cordeiro e Castro (2011), tem-se que

C

Fu(zia,b,c,8) =1 — {1 —exp [—a (xﬂ }b — h(w:b) o ha(zia,e, B)  (3.21)

pela Definicao 11 pode-se escrever

ha(ob) =1—{1=2}" e ha(w;a,¢,f) = exp [_“ (C)ﬁ]

T

em que @ = (a,b, c, ) é o vetor de parametros da expressao (3.21) com a, b, a e B sendo
parametros reais positivos e x € (0, 00). E direto ver que a fungio hs é ndo injetiva no
eup.

Seja M = {Fp(x;0) : 0 € Opq,x € R} a familia de fd’s da Kumaraswamy inversa
Weibull (Kum-iW). A fd 3.21 foi introduzida por Shahbaz, Shahbaz e Butt (2012). E direto

ver a distribuicdo Kumaswamy inversa Weibull é ndao identificavel.

Procedendo uma redugiao paramétrica (tomando d = ca® com d > 0) surge a
distribuicio Kumaraswamy reparametrizada inversa Weibull (Kum-RiW), a qual recebe
este nome apenas para fins de distin¢ao da distribuicao Kum-iW. Seja a fd Kum-RiW

expressa por
AN\
Falgp) =1 {1 = exp [— (x) ] } (@b ogxd s (3.22)

em que hy (z;0) = 1—{1 — x}b, g(x;d, B) = exp {— (g)ﬁ] , Y = (b,d,3) € o up da expressao
(3.22); b, d e B sao parametros reais positivos e N = {Fy(x;v) : ¢ € O,z €R} € €
importante salientar que N é subfamilia da familia M, pela Defini¢io 1.

Sejam p = (b, d;, 1) e p = (bj,d;, 5;) € Op tais que ¥ # p para todo | # j;
l,j€I el éum certo conjunto de indices. Os dois vp’s, citados neste pardgrafo, diferem
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Tabela 1 — Prova que © s ¢é identificavel

Casos Hipoéteses 9 # p Cadeia de implicagoes
1 by#b;,di=d;e =0 Fn(z,v)# Fy(z,p) para algum = > 0
2 by=bj,di=d;ep#pP; Fnx(z,¢)# Fx(z,p) para algum z > 0
3 by=0bj,di#djep=0; Fnx(z,¢)# Fx(z,p) para algum z > 0
4 by=0bj,di#djep#pP; Fnx(z,¢)# Fx(z, p) para algum x > 0
5 b #bj, di#dje =0 Fnx(z,¢)# Fx(z, p) para algum x > 0
6 by#b;,dy=d; e #05; Fn(z,v)# Fyx(z, p) para algum = > 0
7 by #b;, d #djef #05; Fn(z,v)# Fyx(z, p) para algum x > 0

de sete formas distintas. Estas formas e as respectivas implicacoes disto sao expostas na
Tabela 1.

Logo, pela Tabela 1 tem-se que Opr € identificdvel.

Lema 2. Considere a funcao parte paramétrica h,, tal como descrita no Teorema 4, se hy,

puder ser expressa tal como seque
b (25 0n) = u(z; o) o v(z; B).
Seja V = {v(z;B) : B € Op,x € R} uma familia de fungoes reais e seja f uma

fungdo real tal que

f : @y A2
Seja u uma fungdo real tal que
u:V —>H

em que H € descrita no Teorema 4. Seja o vp 0, = (¢, B) e B € 6, entdo v é uma fungao

injetiva com dominio no evp ©y,.

Demonstragio. Sejam 6,,,, 0, € Oy, tais que 6, = (a, B1), 0,,, = (&, B2), B1e B2 € Oy
e B1 # B2. Por hipdtese h,(z;0,,) ¢ injetiva em O, , entdo

0,, # 6, = h,(x;0,,) =u(z;a) o v(z; B1) # hn(x;60,,) = u(z; ) o v(zx; B2), (3.23)

as fungoes h’s diferem em um conjunto de medida de Lebesgue nao nulo.

Segue da sentenca 3.23 que

v(x; B1) # v(w; B2) = ulv(x; Br); a] # ulv(z; Ba); o

as funcgoes u’s diferem em um conjunto de medida de Lebesgue nao nulo e u é uma funcgao

injetiva em V.



38

Segue da sentenca 3.2 que

B1 # B2 = v(z; B1) # v(z; Ba2),

as fungoes v’s diferem em um conjunto de medida de Lebesgue nao nulo e v é uma funcao

injetiva em ©.
Portanto, as fungoes u, v e f sdo injetivas em seus respectivos dominios. O

Lema 3. Seja G; = {gi[z; (0, ..., 0,)] : (6, ..., 8,,) € Oy,

coes injetivas em Op,

-----

.....

1 <i <mn, tais como no Teorema 4. A funcao real v € injetiva pelo Lema 2.

Considere F; = { fi [x; (0, ..., On_1,8)] : (0;,..., 0,,_1,B) € O,z € R} uma classe

de fungoes reais compostas com dominio em O, = Op, _p,v com1<i<(n—1)e

.....

filx; (65, ..., 0,1, 8)] = hi(x;60;) 0 ... 0 hyy_1(x;0,,_1) o v(x; B),

entdo a classe F; (para todo 1 < i < (n—1)) é uma familia de fungées compostas injetivas.

Demonstracao. Por hipétese a composicao
hi(x;0;) o ... o hy(z;0,) (3.24)
¢ injetiva.
Pela sentenca 3.24 e pelo Lema 2 a funcao composta
hi(z;6;) 0 ...0h, 1(2;6,_1) ou(x; ) o v(z; B) (3.25)
¢ injetiva.
Sejam 0, = (o, B1), 6., = (o, B2) € Oy, tais que 8,,, # 0, (ver 2). Entao, (pela

hipétese) tem-se que

0., #0,, = hi(x;0;)0..0h, (x;0,,) # hi(x;0;) 0 ... 0 hy,(2;0,,). (3.26)
Pela sentenca 3.26 tem-se
0,, #0,, = hi(r;0;)0..0u(x;a)ouv(x;B1) # hi(x;0;) o...ou(z;x) ov(x; Ba). (3.27)

Sejam 0, = (61, ..., 0,,_1, B1) ¢ 6, = (04, ..., 0,,_1, B2) em que 61, 2 € Og,. Pela

sentenca 3.27 tem-se
01 # 02 = hy(2;6;) 0.0 hy_1 (256, _1) ov(w; B1) # hi(2;0;) 0 ... 0 hyy 1 (250, 1) 0 v(w; Ba)
em que 01, 02 € O,.

Portanto, a classe F; é injetiva para todo 1 <i < (n — 1). ]
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Teorema 5 (Subfamilia identificavel). Sejam F e G duas familias de fd’s expressas por

Fr(x;0) = hy(x;601) 0 hy(x;05) o ... 0 hy_1(x;0,_1) © hy(7:6,) (3.28)

Fg(x;0) = hi(x;61) 0 ha(x;02) 0 ... 0 by (;0,-1) 0 v(x; B). (3.29)

Seja Fr identificavel e seja Fg tal como nos Lemas 2 e 3, entao G € identificdvel e é

subfamilia de F.

Demonstragio. E direto ver que G é subfamilia de F pela Definicao 14. Pelos Lemas 2 e

3, e pelo Teorema 4 é direto ver que G é identificavel. n

Considere uma outra situagao em que G é nao identificavel e G é uma subfamilia
da familia F. Sera que neste caso F ¢é nao identificavel? Esta situacao ¢ analisada no

Teorema 6.

Teorema 6 (Nao identificabilidade pelo acréscimo de parametros na fd nao identificavel).
Seja F = {Fr(x;0) : 0 € Og,x € R} uma familia de fd’s e G = {Fg(z;¢) : ¢ € OF,x € R}

uma subfamilia nao identificivel da familia F, entao a familia F é ndo identificdivel.

Demonstragio. Sejam os vp’s ¢ = (01,0, ...,0,_1,8) e € = (01,0, ...,0,_1,m) com ¢, & €
Og e d #n, entdao ¢ # .

Pela hipdtese a familia G ¢ nao identificavel. Considerando afirmacao do paragrafo

anterior e a nao identificabilidade de G segue que

d#n=0¢#E=Ig(z,¢)=Fg(z,€) =
hi(x;601) 0 hy(x;05) 0 ...0 hy_1(2;0,_1) 0 g(x;8) =
hi(x;01) o hao(x;05) o ..o hy_1(2;0,_1) o g(x;m) =
9(x;6) = g(;m)
para todo x pertencente ao dominio de g.

Considere que em g foi realizada uma operacao matematica de composi¢ao na
qual como resultado deste procedimento surge a fungao real h,(z;-) com dominio nos

pardmetros pertencentes a h,, (tal como no Lema 3) e expressa como
hn(;0n) = u(z;v) 0 g(x;6)

em que u e h, sdo fungoes reais, 8,, = (v, d) e como consequencia de h,, surja uma outra
fd dada por

Fr (x,0) = hy(x;601) o ha(2;03) o ... 0 hyy_1(x; 0, 1) 0 hy(2;6,).
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Sejam os vp’s @ = (01,0,,...,0,,_1,a) e T = (601,05,...,0,,_1,8) com 0,7 € Of e

a # B tais que ac e B sejam pertencentes a h,, entao 0 # T.
Considerando afirmagado do paragrafo anterior segue que
a # B = hy(x;a) = hy(x; B) para cada x pertencente ao dominio de h,, =
hi(x;01) o ho(x;65) 0 ..o hy 1(2;0,_1) 0 hy(z; ) =
hi(z;01) o ho(x;03) o ..o hy_1(x;0,_1) o hp(x; B) = Fr(x,0) = Fr (z,T),

entdo @ # T implica em Fr (x,¢) = Fr (z,£) para todo = pertencente ao dominio de Fr

e a familia F é nao identificavel.

Portanto, o Teorema 6 esta demonstrado. O]

Quando aumenta-se o nimero de parametros em uma fd especifica, ndao ha garantia
de que a fd resultante seja identificavel em relagdo a fd original. A validade dessa afirmagcao

sera discutida nos Exemplos 10 e 11.

Exemplo 10. Considere a fd iW com vp o = (o, 5) e seja a fd GiW com vp B = (a, B, N).
Realizando uma operacao matemdtica na distribuicao iW na qual resulte em um acréscimo
de um parametro (\) e assim surgindo uma outra distribuicio a GiW, seque que houve
uma ampliagdo paramétrica na iW e que B D a. As distribuicoes iW’s pertencem a uma
subfamilia da familia de distribuicoes GiW’s e mesmo havendo esta relacao entre as duas

distribuicoes a iW € identificivel e a distribuicio GiW é ndo identificdvel.

Segue da argumentagao do Exemplo 10 que amplia¢des paramétricas de familias

identificaveis podem produzir familias nao identificaveis.

A composicao de fungoes é, de fato, um exemplo especifico de ampliagao paramétrica.
Consequentemente, nao se pode assegurar que a composicao entre duas fd’s identificaveis
resulte em uma distribuicao identificavel. O préximo exemplo discutira essa situacao em
detalhes.

Exemplo 11. Considere a classe fd Kumaraswamy-G, que € identificavel, e a fd base-
line iW, que é identificavel. A composicao destas duas fungoes produz uma distribuicdo
ndo identificavel, como jd visto no Exemplo 9. Considere a fd baseline GiW, que é nao
identificdvel. A composicao da fd GiW com a classe de fd Kumaraswamy-G produz a fd
Kum-GiW que é ndo identificivel. Serd demonstrado que a distribuicdo Kum-GiW € nao

identificavel nos proximos pardgrafos deste exemplo.

Pelo Exemplo 9 e pelo Exemplo 3 a expressdao da distribuicio Kum-GiW é dada por

\A1)°
FM(:c;a,b,c,B,)\)zl—{l—exp [—a)\(x> ]} )
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Considere que a distribuicao Kum-GiW seja fruto de uma ampliacao paramétrica

na fd Kum-iW tal como descrito pelos prorimos passos.

Seja fd Kum-iW dada por

C

Fa(zia,b,c,8) = 1 — {1 — exp l—a (mﬂ }b — hy(w:b) o ha(zia,e, B)  (3.30)

em que hy (z;0) =1 —{1 — x}b, ho(z;a, ¢, 5) = exp [—a (;)q e a expressao 3.30 pertence

a uma familia nao identificavel (Exemplo 9).

Considere uma fungdo real g tal como

c\ B
g(zab,c, B, A) = exp [—m (%) ] — u(a: ) ha(ra, e, ) (331)

em que u(z;\) = 2> e hyo(w;a,c, ) = exp {—a (C>'B}

T

Seja uma fd de probabilidade descrita como segue

FM(xa Cl,b, Ca67)\) = hl(x7b) OU(.Q?,)\) o h?(xa a,c, 5) =

5110
h(z;b) o g(z;a,¢,5,\) =1 — {1 — exp l—a)\ <C> ] } (3.32)
x
a expressiao 3.32 é a fd Kum-GiW e pelo Teorema 6 a distribuicao Kum-GiW pertence a

uma familia nao identificdvel.

Portanto, fica provada a ndo identificabilidade da familia Kum-GiW.

De fato, se for realizado uma diferenciacao em uma distribuicao identificavel, isso nao
perturbara sua identificabilidade. Em outras palavras, se uma distribuicao for identificavel
e aplicarmos diferenciacao a ela, o resultado dessa operacao sera uma distribui¢do também

identificavel.

Teorema 7 (Identificabilidade pela diferenciagdo). Seja (R, B(R),F) uma estrutura
estatistica em que B(R) é uma o-dlgebra de Borel formada por subconjuntos de R e
seja F ={Fr(z;0):0 € O, x € R} uma familia de fd’s absolutamente continuas sobre

(R, B(R)). A distribuicao Fr(x;0) pode ser escrita como seque:
Fr(z;0) = / dFz(y;0) para cada x € R.

em que dFz(y;0) representa uma fdp (fdp).

Se a fungio Fr(x;0) é identificdvel, entio dFx(x;0) é identificdvel.
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Demonstragio. Sejam 0,& € Ox. Por Fx(x;-) ser identificavel (hipétese) e pela Defini¢ao
19, tem-se que
Fr(z;0) = Fr(x;€), Vv e R= 0 = €. (3.33)

Entao, derivando F' em 3.33 tem-se

dFz(z;0) = dFr(z;€) = 0 =&, (3.34)
pela contrapositiva da sentenca 3.34, tem-se que

0 # & = dFr(x;0) # dFr(z;§) (3.35)

em que x pertence a um conjunto de medidas de Lebesgue nao nulas e pela Defini¢ao 9

dF'r é identificavel.

Portanto, pode-se estudar a identificabilidade pela fdp de uma fd Fix(z;-) e pode-se
afirmar que a identificabilidade é invariante para a diferenciacao de fd’s absolutamente

continuas. Assim fica provado o Teorema 7. n

Teorema 8 (Identificabilidade pela integracao). Seja (R, B(R), F) um estrutura estatistica
em que B(R) é uma o-dlgebra de Borel formada por subconjuntos de R e seja F =
{Fr(x;0):0 € O, x € R} uma familia de fd’s absolutamente continuas sobre (R, B(R)).

A distribuicao Fr(x;0) pode ser escrita como seque que
Fr(z;0) = /; dFx(y;0) para cada z€R
em que dFx(y;0) fdp.
A fungao dFx(x;0) € identificivel, entio Fr(x;0) € identificivel.
Demonstragio. Sejam 0,& € Ox. Se dFx(z;-) é identificavel (hipétese), pelo Teorema 7 e
pela Definicao 19, tem-se
dFr(z;0) = dFr(z;€), Ve e R= 0 = &. (3.36)
Entéo, integrando dF em 3.36 no intervalo (—oo, z], Vx € R, tem-se
Fr(z;0) = Fr(z;€),Yz e R=0 =¢, (3.37)
pela contrapositiva da sentenca 3.37, tem-se que
0 # & = Fr(x;0) # Fr(z;€) em um conjunto de medidas de Lebesgue nao nulas (3.38)

e pela Definicao 9 F'r ¢ identificavel.

Portanto, se dF'x(x; -) é idenficavel segue que Fx(x;-) é idenficdvel e pode-se concluir
que a identificabilidade é invariante para a integragao de fungoes absolutamente continuas

e assim fica provado o Teorema 8. O
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Teorema 9 (Identificabilidade em fd’s de probabilidade discretas). Seja (R, B(R), F) um
estrutura estatistica em que B(R) é uma o-dlgebra de Borel formada por subconjuntos
de R e Fr € uma fd discreta sobre (R, B(R)). Seja F = {Fr(x;0):0 € Oz, x € R} uma

familia de fd’s discretas tal que Fr(x;0) possa ser escrita como seque:

Fr(z;0) = pr(z;0) para todox; e Rei €]
icl
em que I ={i : x; <z} e pr(x;;0) representa uma fungao de probabilidade (fp).

Se a distribuicio Fr(x;0) € identificdvel, entio pr(x; @) € identificavel.

Demonstracio. Sejam 6 e €, dois vetores de pardmetros pertencentes a O z, tais que 0 # &

implique em Fr(x;0) # Fr(x; &) para algum x € R. Entao, pela hip6tese tem-se que
0#E=D pr(e;0) # D pr(i€) = pr(xi;0) # pr(n; €)
iel il
para algum z; e Rei e [ ={i : z; < x}.
Portanto, 8@ # &£ implica em pz(x;; 0) # pr(x;€) para algum z; ERei €[ e Of

é identificavel. Assim fica provado o Teorema 9. O

Teorema 10 (Identificabilidade em fungoes de probabilidade). Seja (R, B(R), F'r) um
ep em que B(R) é uma o-dlgebra de Borel formada por subconjuntos de R e Fr é uma
fd discreta sobre (R, B(R)). Seja F = {Fx(z;0):0 € Ox,x € B(R)} uma familia de fd’s

discretas tal que Fr(x;0) possa ser escrita como seque:

Fr(z;0) =) pr(z:;0) para cada x € R.
i€l

em que I ={i : x; <z} e pr(z;;0) representa uma fp.

Se a fp pr(x;0) é identificivel, entao Fx(x;0) é identificdvel.

Demonstragio. Sejam 0,& € O tais que @ # € implique em pz(x;; 0) # pr(x;; &) para

algum x € R, entao pela hipotese tem-se que
0 # & = pr(x;0) # pr(zi;§) =

> pr(x;0) # Y pr(ei; &) = Fr(x;0) # Fr(x;:€)

el el
para algum z; e Reie [ = {i : x; < x}.
Logo, 8 # & implica em Fr(z;0) # Fr(x;€) e Ox) ¢é identificavel. Assim fica

provado o Teorema 10. O
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3.3 Estudo da identificabilidade nas distribuicoes EGW e EW

Esta segao ¢ fundamentada no trabalho de Gusmao et al. (2021), resultante desta
tese de doutorado. Alguns resultados apresentados no artigo foram deliberadamente

omitidos neste contexto, mas podem ser consultados na obra mencionada anteriormente.

Nesta secao, examinamos a identificabilidade de duas fd’s: a Weibull exponenciada
generalizada proposta por Oguntunde, Odetunmibi e Adejumo (2015) e a Weibull expo-
nenciada introduzida por Mudholkar, Srivastava e Freimer (1995), esta tltima obtida por

meio de uma reparametrizagao da primeira.

Varias familias de distribuigoes propostas na literatura representam uma fonte
significativa para modelagem de dados de vida f1til, visto que, em geral, o suporte da
distribui¢ao resultante é condicionado pela baseline G, em que 0 < G(x) < 1. Cordeiro,
Ortega e Cunha (2013) introduziram uma nova classe de distribui¢oes exponenciadas
generalizadas (EG) com o intuito de oferecer alternativas para modelar diversos tipos de
dados. Supondo que uma variavel aleatéria X siga uma distribuicao G, a nova classe de

distribui¢oes EG é expressa por:
Fr(z;a,b) = {1 —[1 - G(z)]"}’, (3.39)

em que a > 0 e b > 0 sdo dois parametros de forma adicionais. Os autores comentam
que a nova classe de distribui¢oes é uma funcao menos complicada do que a familia beta
generalizada introduzida por Eugene, Lee e Famoye (2002), pois as simulagdes sdo tratadas

com facilidade, pois a fun¢ao quantil (gf) tem forma fechada.

Com base nas ideias previamente mencionadas, ao considerarmos a composi¢ao
entre a classe exponenciada generalizada de distribuicoes e a distribuicao Weibull como
candidata a baseline, obtem-se a distribuicdo Weibull exponenciada generalizada (EGW),

conforme introduzida por Oguntunde, Odetunmibi e Adejumo (2015).

3.3.1 A distribuicio EGW e um estudo sobre identificabilidade

A distribuicao Weibull tem recebido atencao consideravel na literatura estatistica.
Muitos autores estudaram as formas da densidade e func¢oes taxa de falha para o modelo
classico da distribuicao Weibull. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicao Weibull

biparamétrica, entdao a fd de probabilidade pode ser escrita como
G(w;a,8) =1 —exp{— [oa]’}

emquea>0,6>0ex>0.
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Seja G a familia de fd’s Weibull generalizada exponenciada (EGW) estudada por
Oguntunde, Odetunmibi e Adejumo (2015) com 8 = (a, b, «, 3) sendo o vp da EGW e
Fg(z; 0) expressa por

5110
Fg(z;0) = {1 — exp {—a (o) H (3.40)

em que a, b e 5 sdo os parametros de forma e « é o parametro de escala, todos pertencentes
ao conjunto R positivos. A fd Fg(x;0) possui suporte em (0, 00) e a expressao 3.40 é a

composigao de G(x;«, ) com a Fz(x;0).

A expressao 3.40 pode ser escrita, pela Definicao 11, como uma composi¢ao de
funcgoes reais tal como

Fg(z;0) = ha(z; ,b) 0 ho(; 2, B)
em que hy(z;a,b) = {1 —[1 — 2]} e ha(a;a,8) =1 — exp {— [OzZL‘]B}.

Pelos argumentos ja expostos ao longo desta tese em exemplos, é 6bvio a nao
identificabilidade da expressao 3.40. Para ver uma demonstracao formal sobre isto ver
Gusmao et al. (2021).

3.3.2 A distribuicio EW e um estudo sobre identificabilidade

A reparametrizacao ¢ = aa? realizada nos pardmetros da distribuigdo Fg(z;8)
promove identificabilidade, veja o artigo Gusmao, Ortega e Cordeiro (2011). Sem esta
reparametrizacdo varios valores de a e « satisfazem a relacido ¢® = aa® para um valor
fixo ¢. Com a relagao a citada reparametriza¢ao é possivel reescrever a expressao (3.40),

obtendo a distribuicao EW como segue

Fy(x;b,c,8) = {1 — exp [—(cx)ﬁ}}b,

em que b > 0 é o parametro de forma e ¢ > 0 o pardmetro de escala. A expressao
Fy(x;b,¢, B) pertence a uma familia identificdvel de fd de probabilidade. A expressao
Fy(x;b, ¢, B) foi introduzida por Mudholkar, Srivastava e Freimer (1995).

O wvp 0; = (b;,¢;, ;) pode diferir do vp 8; = (bj, ¢cj, §;) por sete caminhos, em que
i # j; 1,7 €1 el éum certo conjunto de indices. Considere 8;,08; € O, em que 7 # j;

1,7 € I e I é um certo conjunto de indices.

De acordo com o paragrafo anterior 8; # 6, e considere como o Caso 1 b; # b;,
¢, =cj = ce 3 = B; = B, consequentemente pela hipétese tem-se a seguinte cadeia de

implicacoes:
b, #b; = {1 — exp {—(cx)ﬂ} }bi # {1 — exp [—(ca:)ﬂ}bj =
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para algum z pertencente ao dominio de Fy (x;-). Os demais casos, quanto o Caso 1,
estao expressos na Tabela 2. A referida tabela resume a prova de identificabilidade para a
familia EW de distribuigoes.

Tabela 2 — Prova de que ©x é identificavel.

Casos Hipdteses: 0; # 0; Implicagoes

1 bi#bj,ci=cijefi=p0;=p Fy (2;6;) # Iy (2;6))
2 bi:bj:b,ci:cj:ceﬁi#ﬁj FH<$,01)7£FH($',0J)
3 bi:bj:b,ci%cjeﬁizﬁjzﬁ FH(.I,OZ)#FH({L',OJ)
4 bi:bj:b, ci%cjeﬁi%ﬁj F’;.L(CC,OZ);&FH(Z',OJ)
5 bi #bj, ci#cieli=p0=p Fy (2:60;) # Iy (2:6;)
6 bi%bj,CiICj:CGﬁi#ﬁj Fq.[(IL’,Hl)?éFH(SL’,eJ)
7 bi #bj, ¢; #cje b # B; Fy (2:6;) # Fy (2:6;)

Portanto, pela Tabela 2 o evp ©4 ¢é identificavel.

3.3.3 Conclusao do Capitulo 3

Foram estabelecidas defini¢oes que formalizam os conceitos discutidos na teoria
da identificabilidade paramétrica. A teoria delineada neste capitulo proporciona um
arcabougo substancial para a classificacao da identificabilidade de distribuig¢oes ou de
classes de distribuic¢oes de probabilidades. Exemplos ilustrativos sobre como realizar tal

classificacao sao encontrados ao longo desta secao da tese.
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4 |dentificabilidade em Métodos Construtores

de fd's Pertencente a Classes nao Finitas

Nesta se¢ao ¢ apresentado um novo método construtor de fd a partir da combinagao
de fd’s generalizadas. Seja h;j; : [0,1] — [0, 1] uma funcao real, considere uma familia de fd’s
nao enumeraveis e nao aditivamente fechadas F;;; = {F;iﬂ(a:; Biji) - Biji € OF,, € R}
com o vp Bi; tendo dimensao n > 2 e seja G;;; = {ngﬂ(x;aiﬂ) tag € Og,,, T € ]R}
uma familia de fd’s nao enumerdveis e nao aditivamente fechadas com o vp a;j; tendo
dimensao n > 2; para cadai € I, j € J el € L. Considere os conjuntos I, J, L C N com
cardinalidade finita e os elementos dos mesmos escolhidos de forma arbitraria. Seja a

composigao entre h;j e F Fui tal como segue
Fg (s aun) = hij[Fr (2 Bi); 0ijil.- (4.1)

Seja 4.1 uma fd pertencente a familia G;;;. A expressao 4.1 é dita uma fd generalizada.

4.1 Método construtor de fd a partir da combinacado de fd's gene-

ralizadas

Seja g : [0,1]" — [0,1] uma fun¢ao. O método construtor de distribuigao de
probabilidade pertencente a uma classe de misturas nao finitas a partir da combinagao de

Jd’s generalizadas Fg,, ¢ apresentado a seguir

F]:(QZ; O{) =g [ngojolo (x; aiojolo), ceey ngjl (13; aiﬂ); C}

-3 {all

el jeJ [leLl

)\'Lj
Z Cngijl (:L’; aijl)] (42)

em que & = (Qyjlys > Qiji ), com dgjolo € ijl pertencentes aos conjuntos I, J, L. Consi-
dere 0 <a; <1, a0, =1,0<¢ <1, 3¢ =1e)\; >0 parametros para todo i € I,
jedJelel.

Vale ressaltar que a expressao 4.2 generaliza, com alguns pequenos ajustes sobre o

suporte dos parametros, o “Método gerador de modelos de crescimento e decrescimento

via combinagoes de modelos existentes” de Santos (2019).
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No artigo Teicher (1961) é apresentado um teorema que garante identificabilidade
de misturas de distribui¢des uniparamétricas e aditivamente fechadas e em Teicher (1963)
a identificabilidade é alcancada para a classe de misturas finitas através de dois teoremas.
Neste capitulo sao consideradas misturas nao finitas de distribui¢oes, o que difere dos
estudos realizados por todos os pesquisadores citados na Introducao e na Revisao de
literatura desta tese. Nas subsec¢Oes a seguir é mostrado alguns casos particulares do
método construtor 4.2 tal como os respectivos estudos sobre identificabilidade para cada

submétodo apresentado.

4.1.1 Método construtor de fd's pela soma de funcoes de distribuicao genera-

lizadas

O método construtor de fd pela soma de fd’s generalizadas é um caso particular

do método construtor 4.2 e é obtido considerando os itens a seguir:

e ¢ =0paratodo!l € L —{ly} tal que [y € L é fixo e ¢, = 1;

e \;; =0 paratodo i € I e para todo j € J—{jo} tal que jo € J é fixo e \;;, = 1 para
todo ¢ € I.

Sejam [ = {1,2,..,n}, J = {1,2,..,m} e L = {1,2,....,k} com n,m,k € Ne
n,m,k > 2, entao levando-se em consideracao os itens anteriores o método construtor 4.2
pode ser reescrito como segue

Fu(w; p) =) aiFg,(z; oy) (4.3)
i=1
em que a expressao 4.3 é o método construtor de fd pela soma de fd’s generalizadas e G;
¢ uma subfamilia de F, para todo i € I, com p @ a e M ¢é uma outra familia de fd’s
distinta da familia F.

Teorema 11. Considere o método construtor 4.1.1 tal que Fg,(x; ;) = Fz(x; o) para
todo i € I e seja Fz identificivel, entao a soma ponderada das fd’s expressa por (4.3) e

com as condigcoes ora descritas é nao identificavel.

Demonstragio. Considere p = (a1, @, a9, Qg, ...y, ) = (Y1, %2, ...,1,). Seja 8 =

(Y, Y1, ...,4p1) um vp tal que @ € O (. Segue que 6 # p, entdo
Fup(z; p) = ZF@?;TM) = ZF(x;¢n7i+1) = Fum(;0).
i=1 i=1

Portanto, o método construtor 4.1.1 da forma como descrito no Teorema 11 é nao
identificavel. O
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Lema 4. Seja W = {Fy(z;a) : a € Oy, x € R} uma familia ndo identificdvel de fd’s.

Considere 5 > 0 um parametro de poténcia e seja a fd expressa por
Fy(x;0) = [Fy(z; o))’ . (4.4)
A fd 4.4 € nao identificdvel.

Demonstracao. Pelo Teorema 6 fica provado o Lema 4. O]

Exemplo 12. O Capitulo 2 do livro Everitt e Hand (1981) é dedicado inteiramente ao

estudo da mistura de distribuicoes normais, a mistura citada é apresentada como seque

Fy(x;0) =Y piFr(x;00,m) (4.5)

i=1
em que F € a familia de fd’s de probabilidades normais, @ = (p1, 01,01, s Pns Ons M) € 0
vp da fd Fx(x;0), 0<p;<leXl pi=1com1<i<neié€N. Pelo Teorema 11 a fd

de misturas de normais ponderadas 4.5 € ndao identificdvel.

No Capitulo 3 do livro Everitt e Hand (1981) é apresentado o estudo da mistura

de distribuicoes exponenciais, a referida mistura € expressa como seque

Fe(wyp) =) pifg(z; M) (4.6)

i=1
em que G € a familia de fds exponenciais, @ = (p1, A\, .--; Dn, An) € 0 vp da fd Fe(z; ),
O<pi<ledXlipp=1lcoml<i<mneieN. Afddemisturas de exponenciais

ponderadas 4.6 € identificavel pelo Teorema 1.

Por dltimo, no Capitulo 4 do livro Everitt e Hand (1981) € trabalhado o caso de
masturas com modelos discretos e o mesmo capitulo apresenta uma expressio de misturas

de fp’s binomiais tal como seque

Fg(z;v) = ZpiFH(x; i) (4.7)

i=1
em que H € a familia de fd de probabilidades binomiais, v = (p1, p1,...s Pn, Pn) € 0 vp da fd
F(z;v), 0<pi<ledXl pp=1coml1<i<neieN. A fddemisturas de binomiais

ponderadas 4.7 € identificdvel pelo Teorema 1.

Pelo Exemplo 12 tem-se que devido a ndo preocupacao com a identificabilidade o
trabalho de Everitt e Hand (1981) apresenta no capitulo 2 misturas de distribuicoes de

probabilidade nao identificdveis.
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4.1.2 Método construtor de fd's pelo produto de poténcias de fd's generaliza-
das
Para se encontrar o método construtor de fd pelo produto de poténcias de fd’s de

probabilidade generalizadas, que ¢ um caso particular do método construtor 4.2, considere

os itens a seguir:

e ¢g=0paratodo!l e L —{ly} tal que [y € L é fixo e ¢, = 1;

e a; =0 para todoi € [ — {ig} tal que ip € I é fixoe a;;, =a com 0 <a < 1.

Sejam I = {1,2,...,n}, J = {1,2,...m} e L = {1,2,....,k} com n,m, k € N e
n,m,k > 2, entdo levando-se em consideracao os itens anteriores o método construtor 4.2

pode ser escrito como segue
Fm H {Fgﬂ T o } ’ (4.8)

em que a expressao 4.8 é o método construtor de fd pelo produto de poténcias de fd’s de

probabilidade generalizadas.

Teorema 12. Considere o método construtor 4.1.2 tal que Fg,(7; ;) = Fz(x; c) para
todo j € J e seja Fz identificavel, entdo o produto das fd’s generalizadas expresso por

(4.8) com as consideragoes aqui descritas é nao identificavel.

Demonstracao. Para provar que o método construtor 4.1.2 com as condigoes impostas
pelo Teorema 12 é nao identificavel serd seguida uma ideia semelhante a prova do teorema

anterior, considere
Fy(z; p) = aH (2; )] &
€m que p = (CL, a, )\17 Qg, )\27 ey Qg )‘m)

Seja 0 = (a, Oty Ay Q—1y A—1, .., @1, A1) € Og, note que 6 # p, entao

m

Fp H (2;0)]Y = a [T [F(2;9m—ji1)] ™7 = F(30).

]:

Logo, o método construtor 4.1.2 tal como descrito no Teorema 12 é nao identificavel.
O

Corolario 7. Considerando o método construtor 4.1.2 com as condicoes descritas no

Teorema 12 e com \; = 1 para todo j € J e a =1, consequentemente tem-se a expressao

f[ (z; o) (4.9)
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em que N € subfamilia de M com ¢ € p. A expressio 4.9 é nao identificdvel pelo Teorema
12.

Portanto, pelo Corolario 7 o produto de fd’s de mesma familia resulta em uma fd

nao identificavel.

4.1.3 Meétodo construtor de fd's pela soma ponderada de produtérios de fd's

generalizadas

O método construtor de fd’s pela soma ponderada de produtérios de fd’s genera-
lizadas é encontrado a partir do método construtor 4.2 depois de tomado alguns passos

indicados pelos itens seguintes:

e« ¢g=0paratodol e L —{ly} tal que ly € L é fixo e ¢, = 1;

e )i = 1 para todo i € I e para todo j € J.

Sejam [ = {1,2,...,n}, J = {1,2,....m} e L = {1,2,....,k} com n,m,k € Ne
n,m,k > 2 e G sendo subfamilia da familia F e também com p € «, entdo agora se pode

escrever o método construtor 4.2 como segue

Fg(z; p) = Z

n
=1

[ai ﬁ Fg,,(x; a,»j)] (4.10)

Jj=1
em que p = (ala A1y ey Oy, A2, C21 5 ooy Aoy ooy Uy A, 7anm)

Teorema 13. Sejam Fg, (z; ay;) = Fz(x; au5) e Fz uma fd identificdvel para todo i € 1
ejeJcomlI=A{1,2..,n}ed =1{12..,m}, entao fd expressa por (4.10) é nao

identificdvel.

Demonstragdo. Para provar que o método construtor 4.1.3 com as condigoes relatadas no
Teorema 13 ¢é nao identificavel, considere o vp @ € Og tal que 0 possua ordem inversa na

configuracao dos pardmetros com relagao ao p.

Seja @ = (G, Oy, vy A1, A1, Q1 ooy Q115 -, 11 ), CONsidere que a; = a,
e oy # oy, sempre que ij # wv, exceto quando ¢ +u = n + 1 em que oy; = oy,; para
todo i # u e para todo j # v com i,u € I e com j,v € J. Consequentemente 8 # p e isto
implica que

= Fg(x;0).

Fg(x; p) = Zn: [“i 1 Fa aj)] = i [ai I F(z:cnjnr)

=1 7=1 =1

Jj=1
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Logo, o método construtor 4.1.3 com as condi¢oes do Teorema 13 é nao identificavel.
]

4.1.4 Método construtor de fd's pelo produto de poténcias de somatérios de

fd's generalizadas ponderadas

Seja Fg(x; p) uma fd fruto do método construtor 4.2, com G sendo subfamilia da
familia F e também com p € a, que é obtida tomando as particularidades descritas no

item a seguir:
e a; =0 para todo i € I — {ip} tal que iy € I é fixo e a;, = 1.

Sejam I = {1,2,...,n}, J = {1,2,...m} e L = {1,2,....,k} com n,m,k € N e
n,m,k > 2. Entao pode-se expressar o método construtor 4.2 a partir da condi¢ao expressa

no item acima por

m k Aj
Fg H [ZCFQZ T, Oy ‘| . (411)
7j=1

=1

Teorema 14. Sejam Fg,(v; o) = Fz(z; 1) e Fz uma fd identificdvel, para todo j € J
eleL comJ=A{1,2,...m} el ={12 ..k} Consequentemente o método construtor

4.1.4 com as consideragoes explicitadas neste teorema é nao identificavel.

Demonstracao. Demonstrar-se-a aqui que o método construtor 4.1.4 é ndo identificavel. A

expressao seguinte
ch T; o)
¢é nao identificavel pelo teorema 11 e pelo Lema 4 a expressao

o= [foved]

é nao identificavel. Logo, pelo Teorema 12 a expressao

e =TI [z ch<x;aﬂ>J]

¢ nao identificivel.

Portanto, o método construtor 4.1.4 descrito como no Teorema 14 é nao identificavel.

]



53

4.1.5 Meétodo construtor de fd's pelo somatério ponderado de poténcias de
somatérios ponderados de fd's generalizadas

Seja a fd Fg(x; p) resultado do método construtor 4.2, quando aplicado as condig¢oes

descritas no item a seguir:
e \j; =0 paratodo j € J— {jo} tal que jo € J é fixo e \jj, = \i.

Sejam I = {1,2,...,n}, J = {1,2,...m} e L = {1,2,....,k} com n,m,k € Ne
n,m,k > 2, entao com as consideragoes dos itens acima pode-se escrever o método

construtor 4.2 tal como segue

A
Zaz [Z akg, (z; o 1 : (4.12)
=1

A expressao 4.12 é denominada de método construtor de fd’s pelo soméatério ponderado

de poténcias de somatérios ponderados de fd’s generalizadas.

Teorema 15. Sejam Iy, (r; 0u) = Fz(x;04) € Fz uma fd identificdvel para todo i € 1
eleLcoml={12..,n}el={12 .k} A fdexpressa em (4.12) com os termos

mencionados neste teorema € nao identificdvel.

Demonstracao. Provar-se-4 que o método construtor 4.1.5 é nao identificavel. Seja a

expressao seguinte
k

Z aF(z; o)

=1
¢é nao identificavel pelo teorema 11, pelo Lema 4 a expressao

o= foved]

¢é nao identificavel e pelo Teorema 11 a expressao
Aj
Folip) = 32 [S o)
7j=1 Li=1
é nao identificavel.

Portanto, o método construtor 4.1.5 acordando com as condi¢oes do Teorema 15 é

nao identificavel. ]
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4.1.6 Método construtor de fd's pelo somatério ponderado de poténcias de fd's

generalizadas somado ao produtério de poténcias de fd's generalizadas

Considere a fd Fg(z; p), sendo G subfamilia da familia F e também com p € a,

considere o método construtor 4.2 com as aplicagoes descritas nos itens abaixo:

e« ¢g=0paratodo!l e L —{ly} tal que ly € L é fixo e ¢, = 1;

e \j=0paratodoiel—{ign}tejeJtal queipe I éfixoe \;; =1 para todo
jed.

Sejam [ = {1,2,..,n}, J = {1,2,...,m} e L = {1,2,....,k} com n,m,k € Ne

n,m,k > 2, entdo com as consideragoes dos itens acima anteriores se pode escrever
n—1 )\ij m >‘n7'
Fg(z;p) =Y ai |[Fo, (w500)| " + an [ [Foo, (007)] (4.13)
i=1 j=1

A expressao (4.2) é o Método construtor de fd’s pelo somatério ponderado de poténcias

de fd’s generalizadas somado ao produtério de poténcias de fd’s generalizadas.

Teorema 16. Sejam Iy, (v; o) = Fz(z; a5) e Fz uma fd identificdvel para todo i € 1
ejeJcoml={12..n}ted=1{12,..m}. Entio, o método 4.1.6 considerando o

descrito neste teorema € nao identificdvel.

Demonstragio. Pelo Lema 4 e pelos Teoremas 12 e 13, tem-se que 4.13 obedecendo as

restrigoes explicitadas no Teorema 16 é nao identificavel.

Portanto, o Teorema 16 esta provado. O

4.1.7 Método construtor de fd's por sucessivas composicoes de funcoes f's

da fd generalizada

Seja a fd Fg(x; p) como resultado das sucessivas composicoes de funcoes f’s da fd

generalizada tal como expresso a seguir:

Fyx(z;p) = frofao fso..o fulFg(z;a)l = fi{fa{fs{.. {/ulFg(z; )]} .. }}} (4.14)

em que f; : [0,1] — [0,1] é uma func¢do paramétrica ou nao para todo 1 < i < n com
n € N.

A composicao Fy(z; ) é identificdvel ou ndo a depender da regra de correspon-

déncia da referida composicao, este tema ja foi discutido no Capitulo 3 desta tese. A
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construcao de métodos construtores de fd’s sem o emprego do crivo da identificabilidade
pode ocasionar problemas na identificabilidade da medida de probabilidade encontrada e

conduzir a sérios problemas de estimabilidade.

4.1.8 Conclusao do Capitulo 4

Nos artigos de Teicher (1960), Teicher (1961), Teicher (1963), que discutem misturas
de fd’s, ¢ de suma importancia considerar restricoes para garantir a identificabilidade.
Essas restrigoes sao minuciosamente detalhadas na subsecao 2.3. Com base no contetido
apresentado neste capitulo, para se obter misturas de fd’s nao uniparamétricas, é prudente

empregar distribui¢oes pertencentes a familias distintas.
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5 Um Estudo sobre Identificabilidade da Fa-
milia T-G-X de Distribuicoes

5.1 Um estudo da identificabilidade em alguns subcasos da familia
T-G-X de distribuicoes

Nas subsecoes subsequentes, serdo apresentados e analisados, em termos de identifi-
cabilidade paramétrica, alguns subcasos da familia T- G-X de distribui¢oes de probabilidade,

conforme descrita na revisao de literatura desta tese.

5.1.1 A classe de distribuicdes de probabilidade Fy;-(G1,G2) e um estudo de
identificabilidade

Considere o método T-G-X com H = {Fy(z) : € R} sendo uma familia de fd’s
nao-paramétricas. Sejam g [Fg(x; B)] e h[Fa(x; )] fungoes tais que g, h : R — R. Ainda,
g e h sdo expressas por

olFols ) = 25 s

h[Fpm(z; a)] =log [l — Fum(x; a)] .

A partir do método T-G-X pode-se ser escrita a fd
glFg (z;B)]
Fr(a;0)= [ " dFx(a) = Fu (g [Fo(w; B} — Fu (b [Fu(m e} (5.)
‘M (x50
Teorema 17 (A classe de distribui¢des de probabilidade Fy-(G1, Gs) é identificavel). Se
Fg(z;+) e Fa(x;-) pertencem a familias identificdveis, entdo a classe de distribuicoes de

probabilidade Fy-(G1,Gs) € identificdvel.

Demonstragio. Sejam 0,0 € OF tais que 8 = (a, 8) e § = (¥, &). Por hipétese as fd’s

Fg(z;-) e Fap(x;-) sao identificaveis, entao pela Defini¢ao 19 tem-se
Fo(z;8) = Fg(2:§), Vi €R= B=§ ¢ Fu(wia)=Fulzy), VreR=a=1,

entao

Fyy{g[Fg(w; B)]} — Fru{g[Fo(z:8)]} =0, Ve eR= B =¢ (5.2)
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Fy{h[Fm(z; o)l = Fy{h[Fum(zi)]} =0, Ve ER = a=1. (5.3)
A partir das sentengas 5.2 e 5.3 pode-se escrever que
Fy{g[Fo(x; B)|} — F{h [Fu(z; )]} =
B {g[Fo(x; O} — Fud{h[Fm(z; )]}, VeeR= =€ e a=4¢. (54

Note que a sentenca 5.4 pode ser reescrita como

glFg (z;B)] glFg(z;6)]
/ dFH(x):/ dFy(x) =B =€ e a=1.
h[Fpm(z;a0))] R[Faq(z59))]

Pela contrapositiva de 5.4 implica em

Fg(x;8)] glFg(w;€)]
0%5;»/ (dFu(a 7&/ dFy ().
h[Fa(z;00) h[Eam(z39))]
Portanto, pela Defini¢ao 9 pode-se concluir que a fd Fx(x;-) é identificavel. n

Exemplo 13 (A classe de distribuigoes de probabilidade Normal-(Gy, G5) e um estudo de
identificabilidade). Considere a classe de distribui¢oes de probabilidade Fy-(G1,Gs) com
H = {Fy(z) : 2 € R} sendo uma familia de fd’s nao-paramétricas da distribui¢ao normal
padrao (®(x)).

A classe de distribuicoes de probabilidade Normal-(G1,G3) pode ser escrita como

glFg(z;B)]
Fe(r:0)= [ d2() =@ {g[Fo(r: )]} =@ {h [Fu(ma}  (55)
'M(z;a
A expressao 5.5 € conhecida por “Normal-(G1, G2) Class of Probability Distributions”
e foi apresentada por Silveira et al. (2023).

Proposigao 5 (A classe de distribuigdes de probabilidade Normal-(G1, G2) é identificavel).
Se Fg(x;-) e Fapq(x;-) pertencem a familias identificdveis, entdo a classe de distribuicoes
de probabilidade Normal-(G1,Gs) é identificdvel.

A Proposicao 5 foi apresentada por Silveira et al. (2023); contudo, a prova fornecida
no mencionado artigo carece de correcao para ser considerada valida. No entanto, com

base no Teorema 17, a validade da Proposicio 5 é estabelecida.
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5.1.2 A classe de distribuicoes de probabilidade F-G e um estudo de identi-
ficabilidade

Considere o método T-G-X com H = {Fy(x) : x € R} sendo uma familia de fd’s
de probabilidade nao-paramétrica. Sejam g [Fg(z; 8)] uma funcio tal que g : R — R e

h :R — —oo uma fung¢do constante, ainda g é expressa por

i 2Fw:B) 1
1P = Rt - o B

agora o método gerador T-G-X pode ser escrito como

glFg (z;8

Fra )= [ () = Fulo (Fo(a: ). (5.6

—00

A expressao 5.6 serd denominada por Classe de distribuicdes de probabilidade
F3-G.

Teorema 18 (A classe de distribui¢oes de probabilidade Fy-G ¢ identificavel). Se Fg(x;-)
pertence a uma familia identificavel, entao a classe de distribuicoes de probabilidade Fy-G

¢ identificdvel.
Demonstracao. Sejam a, B € Og e por hipdtese Fy é identificavel, entao se

Fo(r;a) = Fg(a;8), Ve e R= a = .

Por g ser injetiva e pela sentencga anterior, tem-se que

glFo(v; )] = g[Fg(; B)], Ve ER= = .
Por Fy ser identificavel e pela sentenca anterior, tem-se que
Fy{gFg(z; )]} = Pu{g[Fo(z;: B)]}, Ve eR= a= 8.

Pela contrapositiva da sentenca anterior, tem-se que

a# B = Fy{g[Fg(z;a)l} # Fy{g[Fg(z; B)]},
para um conjunto de medida de Lebesgue nao nula.
Portanto, a classe 5.6 é identificavel. O

Exemplo 14 (A classe de distribui¢oes de probabilidade Normal-G e um estudo de
identificabilidade). Considere a classe de distribuicoes de probabilidade Fy-G com H =
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{Fy(z) : x € R} sendo uma familia de fd’s de probabilidade ndo-paramétrica da normal
padrao (®(x)). A classe de distribuicoes de probabilidade Fy-G pode ser escrita como

Fra:0) = [ da@) = 0 g (Fo(a: 9))]. (5.7

—00

A expressao 5.7 é conhecida por “Normal-G Class of Probability Distributions” e
foi apresentada por Silveira et al. (2019).

Proposigao 6 (A classe de distribui¢oes de probabilidade Normal-G ¢ identificdvel). Se
Fg(x;-) pertence a uma familia identificivel, entio a classe de distribuigoes de probabilidade

Normal-G é identificdvel.

A Proposigao 6 foi apresentada em Silveira et al. (2019) e pode ser tratada como

um corolario do Teorema 18.

5.1.3 A classe Fy(x)-Tangente-G de distribuicGes de probabilidade e um
estudo da identificabilidade
Seja 0 método T-G-X com H = {Fy(z) : © € R} sendo uma familia de fd’s de

probabilidade nao-paramétrica. Sejam ¢ [Fg(z;8)] uma fungao tal que g : R — R e

h : R — —oo uma fung¢ao constante, ainda g é expressa por

9[Fg(w; B))] = tan [r (Fg(x; B) — 1/2)]

agora o método gerador T-G-X pode ser expresso por

Frw:0) = [ aBy(a) = Fulo (Fo(w: 8)] 5:5)

—0o0

A expressao 5.8 pertence a classe de distribuigoes Fy-tangente-G, que um subcaso
da T-G-X (BRITO et al., 2019).

Teorema 19 (A classe de distribuicoes de probabilidade Fy-Tangente-G ¢é identificavel). Se
Fg(x;-) pertence a uma familia identificivel, entio a classe de distribuicoes de probabilidade

F3-Tangente-G € identificdvel.
Demonstragio. Sejam a, B € Og e como Fy [g (Fg(x;+))] é injetiva, pode-se inferir de 5.8
que

tan 7 (Fg(7; ) — 1/2)] = tan [7 (Fg(z; B) — 1/2)] = Fg(z; ) = Fg(w; 8) = a = B,
pela Defini¢ao 19.

Portanto, se a # B implica em Fg(x; ) # Fg(x; 3) pode-se concluir que 5.8 é
identificavel. O



60

Exemplo 15 (A classe Normal-Tangente-G de distribuigoes de probabilidade e um estudo
da identificabilidade). Considere a classe de distribuicoes de probabilidade Fy-Tangente-G
com H = {Fy(z) : € R} sendo uma familia de fd’s de probabilidade nao-paramétrica da
normal padrao (P(z)). O método 19, com Fy sendo a distribuicao normal padrdo, pode

SET ETPTESSO POT
9[Fg (;8)]
Fra;0)= [ 7 d@(a) = @[g (F(: B)]. (5.9)

A expressio 5.9 € conhecida por “The normal-tangent-G class of probabilistic

distributions” e foi introduzida por Silveira et al. (2020).

Proposicao 7 (A classe de distribui¢oes de probabilidade Normal-Tangente-G é identifi-
cavel). Se Fg(x;-) pertence a uma familia identificivel, entao a classe de distribuicoes de

probabilidade Normal-Tangente-G € identificdvel.

A Proposigao 7 foi apresentada em Silveira et al. (2020) e também precisa do

Teorema 19 para ser validada.

5.1.4 Estudo de identificabilidade em casos particulares da Familia T-X de
distribuicoes

Considere o método gerador distribuicoes e classes de distribui¢oes de probabilidade
no caso univariado T-G-X. Considere h (z) = a uma func¢do constante e ndo-paramétrica
com a € R e seja g uma funcao diferenciavel com dominio em uma unica G;, em que
ip € [1,m] com iy é fixo. Se Fy(x; p) for continua e diferenciavel, entdo a familia T-X de

distribuig¢oes pode ser escrita como:

g [ngo (304 )]

Fr_x(z;0) :/

a

dFy(z;p) = Fyy g (2;05,) ; p] — Fyy la] =

Fy (2;68) — Fy (a; p) (5.10)
em que Fy (a;p) =0,0 = (,p) e 6 =(0;,,p).

Exemplo 16. Considere o membro da familia T-X de distribuicoes de probabilidade abairo

g [ngo (305 )}

Fr_x(z;0) = / dFy(z; p) (5.11)

em que Fy(x;a,5) =1 —exp [— (ax)ﬁ] com p = (a, ), Fg, (r;a,b) =1 —exp {— (ax)b]
Seja g uma fungdo tal como seque g {ngo (x; 01‘0)} = - log{l — Fg, (; 91-0)} e considere
n = 0; levando em considerecao as condicoes descritas neste pardgrafo a expressao 5.11

pode ser escrita como:

Ruow(aio) = [T

i 1—exp |- (ay)’] }. (5.12)
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A expressio (5.12) é um caso particular da familia introduzida por Alzaatreh e
Ghosh (2015) e denominada de “On the Weibull-X family of distributions”.

Serd provado que a distribuicao de probabilidade Weibull-Weibull (Fyy_w(x;-) ) €
nao identificivel. Sejam o = (a1,b,a1,8),8 = (az,b, as, B) € Ow_yy tais que ay # as €

a1 # an. Usando a hipotese se tem
b b
(a1z)” # (azz)”.
Entretanto,

3 o # o (a12)” = s (asz)’ = Fy_w(z; ) = Fy_w(z; B).

Portanto, ©Ow_yy € ndo identificdvel.

Exemplo 17. Considere o membro da familia T-X de distribuicoes de probabilidade a
sequir

g [ngo (%305 )}

Frox(x:0)= [ dFy(z: p) (5.13)

em que Fy(v;a,8) = 1—exp [—a (2)°] com p = (a, B), Fy, (v10,b) = 1 —exp |- (a/2)"].
Seja g uma fungao tal como seque g {ngo(x; 910)} = —log {ngo (x; Oio)} e seja n = 0;
considerando as condicoes de contorno deste pardgrafo a expressdo 5.13 pode ser escrita

como:

Fy_ow(z;0) = 1 —exp [—Oz (y)ﬂ}} = {1 — exp {—a (a/x)bﬂ” .

(5.14)

/log{{lexp[m/w)”]}} 1

0

A expressao (5.14) corresponde a um caso especifico da familia de distribui¢oes
introduzida e analisada por Tahir et al. (2016), denominada "A new Weibull-G family of
distributions’. De acordo com Cole (2020), quando dois parametros presentes no modelo
aparecem como um produto, ndo € possivel estimd-los individualmente; somente o produto
dos parametros pode ser estimado. Fsse tipo de modelo ¢ classificado como redundante em
relacao aos parametros, ou seja, 0s parametros sao considerados nao identificiveis. Um

fenémeno andlogo foi observado no Fxemplo 2.

Portanto, Oy _1yw € ndo identificavel.

5.1.5 Conclusdo do Capitulo 5

Neste capitulo, foram apresentados teoremas que garantem a identificabilidade de

trés subclasses da familia T- G-X de distribui¢oes. Além disso, foram analisados alguns



62

subconjuntos da familia T-X de distribuig¢oes que enfrentaram problemas em termos de
identificabilidade.

Conclui-se, portanto, que a introducao de uma nova classe ou familia de fd’s requer
a garantia da identificabilidade para que se torne uma ferramenta 1til em futuros projetos

de pesquisa para os pesquisadores interessados no tema.
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6 Conclusao

No Capitulo 3 desta tese de doutorado, foram delineadas defini¢bes que formalizam
conceitos muitas vezes implicitos e nao explicitados na teoria da identificabilidade para-
métrica. Essas defini¢goes abarcam termos como subfamilia, vetores encaixados, vetores
gerados por outros vetores, entre outros. Além disso, os teoremas, lemas, corolarios e
proposicoes apresentados neste capitulo servem como diretrizes para a classificagao da
identificabilidade de uma distribui¢ao ou classe de distribui¢oes de probabilidades. Essa

classificacao pratica é exemplificada nos diversos exemplos e discussoes ao longo da tese.

No Capitulo 4, o autor desta tese introduz um método construtivo de fd’s por meio
da combinacao, seja por soma ou multiplicacao, de distribui¢coes generalizadas. Diversos
subcasos desse método foram analisados em termos de identificabilidade. Tal investigagao
foi conduzida por meio de teoremas, lemas, proposi¢oes e corolarios introduzidos neste
capitulo, evidenciando que algumas misturas de distribui¢oes sao identificaveis, enquanto

outras, frequentemente empregadas em pesquisas diversas, nao o sdo.

No Capitulo 5, é conduzido um estudo detalhado da classe de distribui¢oes T-G-
X, a qual constitui um submétodo gerador de distribuigoes e classes de probabilidade
apresentado por Brito et al. (2019). O método T-G-X é delineado, e subcasos (do mesmo)
sao examinados em termos da identificabilidade paramétrica. Teoremas e proposigoes
pertinentes aos subcasos mencionados sdo apresentados para orientar a classificagdo deles

como identificdveis ou néo.

Como contribuicao significativa desta tese de doutorado, destaca-se o enriquecimento
da teoria da identificabilidade paramétrica com formalizagoes e propriedades inovadoras,
previamente nao exploradas na pesquisa e revisao da literatura estatistica. Espera-se
que este trabalho represente uma modesta, porém valiosa, contribuicao para o avanco da

ciéncia neste campo da inferéncia estatistica paramétrica.
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7 Trabalhos Futuros

Para futuras investigac¢oes, varias direcdes de pesquisa podem ser exploradas com

base nos resultados e contribui¢oes apresentados nesta tese. Algumas sugestoes incluem:

» Extensao das formalizagoes tedricas: Continuar a explorar as formaliza¢oes intro-
duzidas no Capitulo 3, investigando outras facetas da teoria da identificabilidade
paramétrica e desenvolvendo novas defini¢oes e teoremas que possam aprofundar o

conhecimento sobre o assunto;

» Explorar aplicagoes praticas do método construtivo de fd’s introduzido no Capitulo
4 em diferentes dominios, como modelagem estatistica e analise de dados, a fim de

avaliar sua eficacia e aplicabilidade em cenarios do mundo real;

« Investigar outras classes de distribui¢oes além da T-G-X discutida no Capitulo 5,
analisando sua identificabilidade paramétrica e buscando possiveis extensoes ou

generalizagoes que possam ampliar o escopo de aplicagao dessas distribuicoes;

» Realizar aplicagoes das teorias desenvolvidas nesta tese, empregando conjuntos de
dados reais para testar a identificabilidade de distribuicoes em diversos contextos e

cenarios.
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