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Resumo

Processos de renovagao generalizados (PRG) sao ferramentas poderosas para a modelagem
de sistemas reparaveis. Eles permitem uma avaliacao da qualidade das intervencgoes reali-
zadas, bem como a previsao do tempo de ocorréncia de eventos indesejaveis, incorporando
a fase de melhoria, estabilidade ou deterioracao do sistema de interesse. Da literatura
sobre o PRG, observa-se o desafio de desenvolver um teste de aderéncia simples para o
PRG, bem como intervalos de confianca para seus parametros. Esta tese apresenta um
modelo matematico capaz de fornecer analise estatistica para o modelo PRG baseado na
distribuigao Weibull (PRGW). A esséncia deste modelo estd em converter o PRGW em um
Processo Homogéneo de Poisson (PHP), por meio da introduc¢ao de uma lei de poténcia
generalizada. Uma caracteristica importante dessa transformagao é que o conjunto das
variaveis obtidas além de serem identicamente distribuidas também sao independentes
entre si. A partir dai, propde-se um teste de aderéncia simples para o PRGW, o qual
testa a aderéncia da distribuigdo Exponencial sobre os dados transformados (por exemplo,
utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov ou de Bartlett). A fim de estudar o desempenho
do teste de aderéncia proposto para o PRGW em termos de ambas as taxas dos erros
tipo I e tipo II, sdo realizadas simulagoes referentes ao PRGW e ao PRG baseado na
distribuigdo Uniforme. Ainda com base nesta transformagao, é possivel construir intervalos
de confianca assintoticos para os parametros do PRGW. A transformacao ainda possibilita
a obtencao de uma férmula fechada para os £ momentos do modelo PRGW, permitindo
assim uma comparagao com a distribuicao Normal e fortalecendo ainda mais a ideia dos
intervalos de confianca assintéticos para o modelo PRGW. O desempenho do teste de
aderéncia e dos intervalos de confianca assintéticos também sao analisadas através de
casos reais da literatura envolvendo instalacbes maritimas, sistemas de para-brisa e de
transformadores. A partir desses dados, pode-se concluir que o teste de aderéncia proposto
para o PRGW tem o desempenho semelhante aos testes de aderéncia em geral, sendo que
os intervalos de confianca assintoticos sao adequados apenas nos casos que satisfazem as
condigoes estabelecidas neste trabalho. Por sua vez, os casos reais indicam que alguns

casos particulares do PRGW devem ser evitados em algumas circunstancias.

Palavras-chaves: Processos de Renovagao Generalizados. Distribuicao Weibull e Distri-
buicdo Exponencial. Transformacao por Lei de Poténcia. Teste de Aderéncia. Momentos.

Intervalos de Confianca Assintoticos.






Abstract

Generalized Renewal Processes (GRP) are a powerful formalism for modelling repairable
systems. They enable one to evaluate the quality of the performed interventions as well as
to forecast the time to occur undesirable events. From GRP literature, one can see the
current challenge of studying the goodness of fit of GRP models as well as the confidence
intervals for GRP parameters. This thesis presents a mathematical model able to provide
essential statistical analysis to the Weibull-based generalized renewal processes (WGRP).
The essence of this model is to convert the WGRP in exponentially distributed variables
(leading WGRP to Homogenous Poisson Processes (HPP)) by means of a generalized
power law. An important feature of this transformation is that the resulting variables
are independent and identically distributed to each other. Thereafter, a goodness of fit
test is proposed to WGRP, where the adherance of the Exponential distribution to the
transformed data is verified (via the Kolmogorov-Smirnov or Bartlett test, for instance). In
order to study the performance of the proposed goodness of fit test for WGRP in terms of
both type I and II error rates, simulated Uniform-based GRP and WGRP realizations are
studied. Also based on this transformation, constructed asymptotic intervals for PRGW
parameters. The transformation also allows a closed form for £ moments of the WGRP,
thus allowing a comparison with the normal distribution and further strengthening the
idea of asymptotic intervals for PRGW. The usefulness of the goodness of fit test and
asymptotic intervals are also illustrated by means of real world cases involving offshore,
windshield, and transformer facilities. From the simulations, one can conclude that the
proposed goodness of fit test for WGRP has performance similar to the goodness of fit
test in general, being that asymptotic intervals are appropriate only in cases that meet
the conditions established in this work. In turn, three real cases indicate that particular

WGRP alternatives might be avoided in some circumstances.

Key-words: Generalized Renewal Processes. Weibull and Exponential Distributions.

Power Law Transformations. Goodness of Fit Tests. Moments. Asymptotic Intervals.
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1 Introducao

Uma das caracteristicas desejaveis de um sistema ¢é que ele apresente vida util de
duracio elevada e que neste periodo ele esteja isento de falhas. E claro que isso dificilmente
sera alcancado, pois as limitagoes de ordem bioldgica, fisica, econdmica e social impoem
restricoes a vida 1til de sistemas, possibilitando falhas, mesmo depois de intervencoes de

reparo ou de manutencoes.

Por isso, as organizagoes foram convidadas a ser protagonistas do desenvolvimento
sustentavel através da otimizacao de seus sistemas de produc¢do no que diz respeito as
questoes sociais, ambientais e econdmicas. Assim, a minimizagao dos custos de producao e a
probabilidade de ocorréncia de eventos indesejaveis, como residuos e emissao de substancias,
tém sido tao importante como se prevenir contra perdas e acidentes, enquanto maximiza
os niveis de producao e a longevidade dos equipamentos e maquinas. Tal eficiéncia e
controle de qualidade sao inevitavelmente influenciadas por aspectos ambientais, bem

como operacionais, geralmente envolvendo elementos estocasticos.

A modelagem dos processos estocasticos subjacentes a esses sistemas é fundamental
para a prevencao de eventos indesejaveis e a realizacao do controle de qualidade. Como
ilustragao, a natureza estocastica da precipitacdo domina o balango hidrico de sistemas
de aproveitamento de dguas pluviais (UNAMI et al., 2015); as flutuagdes estocasticas
de variaveis relevantes tém sido uma das principais problematicas para a correta gestao
das condigoes de funcionamento em reatores quimicos (REVERBERI et al., 2008); as
incertezas inerentes aos processos de geracao de energia edlica tém impedido sua expansao
(WU et al., 2016); a eletricidade gerada a partir de biomassa florestal também é dependente
do tempo de variagdo na sua qualidade e disponibilidade (SHABANI; SOWLATI, 2016).
Além disso, a incerteza intrinseca a operacao, a deterioracdo, a restauracao e a substituicao
de equipamentos também tem sido fundamental para uma produgao mais limpa (UNAMI
et al., 2015).

Processos pontuais estao entre os formalismos estatisticos mais adotados para
modelar tipos de intervencao por processos estocasticos, onde o tempo de parada associado
as intervencgoes ¢ insignificante em relagdo ao tempo total operacional. Sob esta perspectiva,
0 processo estocdstico em relagao aos instantes das intervengoes do sistema pode ser
expresso em termos da funcdo de contagem (isto é, o nimero de intervengoes conforme a
evolugao do tempo t), N; (MODARRES; KAMINSKIY; KRIVTSOV, 2009), dos tempos



entre as intervengdes X = (Xi,...,X;, ..., X,) ou dos tempos até a intervencao T =
(Ty,...,T;,...,T,), por exemplo. O termo tempo pode representar genericamente qualquer
unidade de medida sobre a qual as intervengoes sao observadas (por exemplo, metros,
segundos, quilogramas, metros cibicos, e assim por diante). Sob este ponto de vista, cada
acao de interven¢ao normalmente visa a melhoria ou a recuperacao do sistema, de acordo

com uma determinada métrica de desempenho.

O Processo de Renovagao Generalizado (PRG) tem estado na vanguarda dos proces-
sos pontuais. Essa modelagem ¢é tradicionalmente feita acrescentando-se um parametro de
rejuvenescimento ¢ no conjunto de parametros da distribuicao de probabilidades subjacente
ao processo estocastico. Essa ideia foi primeiramente apresentada por Kijima e Sumita
(1986) que introduziu o conceito de idade virtual, uma funcdo que opera sobre a idade real

do sistema via q.

Especificamente, se ¢ = 0 o PRG representa um Processo de Renovagao (PR), onde
cada intervencao leva o sistema a uma condi¢ao de “tao bom quanto novo”; agora, ¢ = 1
representa um Processo Nao-Homogéneo de Poisson (PNHP), onde cada intervencao leva
o sistema a uma condicao de “tdo ruim quanto velho”. Uma vez que o processo estocéastico
foi modelado através de um PRG, de acordo com um dado método de estimagao (por
exemplo, via maxima verossimilhanga ou inferéncia Bayesiana), a¢oes de intervengao
otimizadas podem ser planejadas (STADJE; ZUCKERMAN, 1992; MAKIS; JARDINE,
1993; KOBBACY; JEON, 2002), assim como métricas quantitativas para avaliacao do
sistema sao fornecidas (KAMINSKIY; KRIVTSOV, 2000; KIJIMA; MORIMURA; SU-
ZUKI, 1988; FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO, 2015). Neste contexto, a aderéncia do
modelo PRG ao conjunto de dados de desempenho disponiveis (uma realizagdo de X)

x = (z1, -, 2+ ,Zy,), desempenha um papel fundamental para a deciséo.

Uma série de testes de aderéncia foram desenvolvidos para os modelos particulares
do PRG, isto é, PR e PNHP (KLEFSJO; KUMAR, 1992; LAWLESS; THIAGARAJAH,
1996; GAUDOIN; YANG; XIE, 2003; MURTHY; XIE; JIANG, 2004; EBELING, 2004).
Por outro lado, parece nao existir um teste de aderéncia para o PRG generalizado (isto é,

para qualquer valor de ).

Assim como uma série de ferramentas matematicas foram desenvolvidas para as
analises estatisticas dos casos particulares dos PRG, isto ¢, PR e PNHP, tais como: intervalos
de confianca assintoticos (YAGOUTTI et al., 2001; METTAS; ZHAO, 2005; GAUDOIN;
YANG; XIE, 2006; GUO et al., 2007; PANAHI; ASADI, 2011) e uma férmula fechada
para célculo do primeiro momento (FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO, 2015). Porém,
nao foram encontrados na literatura trabalhos que obtivessem intervalos de confianca

assintéticos e nem férmula fechada para os £ momentos centrais para o modelo PRGW.



A fim de resolver esse problema, o presente trabalho propoe um teste de aderéncia
para o PRG baseado na distribuigdo Weibull (PRGW), uma férmula fechada para os k
momentos (centrais) e intervalos de confianga assintdticos para os pardmetros do PRGW.
Todos esses resultados sao baseados numa transformacao da varidvel que representa o
tempo entre intervencoes, através de uma funcao lei de poténcia generalizada, proposta no
trabalho.

O PRGW tem sido o principal modelo PRG adotado pela literatura. Nesse caso, o
conjunto de pardmetros do modelo PRGW («, 3, ¢) representa medidas de escala, forma e
rejuvenescimento, respectivamente. Até o momento, varios autores vém trabalhando em
ajustar e aplicar o modelo PRGW (KRIVTSOV, 2000; YANEZ; JOGLAR; MODARRES,
2002; METTAS; ZHAO, 2005). A pesquisa de Tanwar, Rai e Bolia (2014) traz outras
referéncias para este tema. Devido a falta de um teste de aderéncia para o PRGW, estes
autores vem inadvertidamente assumido que a distribuicao Weibull como subjacente ao
processo estocastico sob estudo. Na verdade, poucos estudos foram desenvolvidos para
avaliar efetivamente um teste de aderéncia do PRGW para os dados de desempenho do
sistema. Em alguns casos onde o problema é abordado, os pesquisadores recorreram a
testes de aderéncia bastante sofisticados, como aproximagoes de bootstrap (LANGSETH;
LINDQVIST, 2006), ou até mesmo processos pontuais alternativos envolvendo tendéncias
intrinsecas ao sistema (tais como o crescimento da confiabilidade ou deterioracao) e efeito
das intervengoes (GUO et al., 2007).

O teste de aderéncia para o PRGW proposto se baseia principalmente em uma
transformacao por lei de poténcia generalizada dos intervalos entre as intervengoes e as
respectivas idades virtuais (OLIVEIRA; CRISTINO; FIRMINO, 2016). Especificamente
a transformacao sugerida generaliza a relagdo bem conhecida entre as variaveis Weibull
com os parametros de escala « e forma § (WEIBULL, 1951) e a varidvel exponencial
(com média ), onde § = o®. Apés a transformacdo o teste de aderéncia simples para a

distribuicao Exponencial é aplicado.

Se considerar o caso particular ¢ = 0 para o PRGW (ou seja, o PR que segue
uma distribuigdo Weibull de dois pardmetros), as condigoes para construcao dos intervalos
de confianga assintdticos sao satisfeitas (KOTZ; JOHNSON; READ, 1988, p. 551). De
acordo com Johnson, Kotz e Balakrishnan (1994, p. 659), essas condi¢oes também sao
satisfeitas para a distribuicao Weibull com trés parametros, sendo satisfeita apenas quando
o pardmetro de forma é maior do que 2. Outros autores como Cohen e Whitten (1988,
p. 48) computaram os elementos da matriz de covariancia; Balakrishnan e Cohen (1991,
p. 125) também trabalharam com intervalos de confianga assintéticos para o pardmetro

de forma com valores maiores do que 2; Harter (1970, p. 104) apresentou expressoes



semelhantes para o caso onde a amostra disponivel apresenta dados com censura Tipo II.
Resultado semelhante também se encontra em Balakrishnan (1995, Subsegao 24.3) e em
Lockhart e Stephens (1994).

A afirmagao feita no final do paragrafo anterior é semelhante ao resultado obtido
para os intervalos de confianca assintéticos para os parametros do modelo PRGW. Ou seja,
aqui sdo propostos intervalos de confianga assintéticos para os pardmetros («, 3, ¢) com a
restricao de que S deve ser maior do que 2. Tanto os intervalos de confianca assintéticos,
como os k momentos sao calculados por meio de uma transformagao (lei de poténcia

generalizada) do modelo PRGW para uma distribui¢ao Exponencial.

1.1 Motivacao

Durante toda revisao de literatura foram reconhecidas a sofisticacao e as dificuldades
de tratar matematicamente os modelos probabilisticos que envolvem o PRG a partir da
distribuicao Weibull (PRGW). Até o presente momento, os trabalhos nesta area precisam
de elevado suporte computacional para resolver problemas elementares. Por isso, surge
a necessidade de desenvolver métodos alternativos e férmulas fechadas para PRGW que
tornem a abordagem do problema mais simples. Dai, surgiu a ideia de construir uma
transformacao que possibilite estudar o ajuste do modelo PRGW a um certo conjunto
de dados; calcular os seus k£ momentos centrais; construir intervalos assintoticos e varias

outras possibilidades para trabalhos futuros.

1.2 Organizacao da tese

Esta tese esta dividida da seguinte forma. O préximo capitulo traz uma revisao de
literatura sobre o modelo PRG seguindo uma distribuigao Weibull (PRGW), e na secao 2.1
descreve o modelo PRG e suas derivadas; na secao 2.2 descreve o modelo PRGW e seus
resultados mais importantes; enquanto na se¢ao 2.3 sdo descritos as condi¢des para uma
distribuicao assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca. No Capitulo 3 sao
citados os objetivos gerais e especificos que deram origem ao dois capitulos seguintes. No
Capitulo 4 sao apresentadas todas as ferramentas matematicas para analise proposta, onde
a secao 4.1 propoe uma transformacao por lei de poténcia generalizada que possibilita
encontrar um teste de aderéncia para o PRGW na subsecao 4.2.1; os k momentos centrais
na subsecao 4.2.2 e intervalos de confianca assintoticos na subsecao 4.2.3. No Capitulo 5
estao as analises numéricas das ferramentas obtidas no Capitulo 4. Finalmente, o Capitulo 6

traz algumas consideracoes finais.



2 Fundamentacao Tedrica

Neste Capitulo, serao abordados conceitos fundamentais para o entendimento dos
proximos capitulos apresentados neste trabalho. Serdo introduzidos conceitos relacionados
ao PRG e suas derivadas, a distribuicao Weibull, o PRG seguindo uma distribuicao Weibull

e a distribuicao assintética para os estimadores de maxima verossimilhanca.

2.1 Processo de Renovacao Generalizado

Neste trabalho serao usados sistemas reparaveis, no qual suas anélises ocorrerao
através de modelos probabilisticos baseados em processos estocasticos. Um processo
estocastico ¢ uma colecao de variaveis aleatérias indexadas por um conjunto de indices, que
representa, por exemplo, a evolucao temporal de um sistema. Por algum tempo, sistemas
reparaveis foram modelados a partir dos seus tempos entre falhas, utilizando-se a teoria de
processos pontuais como a principal ferramenta. Os modelos mais usados para processos
de contagem de falhas ao longo do tempo de operagao de sistemas reparaveis sao PR,
incluindo o Processo Homogéneo de Poisson (PHP), e o PNHP. Tais modelos nao sao
mais suficientes, pois na maioria das vezes nao satisfazem algumas caracteristicas, que
demandam modelos mais sofisticados (LINDQVIST, 2006).

Geralmente, a qualidade do reparo ocorre com maior frequéncia entre dois casos
extremos: o reparo minimo e o reparo perfeito. Este caso intermediario é conhecido como
o reparo imperfeito. Muitos modelos de reparacao imperfeita tém sido propostos, mas os
usuais sao modelos que envolvem idades virtuais citado inicialmente por Kijima e Sumita
(1986) e Kijima (1989), em que a reparacao ¢ considerada como fator de rejuvenescimento
do sistema. Tais modelos sdo conhecidos como PRG. Assim como o reparo imperfeito
pode ser considerado uma generalizacao do reparo perfeito e do reparo minimo, o PRG
¢ uma generalizagao de outros modelos probabilisticos, como o modelo PR e o modelo
PNHP. Além disso, o PRG permite tratar situagoes que excedem o conjunto de solugoes
compreendidas entre o PR e o PNHP, possibilitando representar também a condicao
“melhor do que novo” e o reparo “pior do que antes”. Para medir estas situagoes, um
parametro de rejuvenescimento, denotado por ¢, toma valores geralmente entre 0 e 1, porém
ele pode exceder este intervalo. Assim, Kijima, Morimura e Suzuki (1988) apresentam
cinco situagoes citadas a seguir para um sistema sob deterioracao apos intervencoes para

os modelos Kijima:



q < 0 : corresponde a uma intervencao que leva a condicao de melhor do que novo,

ja que a idade virtual é menor que a idade real do sistema.

g = 0 : corresponde a uma intervencao perfeita, ja que a idade virtual é sempre
anulada apods a i-ésima intervencao. Em outros termos, as intervencgoes levam o

sistema a uma condicio "tao bom quanto novo", caracterizando o PR;
b )

0 < q < 1 : corresponde a uma intervencao imperfeita, em que a idade virtual é
uma fragdo da idade real. Em outros termos, as intervengoes levam o sistema a uma

condicao intermediaria de restauragao;

g = 1 : corresponde a uma interven¢ao minima, ja que a idade virtual é exatamente
igual a idade real. Em outros termos, a restauragao ¢ minima se leva o sistema a

uma condicao “tao ruim quanto antes da intervencgao”, caracterizando um PNHP;

g > 1 : corresponde a uma intervencao que leva a uma condicao de "pior do que antes",
ja que a idade virtual é maior que a idade real do sistema. Em outros termos, as

intervencgoes trazem o sistema para uma condi¢ao "pior do que antes da intervencao".

Figura 1 — Trés situagoes de intervengoes de acordo com o valor de q.
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Figura 2 — Duas situagoes extremas, com valores de q.
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As trés situagoes intermediarias podem ser ilustradas como na Figura 1, em que
pode ser vista a relacao entre as idades virtual e real. A idade real ndo pode ser interrompida,
mas a idade virtual sofre algum tipo de modifica¢ao de acordo com o valor de ¢ (o efeito

das intervengoes). Também, as outras duas situagoes sao ilustradas na Figura 2.

Uma estrutura matematica para representar a acao do valor de ¢ sobre a idade
virtual foi inicialmente desenvolvida por Kijima, Morimura e Suzuki (1988), como dois
modelos para idade virtual v;. Estes dois modelos sao amplamente conhecidos na literatura

do PRG como os modelos Kijima tipo I e Kijima tipo II, e definidos por:

Kijima tipo I: Vi =v(Xilqg, Vi1) = Vio1 + qX; (2.1)
Kijima tipo II: Vi = 0(Xilq, Vi1) = q(Vioy + X)) (2.2)

em que X; é tempo entre a (i-1)-ésima e a i-ésima intervengao e v(-|-) é a funcao idade

virtual.

No modelo correspondente & Eq. (2.1) considera-se que a i-ésima reparagao pode
remover apenas os danos sofridos entre os tempos da (i — 1)-ésima e i-ésima intervengao.
O modelo correspondente a Eq. (2.2) considera-se que a i-ésima repara¢ao pode diminuir
todos os danos acumulados até i-ésima intervencao. Por isso, é importante distinguir, em
cada problema estudado, o comportamento do impacto das intervencoes feitas no sistema
reparavel. De acordo com as pesquisas feitas por Jacopino, Groen e Mosleh (2004), a escolha
do modelo Kijima tipo I ou Kijima tipo II estéd diretamente relacionada a abrangéncia de

atuacao da intervencao. Ou seja,



e para componentes individuais o modelo mais apropriado ¢ o Kijima tipo I e

e para sistemas complexos (por exemplo, avides, carros, entre outros) o modelo mais

apropriado é o Kijima tipo II.

2.2 A Modelagem do PRGW

2.2.1 A distribuicao Weibull

Seja X = (X1, Xs,--+, X,,) um vetor aleatério, onde cada X; (i = 1,2,--- ,n)
segue uma distribuigdo Weibull (WEIBULL, 1951) com parametros («, /3), ou seja, X; ~
Weibull(a, ), entao a fungao distribuigao acumulada (FDA) do X; é dada por:

1 i)’ >0
Fx,(zi | a, B) = - [_ <O‘) 1 L e (2.3)

0, x; < 0,
em que @ > 0 e § > 0 sdo os parametros de escala e de forma, respectivamente. Em
particular, o k-ésimo momento de X; é dado por:

E(XF) =o*r (1 + g) .

em que I'(+) é a funcdo Gama dada por
['(z) = / t*~te ™t dt; z> 0.
0
Sua propriedade mais importante é dada por I'(z + 1) = 2I'(z).

A distribuigao em (2.3) pode ser escrita na forma paramétrica alternativa, fazendo
A= é, obtendo-se:
- exp [_()\ xl)ﬂ:| y Ly > Oa

Fx,(zi | A, B) = (2.4)
0, z; <0,

Sabe-se que as fungoes (2.3) e (2.4) sao equivalentes, mas dependendo do contexto,
uma representacao paramétrica particular pode ser mais apropriada do que a outra. Por

isso, neste trabalho serd adotada a distribuigao (2.3) como padrao para Weibull.

De acordo com Ebeling (2004, p. 59), a fungdo densidade de probabilidade (FDP)
da distribuicdo Weibull apresenta alguns comportamentos para diferentes valores do
parametro de forma . Por exemplo, para f < 1 a FDP é semelhante em forma a
distribuigdo Exponencial; para valores grandes de § (a partir de § > 3) a FDP se aproxima
de uma distribuicdo Normal; para 1 < § < 3 a FDP é um pouco distorcida; para § =1 a

FDP ¢ igual a distribuicao Exponencial.



2.2.2 0O modelo PRGW

Inicialmente, Smith e Leadbetter (1963) propuseram uma solugdo iterativa para
a equagao de renovagao nos casos em que os tempos entre as intervengoes seguem uma
distribuigado Weibull. A partir dai, a distribuigdo Weibull em (2.3) tem sido determinante
para modelar os tempos entre intervengoes via o formalismo do processo pontual. Por

exemplo:

(i) « > 0, 8 =1, e varidveis independentes em X levam a um PHP baseado numa

distribuicao Exponencial;

(ii) a>0, 8>0(#1) e ¢=1 (intervencdo minima) reflete o sistema a uma condicao
“tao ruim quanto velho” e assim, variaveis dependentes em X conduzem a um PNHP

baseado em uma distribuicao Weibull;

(iii) « >0, 8>0(#£1) e g=0 (intervencao perfeita) reflete o sistema a uma condigao
“tao bom quanto novo” e assim, variaveis independentes e identicamente distribuidas

em X conduzem a um PR baseado em uma distribuicao Weibull;

(iv) a>0,8>0(#1) e {q € R|q # {0, 1}} (intervengoes genéricas) reflete o sistema
a condicoes diferentes de “tdo ruim quanto velho” e “tao bom quanto novo” e assim,
variaveis dependentes em X, conduzem a um PRGW, que envolvem as idades virtuais,

propostas inicialmente por Kijima e Sumita (1986) e Kijima (1989).

Portanto, o PRGW envolve os modelos PHP, PNHP e PR, e desta forma, esta
na vanguarda dos processos pontuais. Na literatura, vem sendo usual ajustar o PRGW
para a analise de sistemas reparaveis, pois os seus parametros sao muito flexiveis. Ver por
exemplo, Yanez, Joglar e Modarres (2002), Jain e Maheshwari (2006), Jiménez e Villalon
(2006), Moura et al. (2007), Wang e Yang (2012), Ferreira, Firmino e Cristino (2015),

entre outros.

Em um PRGW, cada tempo entre intervencoes, X;, segue uma distribuicao Weibull
(2.3) condicionada a idade virtual correspondente, v;_1, e o conjunto de parametros («, 3, q)
representa as caracteristicas de escala, forma e rejuvenescimento do processo, nesta ordem.
Inspirado por autores como Yariez, Joglar e Modarres (2002), pode-se definir a FDA do

modelo PRGW, em termos de T; no ponto (x + v;_1), como segue:
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Fr(z +vie1) — Fry (vi-1)
1 — FTl(Ui—l)

e () ] tres | (5]

1= 1texp |- (2]

—ow |- (=52 e [ (2]
o |- ()]

1 —exp [(Wa‘l)ﬂ - (Hg"ly} , (x4wvi—1) >0,

Fr(x + vy | vic,0,8) =

- (2.5)
0, (QE + "UZ'_1) < 0,

em que v; = v;(q, 1, T2, ..., T,) € T; é o instante que ocorre a i-ésima intervencao.

A FDP de T; no ponto (z + v;_1) é dada por:

fr,(x +vic1 [vic, 0, 8) =

T+ v_1\P! vi—1\ P T+ v_1\?
() () (2222 ], ez
—{« « « « (2.6)

07 (I + Uz;l) < 0,

em que a >0, >0, ¢ € (—o0, +0), e z > 0. A respectiva hazard function é dada por:

le (.I' + V-1 ’ Vi-1, &, 6)
1— FT1($ + Vi1 ‘ UiflaoQB)

hr,(x +vic1 | vy, o, 8) =
) B-1
B (xua) o

! o
Vale a pena mencionar que, em termos da hazard function (2.7), 5 <1 (8 > 1)
reflete um sistema em melhoria (em deterioragao), enquanto que 5 = 1 representa um
sistema estavel. Além disso, para > 1 (f < 1), quanto menor (maior) o valor de ¢
melhores serao as intervengoes (FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO, 2015), uma vez que

v;_1 € diretamente proporcional a q.

Por sua vez, v;_; pode ser também definido como uma funcao do conjunto de
dados de desempenho do sistema em termos de ambos os tempos entre intervengoes
x = (x1,---,x;_1) e a respectiva natureza de tais intervencoes y=(y1, - ,y;—1) (por

exemplo, se planejada ou nao), além do pardmetro ja conhecido ¢. Assim, v;_; =
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v((x1,21), (X2, Y2)s oy (Ti—1,¥i—1) | ¢) Em resumo, Ferreira, Firmino e Cristino (2015)
sugerem que o nivel de restauragao imposta ao sistema por cada intervencao depende
fortemente do respectivo tipo de intervencao, o que resulta no modelo de idade virtual
baseado em Kijima generalizado (KIJIMA; MORIMURA; SUZUKI, 1988; KIJIMA, 1989):

vi = Cy, (vie1 + qri) + (1 = ¢y,)q(viey + 3), (2.8)

em que ¢, € [0,1] e ¢ € (—00, +00). Assim, (2.8) é uma combinagdo linear convexa, de
tal forma que ¢,, = 1 leva ao modelo Kijima tipo I, ¢,, = 0 leva ao modelo Kijima tipo II
e ¢y, € (0,1) leva a mistura entre os Kijimas. Neste trabalho, serdo analisados apenas os

modelos Kijimas tipo I e tipo II.

Dentre os métodos estatisticos de inferéncia classica, o método de maxima veros-
similhanca é preferivel devido as suas propriedades assintéticas. No método de maxima

verossimilhanga as estimativas sao obtidas a partir da maximizacao da fun¢do de verossi-

milhanga (CASELLA; BERGER, 2002).

Assim, usando o conceito de fungao de verossimilhanga, o processo de estimacao
de maxima verossimilhanga é baseado na FDP conjunta de (2.6) e suas derivadas, que é
dado por Yanez, Joglar e Modarres (2002). Entao, de acordo com o teorema do produto, a
FDP conjunta de (2.6) é dada por:

f(x|a,B,q) = fler+vo|ve,a,B): flwa+vi|vy,o,8) - f(@n 4+ Vnoi1 | Vp1, @, B)

= flx1]|o,B) - flzg+vi|(q,21),0,8) - f(xn +vn-1|(q,21.29, ... 2p_1),c, B)

= 5; lﬁ (; +Ui—1)ﬂ_1] exp {—alﬁ

=1

n

(($z + Ui_l)ﬂ — Uiﬁ_l)} s (29)

=1

em que X = {x1,Z9,..., T ..., T, } SA0 tempos entre intervengoes.

Seja £ = In ( f(x|a, B, q)) a funcao de log-verossimilhanca do PRGW. Entao,

n n

(= nn(B) - B In(@)] + (8- 1) In (2 +viy) — alﬂ S (s + v’ = vl) (210)

i=1 =1

Derivando a fungao (2.10) em relagdo a cada pardmetro do PRGW, e depois

igualando a zero, obtém-se as estimativas de Maxima Verossimilhanga (MV) (&, 3, §). Ou

seja,
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50 = Ta tam (i) o
n . n E
Do(wi+01)" =D 07,
— a=|= =l (2.11)

gé = n <; — In(« ) + Zln T; +vi-1) + IHOE? zn: ((xz +vi1) — Uf—l)

=1 =1

aﬁz;(xﬁ—vz 1) In (x; + v;— 1)—2)?11 (vi_l)) -

dB (g + Zh’l (xz + Uz 1 > Z < ZT; + Uz 1 ln (fL‘z + @’i—l) - @Z‘B_l In (@1_1)> =0 (212)

i=1

o & vj_ B < -1 -
og =~ V7Y <+> P CRICER SRRt &)
i=1 1 = =1
N 1 n o n - o
= a” (1 - 3) > (M) -2 (?721 (s + 051) " — 000 11> =0 (213)
i=1 i i—1 i=1

Sao os mesmos resultados obtidos em Ferreira, Firmino e Cristino (2015), s6 que
uma simplificacdo mais rigorosa foi feita. Apesar do parametro ¢ nao estar explicitamente
mostrado nas derivadas, é intuitivo notar que 9;_; é uma fungdo do ¢ em (2.8). Assim,

tem-se:
Oim1 = Cy(Dimo 4+ quic1) + (1 —¢y,) G (Dim2 + 1) (2.14)
by = (0 g+ aicn) + (1 —cy,)(Dig + 21 + §0;_) (2.15)

onde ?;_, é a derivada de primeira ordem de ¢;_; em relagdo ao parametro q.

2.3 Distribuicao Assintética dos Estimadores de MV

2.3.1 Matriz de informacao de Fisher

Seja £(¥) a funcao de log-verossimilhanga para um modelo especifico em um

conjunto de dados composto de n observacoes independentes, mas nao necessariamente
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identicamente distribuidas. Sabe-se que 9 é uma solugdo consistente (veja as condigoes de
regularidade em subse¢ao 2.3.2) da derivada de primeira ordem da equagao de maxima

verossimilhanca 99 - 0. Denota-se por Z(1), a quantidade de informagao esperada por

variaveis aleatorias realizadas em grandes amostras. Entao, em geral

' 92 02 020\
e(-5) =(amm) = ona)
o ) ( (‘9%) ( o >
E(— El-2° ol
I(9) = lim - 00501 03 0920,) | (2.16)
n—oo n,
2 02 02
=(-ana) =) )

em que ¥ = (Vq,7s, -+ ,9,) é um vetor p-dimensional. A matriz I(¥) = nZ(1) é conhecida
como matriz de informagao de Fisher ou matriz de informacgao Esperada (MEEKER;
ESCOBAR, 1998). A definicao em (2.16) s6 é verdadeira se a seguinte identidade for

valida: o0 or o2
Eﬁ(@ﬁi am) = ]Eﬂ(_aﬁiaﬁj)’ 1,J=12,...,p.

2.3.2 Condicoes de regularidade

De acordo com os autores Cramér (1946, Secao 33), Meeker e Escobar (1998,
Apéndice B) e Cordeiro (1999, Subsecao 4.1.3) algumas condigoes de regularidade sao
necessarias para provar as propriedades assintéticas dos estimadores de MV de consisténcia,

unicidade, normalidade, eficiéncia e suficiéncia.

Suponha que wy,wy,...,w, sdo realizagoes i.i.d. de uma variavel aleatéria W;
caracterizada pela familia paramétrica de distribuicbes Fy pertencentes a uma certa

classe F, que dependem de um vetor 9 p-dimensional (p = 1,2,---), J € O. Sejam

fw;|9) e £(¥) = In <H f(w; | 19)) a fungao densidade de probabilidade e a funcao de
i=1

log-verossimilhanca.

As seguintes suposi¢oes serao necessarias no decorrer deste trabalho:

(i) as distribuigoes Fy sao identificaveis, isto é, ¥ # 9" implica Fy # Fy;

(ii) as distribuigdes Fy tém o mesmo suporte para todo ¥ € ©, ou seja, o conjunto
A ={w; f(w|¥) > 0} nao depende de V;
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(iii) existe um conjunto aberto ©; em © contendo ¥, tal que a funcao de densidade
f(w; ), para quase todo w, admite todas as derivadas até a terceira ordem em

relacao a 1, para todo ¥ € Oq;

(iv) para Ey (%) = 0 a matriz de informagao de Fisher I(1) ¢ finita e positiva para todo
RS @1,

(v) as terceiras derivadas da funcao log-verossimilhanga sao limitadas por uma fungao
integravel de W cujo valor esperado é finito. Ou seja, existem uma funcao M;;x(w)

independente de ¥ tais que, para 7,5,k =1,--- ,p,

9 1n f(w] )

000,00, | = M)

para todo ¥ € ©y, onde Ey {M;;1(w)} < 0o

2.3.3 Intervalos assintdticos

De acordo com as condigoes de regularidade citadas na subsecao 2.3.2, e consi-

derando as observacoes i.i.d., e se ¥ é uma solugao consistente da derivada de primeira
. (. o a(d < :

ordem da equacao do log de maxima verossimilhanca # = 0, entao ocorre a seguinte

convergéncia em distribui¢ao (CORDEIRO, 1999):
vn (19 - 00) L2 N, (0, 1—1(190)) :

ou seja, em grandes amostras, a distribuicao de 9 é aproximadamente normal p-dimensional
com vetor média 9y e matriz de covariancia (variancia/covariancia) I~1(dy) = n=1Z71(vy),
em que [(¥y) = nZ(vYy) é matrix de informagao de Fisher, e sendo que Z(vy) esté definida

na subsecao 2.3.1.

Quando o tamanho amostral é grande, a distribuicao assintética N (9, I-1(9)) do
estimador MV 9 do escalar o possibilita construir um intervalo aproximado para este
pardmetro, supondo que (1§ —9) I(9)7"/2 tem distribuicdo N(0, 1), aproximadamente.
Logo, ¥ + =1 ('3)1/ 2 corresponde a um intervalo aproximado de 100(1 — 1)% de confianca
para 9, em que z é tal que ®(z) =1 — %, sendo ®(-) a FDA da Normal reduzida e 1 o
nivel de significincia (CORDEIRO, 1999).

Se considerar o caso particular ¢ = 0 para o PRGW (ou seja, PR que segue uma
Weibull de dois parametros), estas condigoes sao satisfeitas (KOTZ; JOHNSON; READ,
1988, p. 551). Sera mostrado neste trabalho que esta condigdo também ¢é vélido para g # 0

com algumas restri¢oes.
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3 Objetivos

3.1 Objetivo Geral

Propor um modelo matematico que possibilite testar a aderéncia do modelo PRGW
a um conjunto de dados, bem como a construcao de intervalos de confianca para os

parametros do modelo PRGW e outros desdobramentos estatisticos.

3.2 Objetivos Especificos

e Realizar uma revisao bibliografica sobre a modelagem, por processos de contagem,

de Sistemas Reparaveis e aprofundar a discussao mais especificamente nos modelos
do PRG;

e Estudar alternativas que viabilizem a algebra subjacente aos desdobramentos mate-
maticos do modelo PRGW;

e Propor um teste de aderéncia para verificar se o modelo PRGW se ajusta ao conjunto
de dados;

e Construir uma férmula fechada para os k-ésimos momentos (e os k-ésimos momentos

centrais) do modelo PRGW;

e Verificar em que situagao o modelo PRGW se aproxima de uma distribuicao Normal,

a partir dos coeficientes de assimetria e curtose e do terceiro momento central;

e Calcular os intervalos de confianca assintoticos para o PRGW e seus casos particula-

res.



4 Metodologia Proposta

Neste Capitulo, é apresentado o desenvolvimento de resultados que ainda nao foram
abordados na literatura de Processos Renovaveis. Estes resultados sdo indispensaveis para

a evolucao dos resultados do PRG seguindo uma distribuicao Weibull, tais como:

e A possibilidade de uma transformacao por lei de poténcia para o modelo PRGW;

e A proposta de um teste de aderéncia que verifica se a distribuicio PRGW ¢é ajustavel

ao conjunto de dados;

e Os k momentos, que tornaram possivel comparar o modelo PRGW com a distribuicao

Normal, por exemplo;

e Os intervalos de confianga assintoticos para os parametros do modelo PRGW com

algumas restricoes e seus desdobramentos.

4.1 Comportamento do PRGW apds transformacao por lei de po-
téncia

Na literatura encontram-se varios trabalhos que relacionam a distribuicao Weibull
padrao e a distribuicdo Exponencial por meio de um transformagcao por lei de poténcia, por
exemplo, Marshall e Olkin (1967), Sarkar (1987), Johnson, Kotz e Balakrishnan (2000),
Murthy, Xie e Jiang (2004). Mas, na literatura nao foi encontrado nenhum trabalho que

converta o PRGW a uma distribuigdo Exponencial.

4.1.1 A transformacao por lei de poténcia simples

Vérias distribuigoes foram derivadas a partir da distribui¢do em (2.3) tais como:
distribuicao Weibull Exponenciada, distribuicdo Weibull Modificada, distribuicao Wei-
bull Inversa, distribuigdes do Processo Pontual estocastico seguindo uma Weibull (LAT;
MURTHY; XIE, 2006). Especificamente, uma destas distribuigoes advém da transformagao

por lei de poténcia, como segue:

W, = X7 (4.1)
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A FDA de W; é dada por:

Fyw,(w) = POW; < wy) = P (X <w,) = P (X, < w}/*) =

w,
1—€Xp<— Z,>7 w2207
Fy, (wi | o) = o (4.2)
0, w; < 0,

em que «;, 5; > 0. Assim, a partir de (4.2) os W;’s seguem uma distribuicdo Exponencial,
ou seja, W; ~ Exponencial (af i), implicando em XZ-B * ~ Exponencial (af ) (ZHANG;
MEEKER, 2005).

Da mesma maneira, pode-se obter uma distribuicao Weibull multivariada a partir
de uma distribuicao Exponencial multivariada, isto é, se W; = Xf Co EXponencial(aiB ),
entdao X; = Wil/ i~ Weibull(ay, 3;). Este resultado pode ser encontrado em Marshall e
Olkin (1967), Johnson, Kotz e Balakrishnan (2000, p. 407), e para o caso univariado é
encontrado em Johnson, Kotz e Balakrishnan (1994, Cap. 21).

4.1.2 Propondo uma transformacao por lei de poténcia para o PRGW

Agora, seja W; a variavel obtida pela transformacao por lei de poténcia generalizada
do PRGW, que é definida por (OLIVEIRA; CRISTINO; FIRMINO, 2016):

Wi = (X,L + Uz;l)ﬁ — ’Ui'Bfl, (43)

Pode ser observado que (2.5) e (4.3) sdo generalizagoes de (2.3) e (4.1), respectiva-
mente. Ou seja, quando ocorre «; = « e ; = [ de tal maneira que, em (2.3) e (4.1) tem

v;_1 = 0, caracterizando assim o PR.

Por definigdo, se X; + v;_1 é uma variavel aleatéria continua com FDP fr.(x +
Vim1 | vic1, o B) e Wi = (X, + v;_1), em que () é uma fungao estritamente mondtona e

diferenciavel em todos os pontos do seu dominio.

Assim, a FDP para cada variavel W; é definida como:
dx
dw
L dz 1 11
com z = ¢ '(w). Como X; + v;_; = (VVZ + U?_l)ﬁ, tem-se que i B (w + vf_1>ﬁ )
1
Por sua vez, X; > 0 leva a (VVZ + viﬁ,l) # > ;1 = W; > 0. Entdo, a partir de (4.4):

B -4 wl 1 14
fwi(w [ vier, o, B) = B (w+viﬂ—1) 7 exp {_aﬁ] B : (w+U?—1>ﬁ

fw,(wlvie1, a, B) = fr(x+vi_1|vic1, o, F) -

B 1 w
- &eool-3]
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Considerando que 6 = o, tem-se

1
fww|8) = {0 (4.5)
0

com 6 > 0.

Assim como antes (subsegdo 4.1.1), W; ~ Exponencial(§ = o). Portanto, a
novidade da transformagao por lei de poténcia generalizada do PRGW (4.3) proposta aqui,
denominada a seguir por PRGWT, leva o modelo PRGW a condicao de uma distribuicao
Exponencial de varidveis independentes e identicamente distribuidas modeladas por (4.5)
(isto é, um PHP: o mais simples dos processos pontuais alternativos). Tal conquista permite
realizar, por exemplo, um simples teste de aderéncia para o PRGW (subsegao 4.2.1). Este

resultado se encontra no artigo de Oliveira, Cristino e Firmino (2016).

A partir deste resultado, sera construido o seguinte teorema:

Teorema 1 (Transformagao por lei de poténcia generalizada). Seja n um inteiro positivo.
Seja (Wi, W, --- W, um vetor aleatdrio tal que W; = (X; + vi_1)? — vl |, em que X;
condicionada a (i-1)-ésima idade virtual, v;_1, seque um PRGW(«, 3,q). Entao, pode-se

afirmar que:

(a) os W;’s sequem um distribuicio Exzponencial de parametro § = of > 0, isto ¢,

W; ~ Ezponencial(0). Sendo BE(W;) =0 e Var(W;) = 6%;

(b) Wy, Wy, -+ W, sao identicamente distribuidas e sao mutuamente independentes;

Prova:
(a) Apesar deste item ja ter sido provado anteriormente, a seguir serd proposta outra

prova que fortalece ainda mais a ideia da subsecao 4.1.2.

Sabe-se que (2.5) foi desenvolvida a partir de um modelo de reparagao imperfeita
usando o principio do processo de idade virtual para sistemas reparaveis [(KIJIMA;
SUMITA, 1986) e (KIJIMA, 1989)]. Entdo, se um sistema tem a idade virtual v;_;
imediatamente apds a (i—1)-ésima intervengao, entao o i-ésimo tempo entre as intervengoes
X; condicionado a idade virtual anterior no ponto (z; + v;_;) tem a seguinte fungao de

distribuicao condicional:

Fr(z +vie1) — Fry (vie1)
1 — FT1 (Ui—l) ’

P(X;4+vio1 <z +vi1|vi1, o, B) (4.6)
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sendo que X; segue uma distribuicdo Weibull(a, 3). Fazendo W; = (X; +v;_1)? — v’ | em
(2.5), implica em substituir X; +v;_; = (VVZ + Uiﬁ_l)g em (4.6), entao:

P(Wi<w|vi1,0) = P<Xi+vi1§ (w_‘_viﬁfl)g

Vi—1, O, 5)

1
Fr, (w+v1)7) = Pr,(vi1)
1-— FTl(Ui—l)

wto? v’
1 —exp {—W] —1+exp {—;‘,}}

v
1—1+4exp {— ;51}

Assim,

Fw, (w|vi—1, ) = 1—exp [—Ig] , para 6=0a’>0. (4.7)

Facilmente pode ser verificado que a Eq. (4.7) nao depende de v;_; e pode ser escrita

simplesmente como Fyy, (w | 0), caracterizando assim a falta de meméria da distribuigao.

A FDP pode ser obtida pela diferenciagdo em (4.7). Ou seja,

d
fn(w]0) = = Fy(w]6)
T

A partir deste resultado, pode-se afirmar que

EW)=a’=0 e Var(W;) =a* =6

(b) A funcao de verossimilhanga ¢ dada pela Eq. (2.9):

n

f(X|&757Q) = Hsz (xi+vi—1|vi—17a76) (48)
i=1
Agora, para mostrar que as variaveis Wy, W, - -+, W,, sdo independentes entre si,

precisa-se provar que (4.8) implica em

n

f(wl0) = I] fw, (wi0) (4.9)

i=1

Pelo item (a), o lado direito de (4.8) implica no lado direito de (4.9). Agora, sera
provado que o lado esquerdo de (4.8) implica no lado esquerdo de (4.9).
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Fazendo uma mudanca de varidvel em (2.9), isto é, W; = (X; + v;1)® — 07 | e

A

|~

depois resolvendo (X; + v;_1)’s em termos de W’s, obtém-se X; +v; 1 = (WZ + vf_1>
FDP conjunta dos Wy, Wy, - -+, W,,, assim como em (4.4), é dada por:

S (wy, w00 B) = f ((wy+06)7, - (wa +0])7 o, Boq) [ ], (4.10)

em que J, chamado Jacobiano, ¢ igual ao determinante da matriz diagonal n x n dada por:

<w+;> 0 0
1
(w2+vf)3_1 1
PO 5 0 RN
=1 B
0 0 (wn + vn )
6]

Assim, de acordo com (4.10), tem-se que:

Il fw(wi| e, B) = ﬁn[ (wi+vf_1)lé] eXp{_(jﬁiwi}

=1

)

n
= K2

o (wi A+ U@'ﬁfl)%_l ‘
-1

p

1

1 n
- |- i
1 1 &
- For{pa )

Portanto, os Wy, Wa, --- W, sdo independentes e identicamente distribuidas.

4.2 Algumas contribuicoes da transformacao por lei de poténcia

Nesta subsecao, serao apresentadas algumas contribuicoes deste trabalho para
teoria em questao. Tais contribui¢oes foram possiveis gracas ao Teorema 1, como: teste de

aderéncia, os k momentos centrais e os intervalos de confianca assintéticos para o PRGW.

4.2.1 A proposta do teste de aderéncia para o PRGW

A proposta do teste de aderéncia para o PRGW envolve as hipdteses a seguir, que

sao baseadas no conjunto de dados de desempenho x = {xl, ey T ,xn}:

Hy : A amostra x vem de um PRGW;
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H, : A amostra x nao vem de um PRGW.

A partir da ideia da transformacao por lei de poténcia generalizada proposta
em (4.3), o modelo PRGWT ¢ obtido e uma abordagem do teste de aderéncia para o
PRGW pode ser facilmente projetada. No Algoritmo 1 apresenta-se uma visao geral
do teste proposto. De acordo com o conjunto de dados de desempenho x, a funcao
bestWgrpParametersEstimates, na linha 2, pode envolver por exemplo, o método de esti-
magao de maxima verossimilhanga, para definir o conjunto de parametros (o, 3, ¢). Autores
como Ferreira, Firmino e Cristino (2015) recorrem a métodos de otimizagao probabilisticos
para estimar estes parametros. Em seguida, na linha 9, pode-se fazer o uso de testes
de aderéncia adequados para a distribuicao Exponencial na funcao ExponentialPValue.
Por exemplo, o teste pode ser baseado nos testes de Bartlett e de Kolmogorov-Smirnov
(MASSEY, 1951).

Em resumo, argumenta-se que a amostra x possivelmente viria de um PRGW se
sua respectiva transformada do PRGW (w) vem de uma distribuigdo Exponencial; caso
contrario x viria de outro processo estocastico. Obviamente, este teste de aderéncia para a
distribuicao Exponencial poderia ser substituido por um teste de aderéncia para o PHP. Na
presente tese, os testes estatisticos: Kolmogorov-Smirnov (K-S), Bartlett (B), Cramér-von

Mises (C-M), e Anderson-Darling (A-D) sdo adequados para o teste proposto:

1. Estatistica de teste K-S (EVANS; DREW; LEEMIS, 2008)

D' = max [zz — 21} and D~ = max {22-_1 — zz} = D =max (D+,D_)

1<i<n 1<i<n
w; A i—1 2 N . /o
em que z; = 1 —exp ( — ), £i-1 = “— ¢ a frequéncia relativa acumulada empirica de
w
n
: 2w
w; (1=1,2,...,n), ew ===
n

2. Estatistica de teste B (YAGOUTT et al., 2001)

1 n
2n <log(w) - — Zlog(wﬂ)
iz
n+1
6n

I =

1+

3. Estatistica de teste C-M (CSORGO; FARAWAY, 1996)

" 20 —1\* 1
270~ 3, 12n
em que o conjunto (zq),...,%m)) ¢ o conjunto (z,...,z,) colocado em ordem

crescente.
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Algoritmo 1: Uma perspectiva geral da proposta do teste de aderéncia para o
PRGW.
# Entrada:— Amostra de tempos realizados entre as intervengoes (x), de tamanho
n
— O tipo de Kijima para cada intervencao (c,, € {0,1})
— O nivel de significancia do teste de aderéncia para o PRGW (n)
# Saida :— O resultado do teste de aderéncia para o PRGW

1 WerpGoft(x):
/* 0 melhor modelo PRGW ajustado para (x) baseado em determinado

Método de Estimagdo & tomado x/
2 (&, 5,4 — bestWgrpParametersEstimates(x)
/* 0 vetor de transformagdo por poténcia do PRGW
w = (wy, - ,w;, - ,w,) & tomado */
Vg = 0

4 for i < 1 ton do
v; = ¢y, (vim1 + §r;) + (1 —¢y,)§(viey + ;) // Veja o modelo Kijima em

(2.8)

6 w; = (z; —l—vi,l)ﬁ — v?,l // Veja a proposta de transformag3o por
poténcia da PRGW em (4.3)

7 end

/* 0 p-valor, p*, do teste de aderéncia de w para a distribuigdo
Exponencial & tomado */
8 0 = aP
9 p* < ExponentialPValue(w, é) // 0 nivel de significédncia de w para

a distribuig8o Exponencial com média 6
10 if p* > n then

11 Existem evidéncias de que x vem de uma PRGW com parametros
(a757Qacsl7 e acsk)

12 else

13 Existem evidéncias de que x nao vem de uma PRGW com parametros
(&757Qa6817 T acsk)

14 end

4. Estatistica de teste A-D (ANDERSON; DARLING, 1954)

n

1 .
A==y {(2i = DIn(2) + In(1 = 2s1-0)]}
i=1
Considere D a representacao genérica de qualquer uma das estatisticas citadas acima
e d um certo valor de D. O teste de hipdtese é, portanto, baseado em p* = P(D > d| Hy),
que ¢ a probabilidade de observar uma estatistica tao ou mais extrema do que d, partindo-se
do pressuposto que a hipotese Hy é verdadeira. A probabilidade p* é também denominada

de p-valor. Assim, quanto menor o p-valor, menor sera a probabilidade de que x venha
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de um PRGW. Desta forma, a hipotese H, sera rejeitada ao nivel de significAncia de

(n=mno) se p* < mo (vejam as linhas 10 - 14 do Algoritmo 1).

Em Murthy, Xie e Jiang (2004, p. 89), usa-se um teste de aderéncia semelhante a
proposta apresentada neste trabalho. Ou seja, utiliza-se uma mudanca de variavel usando
uma transformagao por lei de poténcia simples (de acordo com a subsegao 4.1.1), em
seguida realiza um dos testes citados anteriormente para verificar se os dados transformados

se ajustam ou nao a uma distribuigdo Weibull (2.3).

Alguns autores discutem as limitacoes dos testes de aderéncia, como por exemplo:
Law e Kelton (2000, p. 356) e Kuhl et al. (2008). Quando o tamanho da amostra é pequeno,
os testes possuem baixa capacidade de deteccao da falta de aderéncia entre os dados e as
distribui¢des tedricas. Acabando por nao rejeitar qualquer alternativa de distribuicao. Por
outro lado, quando o tamanho da amostra é muito grande, uma discrepancia insignificante
dos dados em relacao as distribuigoes tedricas faz com que os testes rejeitem todas as
alternativas de distribui¢oes. Por isso, o teste de aderéncia que esta sendo proposto sera

analisado na secao 5.1 para varios tamanhos amostrais.

4.2.2 Momentos do modelo PRGW

O conhecimento dos momentos de uma distribui¢cao, quando todos eles existem,
¢ em geral equivalente ao conhecimento da distribuicao, no sentido de que é possivel
expressar todas as propriedades da distribuicao em termos dos momentos (CRAMER,
1946; CORDEIRO, 1999). Pensando nisso, tem-se a necessidade de encontrar os momentos
de ordem k (os momentos centrais de ordem k) do PRGW. Entao, com auxilio do Teorema 1

foi obtido o seguinte resultado:

Teorema 2. Para todo nimero inteiro k, o k-ésimo momento de X + v, ), €

kB B
fy = E[(X +v)*|a,B,0] =a"-T (1 + 5 ;) - exp <(ZB> (4.11)

O k-ésimo momento central de X + v, py é

pe = E([(XJrv)—,u]hoz,ﬁ,v) = Z(kﬁj)'%—j'[—u]j

Jj=0

k , k , k /
= (k’) "M — (k—l) “Hg—1 B (k—2> Mg pF = ()R (412)

em que = iy = E[(X +v)|a, 5,0].

Prova: Primeiro serd demonstrada a Eq. (4.11).
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Sabendo que W = (X +v)? —v? implica em X +v = (W —i—vﬂ)%. Entéo, de acordo
com o item (a) do Teorema 1 e considerando k = 1,2,--- | 0 k-ésimo momento da varidvel

X 4+ v, tem-se:
E[(X +v)*|a,8,0] = ]E[(W-i-vﬁ)%] = / (w—l—vg)% : i'exp (—5) dw

0 af

o)

_ /OOO (w+1)5)% _ (CYB) Cexp (_5) dw

COLENNCS

w + 0P w VP . .
3 tem-se que — —5 = —t+—5 o que implica em dw =
Q@ o o
o’ dt. Quando w | 0 tem-se que t | Z—L; e w T oo implica que t 1 oco. Assim,

E[(X +v)*|a,B,v] = /Ootz-ak-ex —zf—l—f o dt
Y % O{IB p a{ﬁ

Agora, fazendo t =

B 0o
[ L .
— oF. exp <> ./[3 t2+1 1 -exp(—t) dt
a’ oF

Sabendo que a fun¢do Gama Incompleta é definida por (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1964):
I'(a,z) = / t et at para a>0 e 2z>0.

Por exemplo, no software livre R Core Team (2015), a Gama Incompleta é calculada
usando a fun¢ao Igamma() do pacote zipfR (EVERT; BARONI, 2007).

Portanto, a forma fechada para o k-ésimo momento do PRGW ¢ dado por:

B B
E[(X +v)"|a, 8,] :o/“-F<1+Z, ZB> - exp (;)

A demonstracao da Eq. (4.12) é feita aplicando diretamente o Teorema Binomial,
ou seja, desenvolvendo-se o bindémio em [(X + v) — u]* e depois aplica o valor esperado.

Neste momento utiliza o resultado obtido em (4.11). O

Facilmente, observa-se que para ¢ = 0, ou seja, para o PR, tem-se o momento da
distribuigao Weibul(a, 3).

A partir do Teorema 2 foram obtidos os seguintes resultados:
1 - Média do PRGW

B B
u=Bix 4ol =a-r (145 5 ) e ()

Esse resultado é equivalente ao resultado do artigo de Ferreira, Firmino e Cristino (2015).

Esses autores encontraram uma forma fechada apenas para o primeiro momento.
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2 - Variancia da PRGW

Varl(X +v) |, B,0] = po = phy— [u]”

2 of P 1 P vP
f— 2 —_— — . — —_— —_— — . —_— 2
= « F(l—kﬁ, a5> exp <a5> 2a,ul“<1+5, oz/3> exp <a5 +p
2 of vP 1 P 2 20

3 - Coeficiente de variacao

4 - Coeficiente de assimetria (&3)

£y = J25]
(Vi2)?
5 - Coeficiente de curtose (&4)
£ = Ha -

em que fg, g e iy sdo calculados pela Eq. (4.12).

4.2.3 Intervalos de confianca assintéticos para o modelo PRGW

Nesta subsecao sera verificado que nao existe perda de informacao quando ocorre a
mudanca das variaveis (X; + v;_1)’s para as varidveis W;’s na Eq. (2.10). A partir deste
resultado é possivel calcular as matrizes de informagao de Fisher e de covaridncia (2.16), e
consequentemente os intervalos de confianga assintoticos para os parametros do PRGW e

seus desdobramentos. Lembrado que os W;’s sao i.i.d. de acordo com o Teorema 1.

4.2.3.1 Estimador de maxima verossimilhanca de «¢, B e q

Sem perda de informagao para o PRGW, sera feita uma substituicao da (4.3) em

1
(2.10). Ou seja, fazendo X; 4+ v;-1 = (VVZ + Uf_l)ﬁ, em que W; = (X; 4+ v;1)? — 07 | na
fungao de log-verossimilhanga em (2.10), obtém-se uma nova representagao para a funcao

de log-verossimilhanca para o PRGW:

¢, =nn(B) — B In(a)] + (8 ; 1) zﬁ: In (w@- + Uﬁl) — 5w (4.13)
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Pode-se observar que ¢ e ¢; sao equivalentes, pois geram as mesmas estimativas

para os pardmetros («, 3, q). Veja a seguir:

o _ nB B gl (1xa )

e A +@B+1;w,—0 = & —n;wz = a-(n;wJ (4.14)
ov 1 12 In(a) & 1 &

8751 = n(B—ln(a)>+ﬁ;ln(wi+v;61)+ éﬁ);wi—i—(ﬁ;(vflln(vll))

n

;Z(wl‘ﬂ% D) In(w; + v 1)> —

=1

af (n n znjln (w ol )) 3 ((w + @f1> In (1 + @fl)) LBy (@?1 1n(@“)) —0

=1 =1

Sabe-se que W; = (x; —|—@Z-_1)B — 0 | e as expressoes 9;_; e 0)_, sdo dadas por (2.14)

e (2.15) respectivamente.

Além de observar que £ e ¢; tém a mesma estimativa (&, ,Q) também foi feito o
teste de derivada de segunda ordem para verificar se o ponto (&, B G) é de fato um maximo

local para ¢; (veja a Tabela 12 do Apéndice D).

De acordo com o teste de derivada de segunda ordem para méaximo local realizado
na Tabela 12, observa-se que todos os pontos acima sao maximos locais para ¢, também
sdo maximos locais para ¢;. Portanto, pode-se utilizar as Eq. (4.14), (4.15) e (4.16) para
estimar o ponto (a, f3,q). Consequentemente, também utiliza-se ¢; para encontrar os

intervalos de confianga assintoticos para o PRGW.

A diferenca entre as Eq. (2.11) e (4.14), assim como as Eq. (2.12) e (4.15), (2.13)

e (4.16), estd na precisao quando forem gerados os valores de W;’s. Ou seja, quanto mais
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precisos forem os valores de W;’s, mais proximas as equagoes comparadas estdo uma da
outra. Assim, pode-se concluir que as equagoes depois da transformacao tendem a ser mais
precisas, e consequentemente serao mais precisas para estimar os parametros (&, ﬁ ,4). Néao
foi utilizado esse processo para estimar os parametros do PRGW, mas fica a indicacao

para trabalho futuro.

4.2.3.2 Matriz de informacdo de Fisher
A matriz de informagao de Fisher para o PRGW, denotada por I(«, 3, ), é definida

como os valores esperados das derivadas parciais negativas de segunda ordem da funcao

de log-verossimilhanca em relagdo a cada parametro do PRGW, ou seja, de acordo com a

i 020, 020, 926, \]
g <_M> g <_8a85> g <_8aaq>
B 020, 0%t 920
I(a,B,q9) = E<_868a> E<_862> E<_858q> (4.17)
020, 020, 020
- <_6‘q0a> : <_0q86 ) - <_0q2> _

A partir da matriz em (4.17), sabe-se que:

subsecao 2.3.1. Entao,

e os estimadores &, 3 e § sdo os pontos de méximo local das Eq. (4.14), (4.15) e (4.16),
respectivamente de acordo com subsecao 4.2.3.1. Assim, os valores correspondentes

a diagonal principal da matriz (4.17) sdo negativos;

e ¢ simetrica em torno da diagonal principal, isto é, o elemento I;5 (elemento da
posigao 12 linha e 22 coluna da matriz (4.17)) é igual ao elemento I, , assim como

os elementos I3 e I3y, I>3 e I30;

e suainversa I !(«, 3, ¢) é igual a matriz de covariancia (matriz de varincia/covariancia)
que consequentemente é simétrica em torno da diagonal principal (diagonal das

variancias).

Os valores esperados das segundas derivadas parciais negativas da matriz (4.17)

sao calculados da seguinte forma:



0%,

da?

9%,
Wwﬁ

0?1,
dadf

%0,
E l_ 804(%]

0?0,
dadq

00,
E [_ dadq |

B 0%, |
080 |

i
532

8%]

t [‘a@

0%,
080q

o]
| 0B0q]

B 020, |
| 0q0a |

o]
| 9998 ]
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nﬁ_ B2 n B 5 n
? aB+2 P ' B+2 = ¢
nﬁ ﬁQ n ﬁ n
a2 aﬁ+2]]z l;;;ldgl T 5 l;g;‘mzl (4.18)
n  fln(a) & B0 & I
_a_ a//BJrl ;wl_’_a,BJrl%;wZ—'—aﬁ*Fl ;wz
n  [Bln(a) " B o & 1 n
&+ aBf+1 El;Wl] _aﬁHE[aﬁ;WZ] aB+1 Lz:ml
(4.19)
B
aﬁ-‘rlaiq; ¢
B 0 <
i
0?4,
n  In(a)? & 2In(a) 0 & 1 9% &
n  In(a)? " 2In(a) 0 &
R R R
(4.21)
o P I N
izl((wﬂrvfl)é)jL o aqzzzlwz o7 0300 2
= /_ ln( ) a n n
5] | IS | E[ ZW% IE[ ZW}
i (0V+q Jﬁ)} a’ dq = 9Bdq
(4.22)
R
E__é?a@q_
o
* 1950
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™|~

Pl _ g3 %&wHﬁJ—MJZ_iQi"
g i=1 (U)i + U%B—l) o’ an

™o

2 n " / 2 2 n
e[ 2] - psfel ] w[ e Jlaeres,
g ' (Wit 0))" (Wi +0y) « =

N

s
Il
i

(4.23)

Nos somatoérios acima, o vy assumira valores que tende a zero.

Os valores esperados das derivadas parciais de segunda ordem que estao no lado
direito das Eq. (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22) e (4.23) s@o calculados da seguinte

maneira:

n

0 & 1 1
E [675 ; Wz] = BE (W1 log(Wh)] + 3 ZE [(WZ + viﬁ_l) log (VVZ + vf_l)}

1=2

- Z (vf,l log (vi,l)) (4.24)

A

[552 3 W] = ;Z]E W1 log(W7)?] + 5122”:1[%: [(W +v)) log (Wi + fufl)z]

=2

_i< ~1 log (vi- 1)2) (4.25)

Az

E [0 i WZ] = p ZE |:U£1 (VVZ + viﬁ_l)lé] - p i (vl’-flviﬁ__ll) (4.26)

aqi 1 i=1 Pt
As
[62;531 1 B ZIE{ (Wit o) (W 1)} —ijl(vé i)

+ By (Wit ol) ] - B3 (i m(n)) (427)

Ay
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E L,i; z”: Wz‘| = BB-1) ZR:E [[Ug—l]z (Wz + U%B1>1_/23} - ﬂzn: (Uz{l—lviﬂ:ll)

i=1

Ap

Os valores esperados para cada termo dos somatérios que estao no lado direito das
Eq. (4.23), (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28) sao calculados da seguinte maneira:

E[Wilog(W1)] = o (Blog(a) +1—7) (4.29)

E [Wl log(Wl)Q} = o (62 log(a)? — 2B7log(a) + 28log(a) + 7;2 + 7% - 27) (4.30)

8 8
E [(Wl + vf,l) log (WZ + vf,l)} = o’T <O, U(;‘;) exp <U(;_ﬂl> + Ba” log(v;_1)
+807 , log(vi_y) + (4.31)
1-1 1 ° B
E[U; 1(VV1+UZ 1) B] = o1 11“(2—5,”07;) exp(v(;_ﬁl>,paraﬁ> (4.32)
1-1 1 o B
E v, (VVZ + vf_l) ﬂ} = o /T (2 — 5 UZJ;) exp (Ucl)z_;) para § > = (4.33)

(4.34)
/ 1 1 o) 4
E Ll = o U;_l r (1 — Ba UOZ;) eXp <7}0261> para 5 > 1 (435)
(VVi + Uiﬁ—1> ’
" 1 1 o) 4
E Vi1 . _ = 'U,ZLl T (1 . B, v;é—ﬁl) exp (1](;_51> para 6 > 1 (436)
(V[/l + Uz—l) ’
;12 1 2 P s
E [Uz_l] . = = [02—1]2 T (1 _ B’ Uzﬁl) exp (%) para 3 > 2 (4.37)
(Wi + Uiﬁ—l) ’ ¢ )
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E [(Wl + v?_l) In (VVZ + viﬁ_l)z} = (vf_l + aﬂ) ln(vi,l)2 + 207 In(v;—1) + 207 [1 + ln(vil)} .

Vi—1 U“BA 8 U{BA U'BA :
F(O,?)exp o7 + o exp o7 v+ In 7

2 9 o’
% - —5Fy ([2,2,2],[3,3,3},— l;)] (4.38)

-3 _ af 1 vy Uiﬁ_
E [vg_l (Wi + Uzﬁfl) In (Wz + 1151)} = v_, (vfll In(v? ) + . r (1 — 5 ;,8 > exp a/31

335

A constante de Euler v foi introduzida pela primeira vez por Leonhard Euler
(1707-1783) em 1734 como (SWEENEY, 1963):

. 1 1 1 1
v o= 16113010(1%—2+3—|—4+"'+k—10g(k>>

= 0.57721566490153286060651209008240243104215933593992 . . .

A funcao Hipergeométrica Generalizada pF; é dada por uma série hipergeométrica
e definida por (OWA; SRIVASTAVA, 1987):

qu<[a1, oy, (b, byl z) = 5_30 ((2))"((22)” L (al’)”i. (4.40)

n(b2)n - - (bg)n n!

em que a; (j =1,2,..,p) e b; (j =1,2,..,¢) sdo nimeros complexos positivos, e (A), é o

simbolo Pochhammer ou fatorial ascendente com:

1 se n=20

———— =X A+1)-A+2)---A+k—1) se ne(1,2,3,---)
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A funcao Hipergeométrica Generalizada em (4.40) pode ser calculada por vérios softwares:
Maple, Mathematica, Matlab, R, etc. Por exemplo, no software livre R é calculada usando
a fungdo genhypergeo_series() do pacote hypergeo (HANKIN, 2015), isto é,

B B

v, [

3Fs ([2,2,2}7 [3,3,3], — Zﬁ1> = genhypergeo_series (U =c(2,2,2), L=1¢(3,3,3), 2 = — Z;)
o a

B
1 1 1 1 vi_4 ] ( ( 1 1)
F 1—=1—-=|,12—=,2——=|, — = genhypergeo_series(U=c|1—-—=,1——=],
“([ E ﬁH E 6] aﬂ) semypere CR

N O P S D =
L—C(2 5’2 5>’Z_ oﬁ)

As expressoes ;1 e 0,_; sdo dadas por (2.14) e (2.15), respectivamente e

1

Vi1 = Cyi_lvgl_Z + (1 B Cyi—l) (21}1{—2 + qUz,'/_2)

em que v, ; é a derivada de segunda ordem de v;_; em relagado ao pardmetro gq.

Os resultados obtidos nas Eq. (4.29), (4.30), (4.31), (4.32), (4.33), (4.34), (4.35),
(4.36), (4.37), (4.38) e (4.39) sao demonstrados no Apéndice A.

Portanto, organizando os resultados obtidos nas equacoes acima se obtém a matriz
de informacao de Fisher (4.17) de forma fechada para todo valor de § > 2. Esta forma

fechada sera organizada da seguinte maneira:

(1) os primeiros elementos dos somatérios A; e Ay em (4.24) e (4.25), respectivamente,

tendem a zero quando vy — 0. Agora, os primeiros elementos dos somatorios
As, Ay, As e Ag nas Eq. (4.26),(4.27) e (4.28) sao iguais a zero quando [ > 2;

(2) as Eq. (4.29) e (4.30) serao representadas por E) e Es, respectivamente;

(3) os somatdrios dos n termos das Eq. (4.31), (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36), (4.37),
(4.38) e (4.39), serao representadas por Es, E,, Fs, Eg, E;, Es, Ey, Ey, Fi1,
respectivamente. Para totalizar os n termos nos somatorios E3 e E, foi acrescentado

o valor zero, com isso a soma nao altera o resultado;

(4) agora, serao multiplicados e divididos por n nos somatérios Ay, Ay, Az, A4, As, As, Ei,
Es, Ej, Ey, E5, Eg, E7, Eg, Eg, Eyg e Eny.

Substituindo os resultados obtidos no item (4) em (4.24), (4.25), (4.26), (4.27) e (4.28),

obtém-se respectivamente:
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n El T n *
D5
n (Ey — n .
Dgg = 62<n+E10—52A2>—62'D55

ng = TL(EH—Z;J, +E4—5Z4) :nDEq

*
Dﬁq

Dy = n[B(B8—1)(Es—A) + 6 (Es — As)] = n- D,

*
DlI(I

em que a barra sobre os somatorios acima representam a média dos somatorios, por

exemplo, A; é a média obtida a partir de A, dividido por n.

Logo, os elementos da matriz (4.17) sdo representados por:

(2
. <_3i2§/3>
. <_6‘ng>

5(-55)
. (_;;gq)

o?

7 [8a" 10g(a) - D)

np? .
g D;

n * *
B [&ﬁ + o’ B log(ar)? — 2B1log(a) D + D/BB}
n

5 {—O{ﬂE7 — Blog(a) D + ng]

- p) (Bs — By) o + D)

abf

Assim, tem-se que I(«, 3,q) = nZ(a, 8,q) o que implica I ' (a, 8,q) = n'Z7 (o, 5, q)

de acordo com a subsecao 2.3.3.
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A anélise matematica para a forma fechada das matrizes em I(c, 3, q) e I~ (a, 3,q)

em relacao aos tipos de Kijima e os valores do parametro ¢ ¢é feita a seguir.

No Kijima tipo I e o valor de ¢ tendendo a zero, o comprimento dos intervalos de
confianga assintoticos para os parametros apresentam uma precisao dentro do esperado
para Teoria Assintética. Agora, quando o valor de ¢ € (0,1) e ndo é muito préximo de
zero, ocorrem os seguintes fatos:

(i) se m crescer ou ¢ comegar a se distanciar de zero, o valor da fungdo exp <”&‘61> (veja a

Figura 13 no Apéndice C) cresce rapidamente;

(ii) este crescimento faz com que os elementos das posigoes Iy, Io3 e I35 da matriz

I(&, B, ) tendam a valores muito grandes em relagido aos outros elementos;

(iii) com isso, os elementos das posicoes Iy, e I35 da matriz I71(&, 3, §) tendem a zero,
e consequentemente, os comprimentos dos intervalos em relacao a 3 e ¢ tendam

também a zero;

(iv) por exemplo, este resultado com valores grandes leva o software livre (R Core Team,

2015) a informar que o sistema é computacionalmente singular

No Kijima tipo II e ¢ préximo de 1, ocorrem os mesmos fatos que os itens (i) (veja
Figura 14 no Apéndice C), (ii), (iii) e (iv). Agora, para ¢ € (0,1) e ndo muito préximo de
1, o comprimento dos intervalos assintoticos para os parametros apresentam uma precisao

dentro do esperado para Teoria Assintética.

Agora, considerando as Eq. (4.31), (4.32), (4.33), (4.34), (4.35), (4.36), (4.37) e

(4.38) onde aparece o produto:
8 s
r (a, U(:;) exp <U(Z)z_51> , (4.41)

em que a sao todos os primeiros elementos da Gama Incompleta que aparecem nas equagoes

citadas acima. Observa-se que a medida que o primeiro elemento decresce (cresce), o segundo
cresce (decresce) em proporcao semelhante para qualquer tipo de Kijima. Com isso, o
produto tende a valores pequenos e consequentemente as equagoes que dependem dele
também (veja as Figuras 15 e 16 no Apéndice C). Esta afirmacao é vélida para qualquer

valor de a presente nas func¢oes Gama Incompleta acima.

Dai, pode-se observar que os intervalos de confianca assintéticos para o PRGW se

adaptam apenas aos modelos PR e Kijima tipo II.
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4.2.3.3 Intervalos de confianca assintéticos para os pardmetros do PRGW

Segundo a Teoria Assintética, para n suficientemente grande é possivel estimar
os intervalos de confianga para os pardmetros do PRGW considerando a aproximagao
Normal multivariada assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca. Assim, os
estimadores de méaxima verossimilhanca (&, B,cj) de («, 3,q) tem distribuicdo Normal
multivariada assintética com média (a, 3, ¢) e matriz de covariancia (&, B, 4) que é a

inversa da matriz de informagao de Fisher (veja a segao 2.3). Ou seja,
(& B, @) ~ N [(.8,9), I, B,9)]

A partir dai, os intervalos de confianca com nivel de 100- (1 —7)% para o parametros

+ Zn/Z\/]l_ll(dvﬂAa(j)
B+ 2\ IR &, B, 9)
q + 20V 15 (&5, q) (4.42)

em que z,/2 € o quantil da ordem 1 —  da distribuicao Normal padrao.

sao dados por:

O

De acordo com o resultado obtido na subsecao 4.2.3.2, a matriz de covariancia tem
forma fechada apenas para § > 2. Além disso, os intervalos assintéticos se adaptam apenas

para o Kijima tipo II nao muito préximo de 1, Kijima tipo I préximo de zero e o PR.

Este resultado fica mais consistente quando se observam os coeficientes de assimetria
e curtose e terceiro momento central nas Figuras 4, 5, 6, 7 e 8 da subsecao 5.2.1. De acordo
com estas figuras, quando g > 2, o Kijima tipo II com ¢ ndo muito proximo de 1 e o
Kijima tipo I com ¢ préximo de zero, o modelo PRGW se aproxima de uma distribuicao

Normal.

4.2.3.4 Casos particulares do PRGW

Nesta subsecao serao estudado os intervalos de confianga assintéticos para os casos
particulares do PRGW, ou seja, os modelos PR e PNHP.
Processo de Renovacao

Fazendo ¢ = 0 na Eq. (4.13), obtém-se uma representagao para a fungao de

log-verossimilhanca do PR:

fo = nlog(3) = B loa(e) + U5 S g )~ 53w (4
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em que W; :Xf.

Dai, tem-se a matriz de informacao de Fisher que ¢é calculada da seguinte forma:
E (_ 62€2> E <_ 8262 ) LﬁQ n(fy_l)

a2 dadf o2 -

I(a, = = 12 2
(e, 8) E( a%) E(_a%) n(y=1) ”(é”;g*lﬂ

" 9B0a P32 a

A

Assim, os estimadores de maxima verossimilhanca (&, 3) de («, 8) tem distribuicao

Normal multivariada assintética com média (a, ) e matriz de covariancia

a2[r2 46 (v=1%] 64 (y—1)
_ A A nBzﬂ'z nm? _ _
1 1(a’ﬂ) = ) o —nl7 1(@, B)
B ner nn?

em que os intervalos de confianga com nivel de 100 - (1 — 1)% para o pardmetros sdo dados

a [ 46(y—1)? . B3 [6
v+ — + ——
o B\/ﬁ\/ = e B £ 20 i\ w2

em que 2,/ € o quantil da ordem 1 — 2 da distribuigdo Normal padrao.

por:

Processo Nao-Homogéneo de Poisson

Fazendo ¢ = 1 na Eq. (4.13), obtém-se uma representacao para a funcao de

log-verossimilhanga do PNHP:

=1 =1
i— n n B n n
em que v;_1 = iXk, ZVVZ = lZXZ] e Zln (I/Vi+vf_1) =0 Zln (X; + vi1).
k=1 =1 =1 =1 =1

Dai, tem-se a matriz de informacao de Fisher que é calculada da seguinte forma:

2
. 2t ng? _n¥(n+1)
, E <— o ) E (_aaaﬁ> a? a
(o, B) = B 2L\ g (2t N n¥ (n+1) n(\lf(n+1)2+\1’(1,n+1)+1)
B0 062 - o 532

A

Assim, os estimadores de maxima verossimilhanga (&, ) de (a, ) tem distribuicao

Normal multivariada assintética com média (o, ) e matriz de covariancia

A (Un+1)?+U(Ln+1)+1) oW (n+1)
Yo, B) = nB? (¥ (l,n+1)+1) n(U(l,n+1)+1)] _ n 1T (0, )
aV¥(n+1) 2

n(¥(l,n+1)+1) n(¥(l,n+1)+1)
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Resultado semelhante a este é encontrado em Gaudoin, Yang e Xie (2006), usando

processo de lei de poténcia.

Os intervalos de confianga com nivel de 100 - (1 — 1)% para os parametros é dado

por:
R a |[U(n+1)P+T(L,n+1)+1
& oz =
Byv/n U(l,n+1)+1
R & 1
1 il
b 2 NG () + 1
em que 2,2 ¢ o quantil da ordem 1 — Z da distribuicdo Normal padrao.
A fungao Digama W(z) ¢é definida como a derivada logaritmica de I'(z) e a fungao
Poligama ¢é definida como m-ésima derivada da funcao Digama, ou seja, o U(z) =
Zm
U(m, z).

Sabe-se que as fungdes Gama, Gama Incompleta, Digama, Poligama, Logaritmica
e Exponencial podem ser descritas por uma expansao assintética precisa, ou seja, essas
fungoes podem ser expressas por uma série matematica que garante a precisao adequada
quando n cresce (BLEISTEIN; HANDELSMAN, 1975). Com isso, facilita através de

programacao o calculo dos resultados obtidos anteriormente.



5 Resultados

Neste Capitulo, serao avaliados alguns experimentos numéricos com o intuito de
validar as ferramentas propostas no Capitulo 4. Ou seja, através de simulagoes e de casos

reais da literatura serdo analisados os comportamentos:

do teste de aderéncia para o modelo PRGW;

dos coeficientes de assimetria e curtose, e terceiro momento para diferentes valores
de feq;

dos modelos PRGW em relacao a distribuicao Normal;

dos intervalos de confianca assintoticos dos pardmetros do modelo PRGW para

diferentes valores de [ e q.

Previamente, os modelos PR, PNHP, Kijima tipo I, Kijima tipo II, e os modelos
propostos foram ajustados para cada conjunto de dados através das estimativas de maxima
verossimilhancga, onde a fungao de log-verossimilhanga para o PRGW (2.10) foi otimizada
de acordo com as simulagoes iterativas usando o algoritmo fornecido pelo pacote GenSA do

software livre (R Core Team, 2015) apresentado no artigo de Xiang et al. (2013).

5.1 Aplicando o teste de aderéncia para o PRGW

Considerando o modelo PRGWT em (4.3) ou do artigo de Oliveira, Cristino e
Firmino (2016), esta secdo apresenta a aplicagdo do Algoritmo 1, customizando para
os casos envolvendo o estimador de maxima verossimilhanca (FERREIRA; FIRMINO;
CRISTINO, 2015) para a fun¢ao bestWgrpParametersEstimates. Além disso, os testes
K-S, B, C-M e A-D foram considerados para a fun¢do ExponentialPValue. Casos simulados
e casos reais da literatura foram levados em conta. Especificamente, os estimadores de
maxima verossimilhanca dos parametros do PRGW foram baseados no pacote GenSA. Para
calcular o teste K-S, foi usada a funcao ks.test do pacote basico stats. Por sua vez, a
fungdo gofExp.test do pacote Renext (DEVILLE; IRSN, 2015) foi adotada para o teste
B, enquanto as fungoes cvm.test e ad.test do pacote goftest (FARAWAY et al., 2015)

foram assumidas para a realizacao dos testes C-M e A-D, respectivamente.
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5.1.1 Casos simulados

Nesta subsecao, a qualidade do teste de aderéncia para o modelo PRGW é estudada
por meio de dois conjuntos de dados simulados. Em primeiro lugar, a taxa de erro do
tipo I (a probabilidade de rejeitar Hy, dado que ¢é verdadeira) é inferida e, em seguida, a
taxa de erro do tipo II (a probabilidade de nao rejeitar Hy, dado que é falsa) é levada em

consideracao.

As taxas do erro tipo I e erro II tém sido fundamentais no teste de hipoteses em
geral e em particular para os testes de aderéncia. Como ilustracao, o controle de qualidade
estatistico envolve uma colecao de ferramentas, dedicadas a eliminacao de desperdicios
(MONTGOMERY; RUNGER, 2003), que geralmente sdo expostas a esses erros. De fato,
essas ferramentas sao geralmente baseados em dados amostrais, coletados com o objetivo
de investigar se o sistema de producao estd sob controle (Hy) ou estd fora de controle (Hy).
Neste cenéario, os erros do tipo I (tipo II) representam os eventos de equivocadamente
assumir que o sistema estd fora de controle (sob controle), considerando os dados. De
acordo com Montgomery e Runger (2003), é essencial que os engenheiros, os cientistas e os
gestores tenham uma compreensao profunda destas ferramentas estatisticas. Por sua vez,
as principais ferramentas estatisticas adotadas para praticas de controle de qualidade (tais
como graficos de controle e planejamento de experimentos) sao baseadas na suposicao de
que as variaveis de interesse seguem alguma distribuigao de probabilidades (por exemplo,
normal, qui-quadrado, t-Student, F-Snedecor) que exige um teste de aderéncia para
aplicacao adequada. De qualquer forma, o melhor teste de hipotese é o que tem menor

taxa de erro tipo I e erro tipo II.

5.1.1.1 Taxa de erro tipo |: teste de aderéncia para o PRGW quando realiza o PRGW

Aqui, sera estudado o desempenho do teste de aderéncia proposto para o modelo
PRGW em termos tanto da taxa de erro do tipo I, assim como a eficdcia da (4.3) em
transformar o PRGW (por mudanga de varidvel) em uma distribuigdo Exponencial. Assim,
as variaveis X = (Xq,--+,X,) e W = (Wy,--- | WW,,) que seguem PRGW e PRGWT,
respectivamente, sdo instanciadas e, em seguida, testadas via Algoritmo 1. Em primeiro
lugar, o conjunto de parametros do PRGW foi fixado. Ou seja, foram assumidos diferentes
valores para (3, refletindo sistemas em melhoria, estaveis e em deterioragao (0,5; 1,0 e
3,0, respectivamente). Os parametro de escala e de rejuvenescimento foram fixados em
a = 3,5 e q = 0,5, respectivamente. Os dois tipos de intervengoes foram levados em
consideragao (¢, = 0,0 e ¢, = 1,0), ou seja, foram utilizados os modelos de idade virtual
correspondentes ao Kijima tipo I e ao Kijima tipo II. Diferentes tamanhos amostrais foram

considerados (n = 20,50, 100, 1000). Para cada configuracao fixada (3, n), foram simuladas
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100 iteracoes para cada tamanho de amostras para o modelo PRGWT.

Cada realizacdo x = (zy, -+ ,x;,- - ,x,) foi calculada por meio do método de
transformagao inversa (ROSS, 1997). Especificamente, este método baseia-se na igualdade
u; = Rx,(z; +vi—1 | vi—1), onde Rx,(z; +vi—1 | vi—1) =1 — Fx,(x; +v;_1 | v;_1) representa
a fungdo de confiabilidade (sobrevivéncia) do PRGW. No método de transformacéo inversa,
tem-se que w; é uma instancia da varidvel aleatéria U; ~ Uniforme[0, 1]. Assim, isolando o

x; na fungao (2.5), tem-se uma instancia do PRGW.

Ti =« [(vil)g — ln(ui)]é — V1. (5.1)

(67

Entao, considerando v;_; (calculado a partir da (2.8), com vy — 0) e x; em (5.1),
a realizagdo w = (wy,--- ,w;, - -+ ,w,) do modelo PRGWT foi obtida através de (4.3).

Assim, o Algoritmo 1 foi aplicado para ambos os vetores x e w a fim de ilustrar a
eficdcia de (4.3), que transforma o PRGW numa distribuigdo Exponencial. A discrepancia
entre 0 PRGW (o PRGWT) e as varidveis exponenciais é evidenciada nas Tabelas 1, 2, 3 e
4. Essas tabelas apresentam uma distribuicao de frequéncias dos p-valores (p*) de acordo
com (3 e n para o modelo PRGWT, com respeito aos testes de aderéncia: K-S, B, C-M e
A-D para a distribuicdo Exponencial. Pode-se ver que, independentemente dos valores de
b e n, a contagem de aderéncia da distribuicao Exponencial para o conjunto de dados
referentes ao modelo PRGW'T supera expressivamente as expectativas. Assim, em termos
da taxa do erro tipo I, a proposta do teste de aderéncia para o modelo PRGW apresenta

um bom desempenho.

Tabela 1 — A distribui¢do de frequéncias dos p-valores (px) de acordo com f e n para
simulacao com 100 iteragoes para cada amostra do modelo PRGWT, com
respeito ao teste de aderéncia K-S para a distribuicao Exponencial.

Kijima tipo I B=0,5 B=1,0 8=3,0
Tamanho da amostra | Tamanho da amostra | Tamanho da amostra
20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000

px = p-valor

px < 0,01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0l <px<0,03| 0 O 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0
0,03<px<0,05| 0 O 0 0 0 0 0 0 0 o0 0 0

px < 0,05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Kijima tipo II 8=0,5 B8=1,0 5=3,0

Tamanho da amostra | Tamanho da amostra | Tamanho da amostra
20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000

px = p-valor

px < 0,01 0 0 0 0o o o o 0o o o o 0
0,0l<px<0,03| 0 0 0 0 |lo o o 0 |lo o o 0
0,03<px<0,05| 0 0 0 0 |o o o 0 |lo o o 0

px < 0,05 0 0 0 0o o o o 0o o o o 0
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Tabela 2 — A distribui¢do de frequéncias dos p-valores (px) de acordo com 8 e n para
simulagao com 100 iteragdes para cada amostra do modelo PRGWT, com
respeito ao teste de aderéncia B para a distribuicao Exponencial.

Kijima tipo 1

8=0,5

B=1,0

B=3,0

px = p-valor

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000
px < 0,01 0 1 1 0 0 1 2 1 0 0 0 0
0,0l <px<0,03] 1 2 3 2 3 1 0 2 0 1 0 1
0,03<px<0,06 | 1 1 0 0 0 2 2 1 3 3 3 4
px < 0,05 2 4 4 2 3 4 4 4 3 4 3 5
Kijima tipo IT 5=0,5 5=1,0 5 =3,0

px = p-valor

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000
px < 0,01 0 1 0 0o [ 1 2 o0 0o |2 0o o 0

0,0l<px<0,03|3 1 1 4 1o 1 1 3 /o0 1 3 2

0,03<px<0,05| 1 2 2 1 |2 1 3 2 |2 3 1 2
px < 0,05 4 4 3 5 |3 4 4 5 |4 4 4 4

Tabela 3 — A distribuigdo de frequéncias dos p-valores (p*) de acordo com [ e n para
simulacao com 100 iteracoes para cada amostra do modelo PRGWT, com
respeito ao teste de aderéncia C-M para a distribuicao Exponencial.

PRGWT

8=0,5

B=1,0

8=3,0

px = p-valor

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000
px < 0,01 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
0,0l <px<0,03] 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
0,03<px<0,06| 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
px < 0,05 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
Kijima tipo IT B5=0,5 5=1,0 5 =3,0

px = p-valor

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

Tamanho da amostra

20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000
px < 0,01 0 0 0 0 |0 0 0 0o [0 0 0 0

001<p+x<0,03| 0 0 0 0o |0 0 0 0o [0 0 0 0

0,03<px<0,05| 0 0 0 0O |0 0 0 o [0 0 0 0
px < 0,05 0 0 0 0o |0 0 0 o [0 0 0 0
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Tabela 4 — A distribui¢do de frequéncias dos p-valores (px) de acordo com f e n para
simulagao com 100 iteragdes para cada amostra do modelo PRGW'T, com
respeito ao teste de aderéncia A-D para a distribuicao Exponencial.

Kijima tipo I £ =0,5 5=1,0 5 =3,0

Tamanho da amostra | Tamanho da amostra | Tamanho da amostra

20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 [ 20 50 100 1000

px = p-valor

px < 0,01 0 O 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0
0,0l <px<0,03] 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,03<px<0,05| 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

px < 0,05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Kijima tipo II B8=0,5 B8=1,0 B8=3,0

Tamanho da amostra | Tamanho da amostra | Tamanho da amostra

20 50 100 1000 | 20 50 100 1000 | 20 50 100 1000

p* = p-valor

px < 0,01 0 0 0 0o o o o 0o o o o 0
0,0l<px<0,03| 0 0 0 0o o o o 0 o o o 0
0,03<px<0,05| 0 0 0 0o o o o 0o o o o 0

px < 0,05 0 0 0 0 o o o 0o o o o 0

A préxima secao ilustra a aderéncia da distribuicdo Exponencial para o conjunto de
dados do PRG que nao é modelado pela distribuicao Weibull, via Algoritmo 1, fornecendo
uma base para avaliar o teste de aderéncia para o PRGW em termos da taxa de erro de

tipo II. Para este proposito sera apresentado o PRG baseado numa distribuicdo Uniforme
(PRGU).

5.1.1.2 Taxa de erro tipo Il: teste de aderéncia para o PRGW quando realiza o PRGU

Seja X; uma variavel aleatoria seguindo uma distribuicao Uniforme continua no
intervalo [a, b], a < b. Considerando agora que o modelo PRG é modelado pela distribuicao

Uniforme, talvez nao publicada até agora, pode ser calculado por [veja em (4.6)]:

Fy, (v +vi1) — Fx,(vio1)
1 — FXi(Ui—1>

Titvii1—a  vi—i1—a
b—a b—a
1 _ Vi—1—a
b—a

Fx,(z;i+vi—1 | vi_1,a,b) =

1, T +vi—1 > b,
x.
= 47—, a<z+uv_<Dh,
b— v

0, caso contrario.
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Assim, através do método da transformacao inversa, tém-se as amostras do modelo
PRGU (da mesma forma que (5.1) para os instantes do PRGW)

z; = ui(b—wvi_1); b>aandv;_ € [a,b)(vy = a) (5.2)

onde u; ¢ um numero aleatério no intervalo [0,1].

Da mesma forma que a subsecao anterior, as variaveis do PRGU e do PRGWT
(aqui, calculadas pela aplicacao (4.3) para gerar as amostras do PRGU usando (5.2)),
sdo respectivamente X = (Xp,---,X,,) e W = (Wy,--- | W,,). Estas sao instanciadas e
em seguida testadas pelo Algoritmo 1. Os pardmetros sao fixados: (a,b) = (0; 1) com ¢
fixado em 0,5 (¢ = 0,5) Apenas um tipo de intervengao foi levado em conta com ¢y, = 1, 0.
Novamente, diferentes tamanhos amostrais foram considerados (n = 10, 50, 100, 500, 1000).
Para cada n, foram simulados 100 iteragoes para cada tamanho de amostra para o modelo
PRGU (e, consequentemente, 100 iteragoes para o modelo PRGWT). Sendo que «, § e ¢

foram estimados a partir das amostra gerada pelo modelo PRGU.

Tabela 5 — A distribuigao de frequéncias dos p-valores (px) de acordo com n e ¢ = 0,5 para
o teste de aderéncia do modelo PRGW através do Algoritmo 1, envolvendo 100
iteracoes para cada tamanho de amostra para o modelo PRGU.

Teste K-S Teste B

Tamanho amostral Tamanho amostral

px = p—valores
10 50 100 500 1000 | 10 50 100 500 1000

px < 0,01 0 22 49 100 99 |5 23 49 83 95
0,0l<pk<0,03/2 0 1 0 1 |5 2 3 2 1
0,03<px<0,05/3 2 1 0 0 |1 1 1 2 0

px < 0,05 5 24 51 100 100 |11 26 53 &7 96
Teste C-M Teste A-D
Tamanho amostral Tamanho amostral

px = p-valores

10 50 100 500 1000 | 10 50 100 500 1000

px < 0,01 0 21 47 56 48 2 23 48 100 100
0,0l <px<0,03| 3 2 2 44 52 5 0 2 0 0
0,03<px<0,06] 1 0 1 0 0 2 0 0 0 0

px < 0,05 4 23 50 100 100 | 9 23 50 100 100
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A discrepancia entre PGRU (PRGWT) e as varidveis exponenciais é evidenciada
na Tabela 5. Essa tabela apresenta uma distribuigdo de frequéncias dos p-valores (px) de
acordo com n para os modelos PRGU e PRGWT, com respeito aos testes de aderéncia: K-S,
B, C-M e A-D para a distribuicao Exponencial. Pode-se ver que, quanto maior o tamanho
da amostra, menor é o nimero de aderéncia da distribuicdo Exponencial para o conjunto

de dados de PRGWT (quando PRGU sao considerados).

Aqui, fornecem-se evidéncias de que, em termos da taxa de erro tipo II, o Algoritmo 1
(baseando-se em (4.3)) é tao eficaz quanto o teste assumido para a distribui¢io Exponencial

(por exemplo K-S e B).

Deve ser enfatizado que os testes K-S, B, C-M, e A-D possuem as desvantagens dos
testes de aderéncia alternativos em geral, de conduzir o decisor a nao rejeitar a distribuicao
proposta para pequenas amostras (LAW; KELTON, 2000; KUHL et al., 2008; RAZALI;
WAH, 2011).

5.1.2 Casos reais

Nesta subsecao serao apresentados alguns resultados que envolvem os ajustes dos
modelos do PRGW para trés casos reais encontrados na literatura. Para isso, sera usado
o teste de aderéncia proposto anteriormente para o PRGW. Os modelos PR, PNHP,
Kijima tipo I, e Kijima tipo II foram ajustados para cada conjunto de dados, via méxima
verossimilhancga, onde a funcao log-verossimilhanca foi otimizada de acordo com o algoritmo
construido a partir do pacote GenSA do software livre (R Core Team, 2015). Os conjuntos

de dados encontrados na literatura sao descritos da seguinte forma:

(a) O primeiro conjunto envolve 84 tempos de paradas para manutencao de um sistema
de compressao instalagdo em alto mar (LANGSETH; LINDQVIST, 2006) .

(b) O segundo conjunto de dados envolve 80 tempos de parada para agdes de intervencao
em um sistema de para-brisas de aeronaves (MURTHY; XIE; JIANG, 2004) .

(c) O terceiro conjunto de dados envolve os tempos entre manutengoes de 61 transforma-
dores do sistema CHESF (Companhia Hidro Elétrica do Sao Francisco) (CRISTINO,
2008).

Estes conjuntos de dados refletem situagoes em que a falha poderia levar a perdas
financeiras, sociais e ambientais. Por exemplo, o sistema de compressao apresentado em
(a) é responsavel pela industrializagao de dleo & géas (exploragao & producao). Falhas tais
como vazamento (OREDA, 2002) poderiam resultar em desperdicio, explosdo e poluigdo

ambiental. Em relagao ao sistema de manutencao de para-brisas de aeronaves apresentado
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em (b), podem ocorrer danos potenciais decorrentes de colisdes entre aves e aeronaves
que aumentaram significativamente, por causa da alta velocidade na decolagem e voos
de baixa altitude (WEST, 1984). Estes danos poderiam provocar: missao abortada da
aeronave, perda da aeronave, de vidas e de recursos financeiros. Da mesma forma, as falhas
dos transformadores poderiam danificar diretamente linhas de transmissao e geracao de
energia e, consequentemente, componentes, equipamentos e sistemas de producao em geral
(por exemplo, aparelhos elétricos). Tais danos geralmente causam sangoes financeiras as
companhias de distribuicao de energia. Assim, é fundamental modelar adequadamente os
tempos entre as intervengoes destes sistemas, a fim de promover politicas de intervencao
otimizadas e controle de qualidade. Deste modo, as Tabelas 6, 7 e 8 trazem o teste de
aderéncia proposto para diferentes modelos originados do PGRW, levando em consideragao

os conjuntos de dados citados nos itens (a), (b) e (c).

Tabela 6 — Teste de aderéncia proposto via Algoritmo 1 para os modelos PRGW ajusta-

dos ao conjunto de dados referente ao sistema de compressao (LANGSETH;
LINDQVIST, 2006).

Parametros PRGWT
Modelos

A

Q B (@B) Dk-s Pc-u Pa-p j2

L)Y
>

PR | 14,304 | 0,791 | 0 | 8247 | 0,229 | 0,326 | 0,241 | 0,594
PNHP | 2,392 | 0,694 | 1 | 1,832 | 0,107 | 0,044 | 0,034 | 0,110
Kijima I | 3,299 | 0,517 | 0,024 | 1,853 | 0,568 | 0,812 | 0,638 | 0,500

Kijima IT | 5,855 | 0,951 | 1,500 | 5,374 | 0,104 | 0,080 | 0,054 | 0,207

Pg-s = p-valor do teste de Kolmogorov-Smirnov, p¢, = p.valor do teste de Cramér-von Mises, py_, = p.valor do teste

de Anderson-Darling, e pj = p.valor do teste de Bartlett’s

Na Tabela 6 observa-se que, a partir do px do teste K-S (p;_g) nas colunas do
PRGWT, cada modelo proposto do PRGW (isto é, RP, PNHP, Kijima tipo I, ou Kijima
tipo II) se ajusta adequadamente aos dados citados em (a) com niveis de significincia ()
menores que 10,40% (como ¢é feito geralmente em testes de hipotese). A Figura 3 exibe os
tempos acumulados observados, os respectivos pontos amostrais e estimadores intervalares
ao nivel de confianga de 95% para o PRGW, bem como algumas séries simuladas a partir
do melhor modelo, que de acordo com Ferreira, Firmino e Cristino (2015) é o Kijima tipo II.
Estes autores consideram as métricas Erro Quadrado Médio (EQM) e Log-Verossimilhanga
(LV), em vez dos p-valores estudados aqui. Por outro lado, de acordo com os p-valores pg_y,

e pi_p, para n > 4,4% se pode concluir que o modelo PNHP nao se ajusta adequadamente
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Figura 3 — Ajuste do modelo PRGW ao conjunto de dados referente ao sistema de com-
pressao (LANGSETH; LINDQVIST, 2006)], de acordo com Ferreira, Firmino e
Cristino (2015)

% —  Serie observada
g Amostras PRGW
« + Intervalo de confianca de 95%

= [lédias amostrais da PRGW

Tempos acumulados
1500 2000
1 1

1000
I

500
I

0 20 40 &0 80

indice de intervencdo
(a, b, g) = (5.855, 0.951, 1.500)

ao conjunto de dados em (a), ou seja, o sistema nao retornaria das intervengoes na condigao
de “tao ruim quanto velho”. Com base na hazard function em (2.7), como B < 1 para cada
modelo do PRGW, parece evidente que o sistema estd em melhoria. Assim, as intervencoes
podem estar levando o sistema a uma condi¢ao “melhor do que novo”, gerando tempos
entre intervengoes diretamente proporcionais ao nimero de intervengoes (como pode ser

visto na Figura 3).

Além disso, os valores de p em PRGW'T também poderiam ser adequados para
avaliar a qualidade do ajuste dos modelos, uma vez que hé semelhancas com EQM, pois p
¢é inversamente proporcional a discrepancia observada entre os dados empiricos e modelo
ajustado. Nestes termos, tem-se evidéncia de que o melhor modelo a se ajustar ao conjunto
de dados em (a), é o Kijima tipo I, pois p;_g assume o valor 0,568, por exemplo. Deve-se

ressaltar que os autores Ferreira, Firmino e Cristino (2015) sugerem o modelo Kijima tipo
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IT como um dos melhores, principalmente em termos de EQM, mas pelo LV o Kijima tipo
I s6 é levemente superado. Portanto, o teste de aderéncia para o modelo PRGW proposto
pode também ser aplicado para a comparacao de modelos baseados no PRGW, além de
LV e EQM. Da mesma maneira, autores como Moura et al. (2014) também tém recorrido

a testes de hipoteses para comparar modelos PRGW.

Tabela 7 — Teste de aderéncia proposto via Algoritmo 1 para os modelos PRGW ajustados
ao conjunto de dados referente ao sistema de para-brisas de aeronave (MURTHY;

XIE; JIANG, 2004).

Parametros PRGWT

Modelos

A

Q B 0 (&ﬁ) Pk-s Pc-u Pyp Ds

L

PR | 0028|0897 | 0 | 0,0406 | 0,938 | 0,948 | 0,915 | 0,708
PNHP | 0,120 | 1,465 | 1 | 0,0447 | 0,541 | 0,818 | 0,806 | 0,687
Kijima I | 0,111 | 1,480 | 0,662 | 0,0377 | 0,540 | 0,800 | 0,789 | 0,653

Kijima IT | 0,060 | 1,045 | 1,496 | 0,0531 | 0,874 | 0,922 | 0,926 | 0,971

Pg_g = p.valor do teste de Kolmogorov-Smirnov, p§_y = p.valor do teste de Cramér-von Mises, py_ = p.valor do teste

de Anderson-Darling, e pj = p.valor do teste de Bartlett’s

Considerando o conjunto de dados correspondente a (b) (testado na Tabela 7),
observa-se que a aderéncia do PRGW sera confirmada para qualquer n < 54% (veja
os valores de p das colunas PRGWT). Por sua vez, assumindo p como uma métrica de
comparacao, pode-se ver que a partir dos testes pg_g e ps_y (Pip € Pg), 0 modelo PR (Kijima
tipo II) é o de melhor ajuste. Para este caso, Ferreira, Firmino e Cristino (2015) sugerem
que o modelo Kijima tipo II é de melhor ajuste, com base em EQM e LV, concordando
assim, com os p-valores p;_p e ps. Segundo o modelo de melhor ajuste, ou seja, Kijima tipo
II, pode-se concluir que o sistema esta deteriorando (B > 1). Neste caso, ndo hé consenso
sobre a fase confrontada pelo sistema (deteriorando, melhorando ou estavel), uma vez que

B < 1 para PR.

Por outro lado, para os dados correspondes a (c) (testados na Tabela 8), o teste
de aderéncia para o PRGW sugere a aderéncia de qualquer modelo do PRGW somente
se n < 0,08%. De fato, para n > 1,6%, o Algoritmo 1 indica que o modelo PNHP néo é
adequado para os dados correspondentes a (c), independentemente do uso dos testes p;_p,
Dx-s, Doy OU pg. Considerando p como uma métrica de qualidade, pode-se assumir também

que o modelo Kijima tipo II tem o melhor ajuste, com base em qualquer um dos p-valores
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Tabela 8 — Teste de aderéncia proposto via Algoritmo 1 para os modelos PRGW ajustados
ao conjunto de dados referente ao sistema de transformadores da CHESF
(CRISTINO, 2008).

Parametros PRGWT
Modelos
a B q |0 (@) pis | Pow | Pio | D3

PR 179,770 | 1,589 0 3816,2 | 0,651 | 0,602 | 0,529 | 0,647
PNHP | 227,142 | 1,089 1 368,07 | 0,002 | 0,013 | 0,016 | 0,0008

Kijima I | 210,343 | 1,910 | 0,006 | 27369 | 0,497 | 0,438 | 0,462 | 0,724

Kijima IT | 273,109 | 2,336 | 0,381 | 492524 | 0,756 | 0,727 | 0,789 | 0,966

Pg-g = p.valor do teste de Kolmogorov-Smirnov, p§_y = p.valor do teste de Cramér-von Mises, py_ = p.valor do teste

de Anderson-Darling, e pj = p.valor do teste de Bartlett’s

calculados, e de acordo com métrica LV Ferreira, Firmino e Cristino (2015). Neste caso,

cada modelo PRGW sugere que o sistema est4 se deteriorando (3 > 1).

5.2 Aplicacao dos momentos do PRGW

Nesta subsecao, serao avaliados o comportamento dos momentos do PRGW através
de simulagoes e aplicagdo em casos reais que foram citados na subsecao 5.1.2. Esta avaliacao
se dara pela comparacao das medidas descritivas geradas a partir dos £ momentos do
PRGW com situac¢oes que ocorrem na literatura para facilitar a analise dos dados. Por
exemplo: verificar a dispersao dos dados, ajustar os dados a uma distribuicao Normal,

entre outros.

5.2.1 Dados simulados

Nas Figuras 4, 5 e 8, os coeficientes de assimetria e curtose e o terceiro momento
foram simulados em funcao de 301 valores de § no intervalo [0.1, 10]. Sendo que, para cada
[ estimado neste mesmo intervalo foram realizados 100 simulagoes. Enquanto, nas Figuras
6 e 7, os coeficientes de assimetria e curtose foram simulados em funcao de 301 valores de
g no intervalo [0, 1]. E, para cada ¢ estimado neste mesmo intervalo foram realizados 100

simulagoes.
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Figura 4 — Comportamento do coeficiente de assimetria em relagdo ao valor de 8, quando

n = 100.
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Figura 6 — Comportamento do coeficiente de assimetria em relagdo ao valor de ¢, quando

n = 100.
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Os coeficientes de assimetria e curtose podem ser utilizados para verificar se um

conjunto de dados pode ter sido gerado a partir de uma distribuicdo Normal. Sabe-se que o

terceiro momento central desta distribuicao é zero, de modo que seu coeficiente de assimetria

¢é nulo; sabe-se também que seu coeficiente de curtose é igual a 3, independentemente

de seu valor esperado e da sua variancia. Devido a importancia da distribuicao Normal,

podem ser observados algumas rela¢gbes com o modelo PRGW, as quais sao citadas a

seguir.

Relagoes entre os coeficientes de assimetria e curtose e o valor de :
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e para os modelos PR e Kijima tipo II, {5 e § € [2, 10], ocorre uma variagdo entre

simetria e assimetria moderada, considerando que &3 € [—0.6, 0.6] (veja a Figura 4).

Para (8 se aproximando de zero, ha uma alta concentracao de dados nos valores

mais baixos, ou seja, a cauda mais longa da distribuicao fica a direita, indicando a

ocorréncia de valores altos com baixa frequéncia.

para os modelos RP e Kijima II, £, e 8 > 2, ocorre uma boa aproximacgao do coeficiente

de curtose da distribuicao Normal, enquanto para valores de 3 se aproximando do

zero, ocorre alta concentracao de valores no centro e nas caudas, o que provoca um

pico maior que o da distribuigdo Normal (veja a Figura 5).

Figura 7 — Comportamento do coeficiente de curtose em relagao ao valor de ¢, quando
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Relagoes entre os coeficientes de assimetria e curtose e o valor de g:

e para o modelo Kijima tipo I, 5 > 2 e ¢ — 0, ocorre uma variacao entre simetria e

assimetria moderada, considerando que &3 € [—0.6, 0.6] (veja a Figura 6).

e para o modelo Kijima tipo I, § > 2 e ¢ < 1, ocorre uma variacdo entre simetria e

assimetria moderada, considerando que &3 € [—0.6, 0.6] (veja a Figura 6).

e para o modelo Kijima tipo II, 8 > 2 e ¢ < 1, ocorre uma boa aproximagao do

coeficiente de curtose da distribuigdo Normal (veja a Figura 7).

Figura 8 — Comportamento do terceiro momento em relacdo aos valores de [, quando
n = 100.

Para o modelo Kijima tipo Il, q=0.5 Para 0o modelo PR, q=0

Terceiro momento
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Valores de B Valores de B

De acordo com as Figuras 4, 5, 6, 7 e 8, pode-se concluir que os modelos Kijima
tipo II e PR se aproximam de uma distribuicao Normal quando f > 2 e ¢ < 1. Dali,
pode-se observar que o modelo PR obteve resultado semelhante a Ebeling (2004, p. 59)
(Ele compara a distribuigdo Weibull padrao com a distribuigdo Normal). Esse mesmo
comportamento ocorre para o Kijima tipo II, com um pouco menos de precisao quando o ¢
tende a 1. Pode-se também observar que os modelos Kijima tipo I e o NHPP apresentam

medidas de assimetria e curtose semelhantes.

5.3 Aplicacio dos intervalos de confianca assintéticos do PRGW

Nesta subsecao, serao avaliados o comportamento dos intervalos de confianca
assintoticos do PRGW através de simulagoes. Além disso, os intervalos assintoticos serao

aplicados aos casos reais que foram citados na subsecao 5.1.2.



53

5.3.1 Dados simulados para os intervalos de confianca assintéticos do PRGW

Nas Figuras 9 e 10, foram observados os comprimentos dos intervalos de confianca
assintéticos em funcao do tamanho amostral, sendo que os tamanhos amostrais foram
simulados um a um, de 10 a 400. Também foi observada a precisao dos intervalos com a

variacao dos valores de f3 e q.

Figura 9 — Comportamento dos intervalos de confianga assintdticos para o modelo PRGW
em relacao ao tamanho amostral e o valor de 3, com 95% de confianca.

Para Kijima I Para Kijima I
— Paa=35 — Paai=35
© - !\\‘ — Paap=21 o — Paafp=3
| — ParaG=05 — ParaG=05

(i
o M’}NW’J - 0

. HWM |
\ W il

5 H W‘VX‘/\J\/WM\\L« M
T

I
| V"\\w

Im
Al V““\”‘“ i I
|

ot
Vb b

W |
MW "W\w’““v"»ﬁ«f‘@/“

Comprimento do intervalo
Comprimento do intervalo

2l g Wil «"M"\‘WMM;W}/v
Wl PN A -7
WA AN A s A A
- o - NN AT AAN A At At
J% e 05 4 Wy,
05 L Pt SR R o e A P s Ao e et
o - o -
T T T T T T T T T T
[ 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Tamanho amostral (n) Tamanho amostral (n)
Para Kijima Il Para Kijima 1l
— ParaG=35 ol | — Paral=35
oo | — ParaB=5 - \ — ParaB=10
\ — ParaG=05 \ — Parag=05
I . -
o b s
g E
2 o« o g
£ s .
8 35 8
2 2
g @ 5
£ " 13
g e 5 ¥ o~
£ L FYYN I E 35 " N
8 7 M”\”‘«\‘W‘whw/w . A 38 ERRARES
AN, ot Vo S
VMMM, A N
L W AN A AR ANMN e ~
B e A AN A A AP pen e
O 054 e D A M e er ey
° o °
T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Tamanho amostral (n) Tamanho amostral (n)

De acordo com as Figuras 9 e 10, os comprimentos dos intervalos ficam mais
precisos a medida que o tamanho amostral cresce, comportamento ja esperado pela Teoria
Assintética para construcao de intervalos de confianga. Pode-se observar também que a
medida que o valor de [ cresce, maior é a precisao do comprimento do intervalo para
amostras pequenas (veja a Figura 9). O mesmo comportamento ocorre quando o valor
de ¢ tende a zero (veja a Figura 10). Como era previsto, os comprimentos dos intervalos
apresentam precisao muito boa até para amostras pequenas quando se aproxima de um
PR. Para os casos em que se aproxima do PNHP ;| os comprimentos dos intervalos em
relacdo ao pardmetro « sdo inadequados até para amostras grandes (veja a Figura 10).
Como ja tinha sido previsto nas andlises feitas das matrizes de informagcao de Fisher e de
covariancia na subsecao 4.2.3.2, os intervalos de confianca assintoticos sao adequados para

o Kijima tipo II e quando se aproxima do modelo PR, e inadequado para o modelo Kijima
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tipo I e quando se aproxima do modelo PNHP.

Figura 10 — Comportamento dos intervalos de confianca assintoticos para o modelo PRGW
em relacao ao tamanho amostral e o valor de ¢, com 95% de confianca.
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Abaixo sera feita uma andlise mais minuciosa para os modelos PR (¢ = 0) e PNHP

(¢ = 1) usando a subsegao 4.2.3.4.

5.3.2 Simulacdes para os casos particulares do PRGW

Esta subsecao foi construida a partir da subsecao 4.2.3.4. Nas Figuras 11 e 12,
foram observados os comprimentos dos intervalos de confianga assintéticos em fungao do
tamanho amostral, sendo que os tamanhos amostrais foram simulados um a um, de 5 a

400. Também foi observada a precisao do intervalo assintético em relagao ao valor de f3.

Pelas Figuras 11 e 12, observa-se que o comprimento dos intervalos fica menor
a medida que o tamanho amostral cresce, comportamento ja esperado para intervalos
assintoticos. Observando o modelo PR, ou seja, a Figura 11, tem-se que a medida que o
valor do [ cresce, o comprimento do intervalo do parametro « fica mais preciso e também
apresenta um comprimento de intervalo aceitavel para pequenas amostras. J& para o
modelo PNHP, ou seja, a Figura 12, o comprimento do intervalo para o parametro o sé é

satisfatério quando o valor de 5 é maior do que 2, como foi previsto na subsecao 5.3.1.
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5.3.3 Aplicacao a casos reais

Nesta subsecao serao apresentados os intervalos de confianga assintoticos para os
trés casos reais citados na subse¢ao 5.1.2. Primeiro serao estimados os parametros do
PRGW pelo método de maxima verossimilhanca, os quais serdo calculados pelo algoritmo
construido a partir do pacote GenSA do software livre (R Core Team, 2015), depois serao

calculados os intervalos de acordo com a subsecao 4.2.3.

Tabela 9 — Intervalos assintoticos para os modelos ajustados ao conjunto de dados referente
ao sistema de compressdo (LANGSETH; LINDQVIST, 2006).

Parametros Intervalos assintdticos
Modelos ~
& 6] q L, LS, Lig LSs L, | LS,
PR 14.395 | 0.791 0 10.273 | 18.516 || 0.658 | 0.924 0 0
PNHP 2.391 | 0.694 1 -0.951 | 5.733 0.546 | 0.842 1 1

Kijima tipo I 3.299 | 0.517 | 0.024 - - - - - -

Kijima tipo II | 5.855 | 0.951 | 1.499 - - - - - -

LI = Limite Inferior e LS = Limite Superior para intervalos assintéticos com 95% de confianga

Tabela 10 — Intervalos assintéticos para os modelos ajustados ao conjunto de dados refe-
rente ao sistema de péara-brisa de aeronave (MURTHY; XIE; JIANG, 2004).

Parametros Intervalos assintoticos
Modelos -
& B q L, LS, Lig LSp Li, | LS,
PR 0.028 | 0.897 0 0.021 | 0.035 || 0.744 | 1.050 0 0
PNHP 0.120 | 1.465 1 0.040 | 0.200 || 1.146 | 1.784 1 1

Kijima tipo I | 0.111 | 1.489 | 0.662 - - - - - -

Kijima tipo II | 5.855 | 0.951 | 1.499 - - - - - -

LI = Limite Inferior e LS = Limite Superior para intervalos assintéticos com 95% de confianca

Tabela 11 — Intervalos assintéticos para os modelos ajustados ao conjunto de dados refe-
rente ao sistema de transformadores (CRISTINO, 2008).

Parametros Intervalos assintéticos
Modelos -
& I5; q L, LS, Lig LSg LI, LS,
PR 179.770 | 1.588 0 149.867 | 209.673 || 1.277 | 1.899 0 0
PNHP 227.142 | 1.089 1 6.955 447.329 || 0.818 | 1.360 1 1

Kijima tipo I | 210.343 | 1.910 | 0.006 - - - - - -

Kijima tipo II | 273.109 | 2.336 | 0.381 | 151.037 | 395.181 || 1.420 | 3.253 || 0.058 | 0.703

LI = Limite Inferior e LS = Limite Superior para intervalos assintéticos com 95% de confianga
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Como era previsto pela subsecao 5.3.2, os intervalos assintoticos para o modelo
PR, apresentam uma boa precisdo, sendo que para [ grande melhora a precisao (veja as
Tabelas 9, 10 e 11); agora para o modelo PNHP, a precisao dos intervalos nao é boa para
o parametro de escala, pois os valores de  sao menores do que 2 e o tamanho amostral é

menor do que 100 (veja as Tabelas 9, 10 e 11).

Pela Tabela 11, observa-se que os comprimentos dos intervalos de confianga assin-
toticos sao grandes. Isto ocorre pela fato do valor de 3 estar proximo de 2 e o tamanho

amostral ser menor do que 100 (veja as Figuras 9 e 10).



6 Consideracoes finais

Em principio, os objetivos desta tese foram alcancados a partir de uma trans-
formagao por lei de poténcia generalizado que converte o modelo PRG baseado numa
Weibull (PRGW) em um modelo PHP, que envolve uma distribuigao Exponencial. Ou
seja, este fato ocorre por uma simples mudanca da variavel X; + v;_; para a variavel
Wi = (X; +vi1) — 11;8,1, onde a primeira segue o modelo PRGW de parametros («, 3, q)
e a segunda uma distribuicio Exponencial de pardmetro § = o®. Com este resultado foi
construido o Teorema 1 (Transformacao por lei de poténcia generalizada) que possibilitou
alguns desdobramentos do PRGW, tais como: as variaveis obtidas sao independentes entre
si, teste de aderéncia, formula fechada para os k momentos (k momentos centrais) e os
intervalos de confianca assint6ticos para os paradmetros («, 3, q). Esta descoberta permite
a generalizagdo que existe entre as varidveis Weibul e Exponencial (onde vy = 0) e tem

sido o nicleo das pesquisas em andamento por parte dos autores.

O teste de aderéncia apresentado é baseado numa conversao do modelo PRGW em
um modelo PHP pelo uso do Teorema 1. Apés a transformagao, um teste de aderéncia
simples para a distribuigdo Exponencial é aplicado (por exemplo, os testes de Kolmogorov-
Smirnov (K-S), de Bartlett (B), de Cramér-von Mises (C-M), de Anderson-Darling (A-D),
entre outros) ou para o PHP, pois é suficiente para a avaliar o desempenho do ajuste do

PRGW ao conjunto de dados estabelecidos em estudo.

O método proposto tenta superar o desafio, ainda imposto aos pesquisadores e
profissionais de processos estocasticos, de testar a qualidade do ajuste de modelos baseados
na distribuicdo Weibull para sistemas reparaveis. O trabalho destaca a importancia do teste
de aderéncia para inferéncia estatistica em geral, em particular para o controle de qualidade
e como inferir, através do teste de aderéncia para o PRGW: (i) o estdgio confrontado
pelo sistema reparavel (seja de melhoramento, de estabilidade ou de deterioracao), (ii)
a qualidade das intervengoes, assim como (iii) o tempo para intervir contra eventos
indesejdveis subjacentes ao sistema (por exemplo, residuos, poluigdo ambiental, explosao
e danos). Estas caracteristicas mostram claramente que as ferramentas do PRGW sao
essenciais para o controle de qualidade de sistemas complexos, tais como usinas de energia,
reatores quimicos, instala¢cbes maritimas, transportes alternativos, maquinas e assim por

diante.

O desempenho do teste de aderéncia proposto para o modelo PRGW foi ilustrado
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por meio de um certo nimero de casos simulados. Especificamente, a fim de inferir sobre a
taxa do erro tipo I do teste de aderéncia proposto, realizagbes do PRGW foram simuladas
para diferentes valores de ¢ e tamanhos amostrais n, fornecendo resultados satisfatérios.
Por sua vez, para estudar a taxa de erro tipo II, o Processo de Renovacao Generalizado
baseado na distribui¢ao Uniforme (UGRP) (talvez nao publicado até agora) foi levado
em conta. Em resumo, o teste de aderéncia proposto para o PRGW parece possuir um

desempenho semelhante ao teste de aderéncia para a distribuicao Exponencial adotada.

A partir do Teorema 1 foi possivel construir uma férmula fechada para os k
momentos (k momentos centrais) do PRGW e consequentemente foram obtidas as medidas
descritivas: média, variancia, coeficiente de variacao, coeficiente de assimetria e curtose. Dai,
se tornou possivel comparar o comportamento do modelo PRGW em relagao a distribuigao
Normal. Ou seja, quando o valor de 8 é maior do que 2 nos modelos PR e Kijima tipo II
nao muito proximo de 1, observa-se uma boa aproximagao da distribuicao Normal. Estes
resultados foram verificados através de simulacoes para diferentes valores de ¢, de 8 e do

tamanho amostral n.

De acordo com o Teorema 1, as variaveis W;’s sao i.i.d. e com isso foi possivel
calcular os intervalos de confianca assintéticos para os parametros («, 3, q). Para este
resultado, foi concluido que os intervalos de confianga assintéticos sao adequados apenas
para os modelos dos tipos PR e o Kijima tipo II nao muito préoximo de 1, e valores de 3
maior do que 2. Também foram construidos intervalos assintéticos independentes para
os casos particulares do PRGW (PR e PNHP) sem restri¢oes nos valores do pardmetros.
Dai, foi concluido que os intervalos em relacdo aos parametros sao adequados apenas
quando o valor de 3 for maior do que 2, e observou também uma precisao muito boa até
para pequenas amostras quando realizado o PR. Concordando assim, com a ideia dos
intervalos assintoticos obtidos para o PRGW. Esta ideia fica mais forte quando observados
os pontos onde o PRGW se aproxima da distribuicao Normal. Estes resultados também
foram verificados através de simulagoes para diferentes valores de ¢, de 3 e de tamanho

amostral n.

Para ilustrar a utilidade das ferramentas propostas acima para o PRGW, foram
considerados trés casos reais da literatura: conjunto de dados referente a sistema de
compressao de instalagoes maritimas, sistema de para-brisas de aeronaves e sistema
de transformadores. Por exemplo, o ajuste aos modelos derivados do PRGW (isto é,
modelos PR, PNHP, Kijima tipo I e Kijima tipo II) para cada conjunto de dados foi
estudada, levando a resultados interessantes. Agora, para os intervalos assintoticos, s6

foram satisfatérios os casos que se adequaram as condigoes estabelecidas anteriormente.
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APENDICE A — Demonstracio dos valores
esperados das paginas 30 e 31

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

Pela Eq. (4.29), sabe-se que

E [Wilog(W1)] = o (BIn(a) +1 —7)

Prova: Sabe-se que W, ~ Exzp(f), com 6 = o. Entdo por defini¢io de valor esperado,

tem-se:
E [Wilog(Wy)] = /OOO wy In(wy) - ; o™ dw,
Fazendo
u = wqIn(w;) =  du = [In(wy) +1] dwy e
dv = ;-e_wel duwn = v = —e 7.
Entao, por definicao de integracao por partes, tem-se:
E[Wilog(Wy)] = —w;In(w) - e o + /OO e dw, + Ooln(wl) e dw,
—o+r 70 0

= —wiln(wy)-e @ —fe 7

—00 o .
—I—/ In(wy) - e~ 7 dw,
0

—0t

= 0+ /OO In(w,) - e 0 dw,
0

Fazendo t:% = w =0t = dw; = 0dt. Quando w - 0 = t > 0ew —

o0 = t — 00. Assim,
/ T ln(wn) e dwy = / T n(0t) et odt = 6 / T (0) + ()] - e dt
0 0 0
— 9In() /ooe—t dt+9/ooln(t)-e_t dt
0 0

— Ol(0) +0 /0 () et de (A1)
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De acordo com o software MAPLE, tem-se

Portanto,
E[Wilog(Wy)] = 6+60In(0) — 0y = 9(111(9) +1-— 7)
0

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

Pela Eq. (4.30), sabe-se que

E {Wl log(Wl)ﬂ = (52 log(a)? — 2B71og(a) + 28 log(ar) + 7: +7% - 2fy>

Prova: Sabe-se que W, ~ Exp(f), com 6 = . Entdo por definicio de valor esperado,

tem-se:
E [Wlog(W1)?] = /OOO " 1n(w1)2-;.e—“’el duw,
Fazendo
u = w; In(w;)? = du = [ln(w1)2+21n(w1)} dw; e
dv = ;~ew91 dwy = v = —e 7.

Entao, por definicao de integracao por partes, tem-se:

— 00
1

E [Wilog(W1)?] = —w;In(w)?- e

wi

o0 wy o0
+ 2/ In(wy) - e~ 7 duy +/ In(wy)?-e” 7 duwy
0 0

—0t

= 2/000 In(wy) - e~ 7 dw +/OOO In(wy)? - e 7 dw;
De acordo com a Eq. (A.1), tem-se
2/000 In(w;) - e 7 dw, = 201n(0) — 2~6
w1y

Fazendo t = 7 = w; =0t = dw; = 0dt. Quando w; - 0 = t - 0ew;, —
o0 = t — 00. Assim,

/ In(w;)?-e” @ dw; = / 1n(0t)2~e_t9dt:9/ [In(0) + In(t))? - et dt
0 0 0

e}

= 91n(0)2/ e tdt+20 ln(e)/ In(t) - et dt + 20/ In(t)?- et dt
0 0 0
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De acordo com o software MAPLE, tem-se que:
/ In(t)-e'dt = —y e / In(t)? e tdt = = + 42
0 0 6
Portanto,
2
K {Wl log(Wl)g] = 0 (111(9)2 —2y1In(f) + 21n(f) + % + 92 — 27>
]

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

Pela Eq. (4.31), sabe-se que

B8 8 8 vl vl 8 8 B 8 8
E KWZ + ”1—1) log (WZ + vi_lﬂ =aoT |0, oF exp oF +ao” In(v;_y)+v_; In(v,_;) +a

Prova: Sabe-se que W; ~ Ezp(f), com 6 = o. Entao por defini¢dao de valor esperado, tem-se:

oo
1 w;
E [(Wl + v?_l) In (Wz + viﬁ_l)} = /o (wl + vf_l) In (wl + vf_l) i e~ 0 dw;
Seja v;_1 = v e fazendo
u = (wi—f—vﬂ)ln(wi—f—vﬁ) = du = [ln(wi—ﬁ—vﬂ)—l—l} dw; e
du:f-e_%dwi = v = —e 7.
Entéao, por definicdo de integracdo por partes, tem-se:

E [(Wi—i—vﬂ) In (Wi —‘r’UB)] = - (wi—i—v’B) In (wi—i—vﬁ) -e”

w,

+ / ln(wi+vﬁ)~e*#dwi
0

Integrando também por partes a ultima integral a direita acima, tem-se

S . wy
/ ln(wi—&—vﬁ)-e_% dw; = —G(wi—i—vﬁ)wf%
0

+ 0/ ce” 7 dw;  (A.2)
—0+ 0o wit P

De acordo com a ultima integral & direita acima, seja p = w; +v° = w; = p—v° = dw; = du.

Quando w; — 0 = u — vPew; — 0o = p — oo0. Assim,

/Oo 1 e B W[ e
M e 0 -0 dﬂ = e o u - e Gd’u

s vb

Agora, fazendo t=_- = p=0t = du=0dt. Quando u — v° = t — %eu%oo = t — o0.

[e7e] . [e%e} [e%e} B
/ p e dy = / 0t) "' -e " Gdu = / tL.etdy =T (0, v>
vB % w8 g

6

Entao,
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Portanto,

B B
E[(Wivaﬁ)ln(WiJrvﬁ)] = QF(O’Z/B) exp<%)+91n(v5)+v6 ln(vﬁ)JrQ

> > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Pela Eq. (4.32), sabe-se que

1-3 _ 1 ”ffl ’Uiﬁfl
E |:'U;_1 (W’L +U7;671) :| = a{ﬁ 11)1/._1 F (2 — B, ? exp OCB

Prova: Sabese que W; ~ Exp(f), com 6 = o”. Entdo por definicdo de valor esperado, tem-se:

E [U2—1 (Wz + Uf1)1é] = /000 vi_q (wi + vgl)li% . %exp (—%) dw;

Considere v;_; = v e v, ; = v'. Fazendo w = w; +v* = w; = u—v® = dw; = du. Quando

wi =0 = u—=vlew = co = u — oco. Assim,

1—1 o] 1 Ie]
et - [et-ie(5)
v

v vP i1 u
g-exp<0)/v5 T ~exp<—§> du

=

Agora, fazendo t = % = u=0t = du = 6dt. Quando u — v = t — %eu — 00 = t — oo.
Assim,
1—1 / B 00
E {vgl (VVZ —l—v?_l) ﬁ] = % - exp (1}0) / (01) =7 e~ Odt
T
0 B o
= v'e—l - exp <1i9) /ﬁ 25 ety
B CLaa
[2]
1 o8 VP
_ B—1,/ _ - _
= « vF(Z ﬁ’aﬁ> exp(aﬂ)
1
Para todo 8 > 3 O

> > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Pela Eq. (4.33), sabe-se que

B
1-% _ 1 U-ﬁ_l v
E [vé’_l (VV7 + vf_l> ] =P T [2- 5 Za exp &B

Prova: A demonstracao é andloga a anterior. O
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> > > > > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > > > >

Pela Eq. (4.34), sabe-se que

b (W) | = a2 (2‘ ;z;) exp (“;;)

Prova: Sabe-se que W; ~ Ezp(f), com 6 = o. Entao por defini¢do de valor esperado, tem-se:

1—2 o] 1—2 1 .
E [[u;1]2 (WZ +vf_1) ﬁ] = / [v]_4]? (wz +vf_1> ’ " g &XP (—%) dw;
0
Considere v;—1 = v e vj_; = v'. Fazendo u = w; + W= w=u—1 = dw;, = du. Quando
w, > 0 = u—vlew — 00 = u — oco. Assim,
1-2 oo 1 B
E b (Wirels) | = [ wReE e (<54 ) au
w8 0 0 0
12 B 00
= [UH] - exp <v0> //3 ut—F - exp (—%) du
B
Agora, fazendo t = % = u=0t = du = fdt. Quando u — v® = t — %eu — 00 = t — o0.
Assim,
1—2 ap B 0
K [[ug_1]2 <VVZ +viﬁ_1) ﬁ] = [UH] - exp <v9> //3 (01" F - et dt
'UT
0 8 e
= [’Ul]27 - exp (U> / t2_%_1 . €7t dt
07 0) )2
2 P P
_ B=27.2 s v v
= o’ ? V] F(Q ﬁ’oﬂ) exp(aﬁ>
O

Para todo 8 > 1.

> > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Pela Eq. (4.35), sabe-se que

B
vi_ 1 1 v vl
E|——7=t —| = —U;_lr 1——, lﬂl exp lﬂl
(W+ 8 )B « pa “
i T Ui

Prova: Sabe-se que W; ~ Exp(6), com 6 = o. Entao por defini¢do de valor esperado, tem-se:
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Considere v;—1 = v e v,_; = v’. Fazendo w = w; + W = w,=u—1v° = dw;, = du. Quando

w, =0 = u—vlew — 0o = u — oco. Assim,

’ 0 B
El—C | - [ 2.6@(%”) du
(W; +vP)* vs us 0 0 0
/ B 00
= 3 exp (1;)/ u" P exp(—g) du
w8
B
Agora, fazendo t = % = u=0t = du = 0dt. Quando u — V% = t — %eu — 00 = t — oo.
Assim,
/ / B oo
El—Y% | = Y. exp <v>/ (0t)"F - et dt
(Wi +0vP)? 0 0] )2

Il
d\
| =
o)

]
o)
N
cu‘ <,
~_
—
3
~
T
.
L
o
L
W
~

Para todo g > 1.

> > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Pela Eq. (4.36), sabe-se que

B
vy N 1 v, Vi1
NI S A
i ”i71>

Prova: A demonstracao é analoga a anterior.

> > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > > >

Pela Eq. (4.37), sabe-se que

[0 )? 1 2 v v
—15 7 = = [vg_l]2 '(1-— B, aﬁl exp a51
et

E

Prova: Sabe-se que W; ~ Exp(6), com 6 = o. Entdo por definicdo de valor esperado, tem-se:

[vi_4]? R e 1
E (Wii;ﬁ1)§ - /0 (Wij"l}l{al)g "5 OXP (—%) dw;
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Considere v;—1 = v e v,_; = v'. Fazendo u = w; + VW = w,=u—1v" = dw;, = du. Quando

w, > 0 = u—vlew — 0o = u — oco. Assim,

12 oo/ B
E Lg = / z-lexp(—u—l-v) du
(Wi—&-vﬁ)f* w8 uB 0 0 0
12 B 0
= [Ua] - exp <119> /1,/3 uF - exp (7%) du
B
Agora, fazendo t = % = u=0t = du = 6dt. Quando u — v° = t — %eu — 00 = t — o0.
Assim,
12 12 B e}
E V] | = ] exp (U)/ (0t)" 5 e " 0dt
(Wi +v8)7 0 0 ¥
1 vP R
_ n2 -~ e v tl—E— —t dt
g e < 0 ) /g ‘
I 2 0P v?
= QZ[U]F( ﬁ’oﬁ)eXp( 5
Para todo 8 > % O

> > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Pela Eq. (4.38) e fazendo v;—; = v, sabe-se que

E {(VV2 +0%) In (W; + vﬂ)ﬂ = (v" +0)In(v)? + 20 In(v) + 260 [1 + In(v)] T (07 %) exp (M)

0
B
+ fBexp (%)

AR S v
(v (%)) + % - 2ara (2, [3,373],a5)]

Prova: Sabe-se que W; ~ Ezp(f), com 6 = o. Entao por defini¢do de valor esperado, tem-se:

E[(Wi—i-vﬂ)ln(Wi—i—vﬁ)ﬂ = /OO(wi—i-vﬂ)ln(wi-i-vﬁ)?-}exp(—ﬂ> dw;
; 6 9

Fazendo

u = (wi+vﬁ)ln(wi+vﬁ)2 = du = {2ln(wi+vﬁ)+ln(wi+vﬁ)2} dw; e

_ Wi _ Wi
dv = -e” 7 dw; = v = —e 0,

Sl

Entéo, por defini¢do de integracdo por partes, tem-se:

Ede el

E [(Wi—kvﬁ) In (VVz +’Uﬁ)2:| = — (wi —&—vﬁ)ln (wi—&—vﬁ)Q-e*%

—|—2/ ln(wi—kvﬁ)-e*% dw; +
0

—0+

+ / In (wl +U’8)2 e dw;
0
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Pelo Eq. (A.2), sabe-se que

o
2]

2/ In (w; —1—1/3) e dw; = 20 In(v®) +20 T (07 %) e
0
Através de integracao por partes, tem-se

i

/ ln(wi+vﬁ)2~e*%dwi = feln(wiJrvﬁ)?e*wT
0

oo * In (w; + v° w;
+ 20/ Q -e” 0 dw;
—o+ 0 w; +v8

De acordo com a tltima integral & direita acima, seja pu = w; +v° = w; = p—0° = dw; = dpu.
Quando w; — 0 = u — v?ew; — 00 = pu — o0o. Assim,

* In (w; + v° w; 1 o8 N | u
/ Q -0 dw; = / n(w) -eT0 el dy = eT/ n(p) e 0 dy
0 w; + v v M v M

e

De acordo com o software MAPLE, tem-se

Cln(p) _a v 1 N\ w2 o v
: = () -T(0,2) 4= (2 T YR (22,2 v
/UB r e 9 d,u n(v) (07 9) + 9 <’7+ n < 0 + 12 0 343 [ s 4y }7 [37373]7 OZB

Portanto, o resultado acima esta provado. O

> > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Pela Eq. (4.39) e fazendo v;—; = v e v[_; = v/, sabe-se que

1 B B
E {(WZ —HJB)l_Eln (Wi—l—vﬂ)} = (vﬁ_lln(vﬁ) +g r (1 - é,%) exp (%) + (1 - ;) .

(o) (v () (3)

o () g (53] o35

Prova: Sabe-se que W; ~ Exp(6), com 6 = o. Entao por defini¢do de valor esperado, tem-se:

E[U’(Wi—kvﬁ)l_’%ln(Wi—&—vB)} = v'/ (wi—&—vﬁ)l_%ln(wi—i—vﬂ)-lexp(—%) dw;

Fazendo

u = (wi—i-vﬁ)li%ln(wi—i—vﬁ) = du = {(wi—&—vﬁ) %+(wi—|—vﬁ)7% (1—;)ln(wi+v6)] dw;

-e” 7 dw; = v = —e 7.

Entéo, por definicido de integragdo por partes, tem-se:

Wy

— 00 o) 6_
Y =,
-0+ 0 (w; +vP)?

+ / (wi—i-vﬂ)é<1—;>ln(’wi+v5)-eu§idwi
0

E [v' (W; —i—vﬁ)l_%ln (Wi—i—v’@)] = —(w —i—vﬁ)l_%ln (wi +07) e ¥
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Fazendo p=w;+v° = w; =p—v° = dw; =dp. Quando w; — 0 = pu — v?ew; = 00 = p —
oo. Entao,

* 7 N e
0 (wz + vﬁ)? B
0 1 1 w4 v o
/ (wi +07) 7 <1—>ln(wi+vﬁ)-e_e dw; = e / o
0 g B
B

Agora, fazendo t = % = u=0t = du = 0dt. Quando u — v* = t — Y eu o0 =t oo

™

o
@l

e ?du

3
0
In(p) - e~ 7 dp

m‘ £
@l

Assim,

Tutetan = [ reetoar = L[ ot etg = Or(1oL?
[wtecban = [Contoeton = o< o (1o 1)

[ 0

De acordo com o software MAPLE, tem-se que

[0t = S ()t (e () ()

m(B-1)\ B*P! 1 ) . T
o (M5 ) o+ G ([ 51 ) 2o g2 8] )

Para todo 8 > 1 O

> > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >



77

APENDICE B — Demonstracio das matrizes

de informacao de Fisher e de covariancia da

subsecao 4.2.3.4

Primeiro serd encontrado as matrizes de informacao de Fisher e de covaridncia do Processo de

Renovacao, e depois para o Processo Nao Homogéneo de Poisson.

> > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > > >

Matriz de informacado de Fisher e de covariancia para o Processo de Renovacao

Pela subsecao 4.2.3.4, tem-se que

E(-5%) E(-Z%) dp ol
I(a, = =
7 (o2l g(_2L n(y=1) (g7 +(=1)?%)
<_ a,@m) (_ op> ) @ B2

Prova: Sabe-se que W; ~ Exp(f). Entdo, as segundas derivadas em relacio f2 em (4.43) sdo dadas

por:
8262 _ nﬁ 62 n /6 n
a2 ﬁ_aﬁwzwi_mzwi
i=1 i=1
8262 nﬁ ﬁQ n B n nﬁ nﬁQ nﬂ nﬁQ
E[_aaz] - _§+aﬂ+2E Z;Wz t 5 Z;VVz = St 35 =
%4 %4 n Bln(a) & & Lo
0adf ~ 9adf a  aftl sz RaCES Z (wiln(wi)) + —73 sz’
=t =1 i1

024y 0?0y n  Bln(a)
E|- = E|- = — E
[ 8@85] { aﬁaa} o ot
De acordo com o Teorema 1 e o resultado (4.29), tem-se

n nplne) 0451“ [noﬁ (BIn(a)

(0% (0%

6] 20
[_80466] - {_aﬂaa} B

+1—w}—z
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9%l In(a)? 21n(a) 1 <
07 T FE o ST far )~ g 3 (wha(u))
0% () [§~, | 2inla) g [§ L eIy
El-57| = 7w E[“’ pai EL_l(w”“(w’”]_ﬁza‘*EL_l (‘””““”")2)]

De acordo com o Teorema 1 e os resultados (4.29) e (4.30), tem-se

[ 0% 21 1
E __ﬁ@z_ = % +nln(a)® - ;}EE) [naﬂ (BIn(a) +1—7)] - Foab [naﬂ (52 In(a)? — 28 1In(a)
2 2
+ 25ln(0)+2+722v>} = ;[ZJr('yl)Q}

Usando as operagoes elementares sobre a matriz encontrada, obtém-se a inversa da matriz de informacao

de Fisher, ou seja, a matriz de covaridncia que é dada por:

o?[x*+6 (y=1)] 6a (—1)
np2n? T T an2?
I"Ya, ) =
_Ga(y-1) 65
nm? nm?

> > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >

Matriz de informacao de Fisher e de covariancia para o PNHP

Pela subsecao 4.2.3.4, tem-se que

[ )] | e
a, = =
E(—g;g;) E(_%Q;;) _nq,(z+1) n(\IJ(n+1)2 +;/(1,n+1)+1)

Prova: Sabe-se que W; ~ Exp(0). Agora, fazendo ¢ = 1 em (2.8), tem-se:
v; = ¢y, (Vi1 + X)) + (1 —¢y,)(vie1 + Xi) = vie1 + X

Dali, obtém-se os seguintes resultados:

vg =0, v1 = Xy, v2 = Xq + Xo,

i1
Vi1 = E Xk
k=1

n B n—1 B n n B8
x W= X7, Wz:(XlJer)ﬂ—Xfa""W”:[ZXil _[ZXi] :ZWZ:[ZXi] .
i=1 i=1 i=1 i=1
* Zln (Wi+1}§71) = Zln |:(Xi+vi_1)5:| = 62111(Xi—|—vi_1)
=1

i=1 i=1
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As segundas derivadas em relagdo ¢3 em (4.44) sdo dadas por:

0203

n /6 n
9z ﬁ T B2 Z YR > wi
i=1

52 ﬁ 32 -
E[_aa;] = 2 T B+2E[2Wi

i=1

o o2¢ n  Bln(a) & 1 & n 1>

80«93/3 - aﬁaz = o et Lwit ) (w) <Zw> + 2 (W)

32£ B]n n n n 1 n
] = b ene] e S n ()] S B

0204 ~n  nfn(a) 1 n . ’
= { &wﬁ} a + a o a,@+1E ; w;) - In Zwl 5 (veja o Teorema 1)

n
Pelo Teorema 1, sabe-se que W = Zwl ~ Gama(n,0), entao
i=1

EWmhW) = /Ooowln(w) . %(n)-e_% dw

B
u v
Agora, fazendo t = 2 = u=0t = du = 0dt. Quando u — v® =t - —eu = 00 = t = oo.

Assim,

o wn! w > (0t)™ In(6t)
wln (w) - ce” 0 dw = MLV et dt
f e g |

F(en) [m(g) /OOO et dt + /OOO t" - In(t) -et dt

Sabendo que a fun¢do Gama é dada por I'(z) = / t"~1.e7t dt e a funcio Digama W¥(z) =
0

entao

/ t" e tdt = / t"Hlemtdt = T(n4+1) = nl'(n) (B.1)
0 0

o0
/ t" - In(t) -e b dt
0

> 9 n —t _ 9 Oon —t _ 9

— T(n+1)-¥(n+1) = nl(n) [\I/(n) + H (B.2)
Com isso, tem-se
EWhW)] = an) [nF(n) -1n(#) + nI'(n) <\If(n) + ;)} =40 {n In(f) + n¥(n) + 1}
= 6|nln(d) +n¥(n+ 1)} (B.3)
Portanto,

Bl-ga] = e mIne) L g sn) = -2 (v L) = 10D
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Agora, derivando duas vezes £3 em relagdo a [ e depois aplica o valor esperado, obtém-se
2
0?03 n  In(a)? - 2In(a) 1 «— -
e - YRs 5 IR PRy B ot ol
=1 = =1 =1
n n 2
i [ () |
=1 i=1
n n 2
23w () ]
=1 =1

2In(«
— ﬁofﬂ)Elzl w;) In <sz>

0?0 n  In(a)? -
Bl-Gm| = Bt E[Z“”

i=1

8243 _ n 2 21n(a)
E |:— 852] = ? +nln(a)® — BaP E [Z w;) In (Zuﬁ)

(veja o Teorema 1)

ﬁQﬁ

n
Pelo Teorema 1, sabe-se que W = Z w; ~ Gama(n, §), entdo
i=1

E [W In (W)z] = /ooowln (w)? - GI:;E;) ce” 7 dw

B

Agora, fazendo t = % = u=0t = du = 0dt. Quando u — v® = t — %eu—>oo =t = 0.

© wrln (w)® . () In(ot)?
/0 ) ceT 0 dw = /0 T (n) ce " Odt

Assim,

— F(Hn) [111(9)2/000 t" e~ dt + 21n(0) /Ooo t" - In(t) - e " dt

+ / t"~ln(t)2~e_tdt}
0

Sabendo que a funcdo Poligama é definida como m-ésima derivada da fun¢do Digama, ou seja, ¥(m, z) =

— U ta
. (z), entdo

o] ) . 00 82 . 32 [e s} . 82
/0 t"In(t)? e tdt = ; 3n2(t e dt = an2/0 t"oetdt = anQP(n+1)

= I'(n+1) - ¥(n+1)*+T(n+1)-¥(l,n+1)
De acordo com as Eq. (B.1) e (B.2), e o resultado anterior, tem-se

0

E [W In (Wﬂ T

[ln(9)2nl—‘(n) +2In(0)nT(n)¥(n + 1) + nl'(n)¥(n + 1)? + nl(n)¥(1,n + 1)

= 0 {nln(Q)Q‘ +2nIn(0)¥(n + 1) +n¥(n+1)% +n¥(1,n + 1)}

Pela Eq. (B.3) e o resultado anterior, tem-se

E {_W?’} = I nin(e)? - 2@ {nln(@) +nU(n + 1)} +

ke 3 5 {n In(6)* + 2n1n(0)¥(n + 1)

1
B2
+ n¥(n+1)24+n¥(1,n+ 1)]

- 52[1+\1/(n+1)2+\11(1,n+1)]
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Usando as operagoes elementares sobre a matriz encontrada, obtém-se a inversa da matriz de informacao

de Fisher, ou seja, a matriz de covaridncia que é dada por:

a2(\ll(n+1)2+\1/(l,n+l)+1) 0l (n 1)
(a,8) = nB2 (¥ (1,n+1)+1) n(T(,n+1)+1)
aV¥(n+1) 32
n(¥(l,n+1)+1) n(¥(l,n+1)+1)

> > > > >>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>> > >



APENDICE C — Anélise grafica para as

formulas fechadas das matrizes de informacao

de Fisher e de covariancia

As Figuras (13), (14), (15) e (16) analisa o comportamento das matrizes de informacao de Fisher
e de covaridncia. Esta andlise é feita visando as fun¢ées Gama Incompleta e Exponencial presente nas
férmulas fechadas destas matrizes. Aqui esta sendo apresentado apenas uma andlise visual das figuras,

uma andlise mais detalhada se encontra na subsecao 4.2.3.2.

v?
Figura 13 — Comportamento da funcao g(v;_1) = exp ( ;61) 1=2,3,---,n, em relacao a

idade virtual (v;_1) quando ¢ cresce. Para o Kijima tipo I.

Para (0=35,$=2.1,0=005) e n=100 Para (0=35,$=21,0=05) e n=100 Para (@=35,p=21,0=095) e n=100
3
8 1 ;-
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7 T 73
s 4 s > &
0 0 0 4
o | - o
= ?-‘— <+T
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g | J ¢ | J
O'||||||8|||| 8||||||
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8
o 3 ~ \
;B1> t=2,3,---,n em relagao a

Figura 14 — Comportamento da fungao g(v;—1) = exp (

idade virtual (v;_1) quando ¢ cresce. Para o Kijima tipo II.

Para (0=35,p$=2.1,9=0.5) e n=100 Para (0=35,p$=2.1,09=0.9) e n=100 Para (0=35,p=2.1,9=0.95) e n=100
3
8
3
°
n ]
(\] n L2l
3
8] S |
8
3 5
~ o -~ -~ —
7 oS- 7
> > ¢ >
)] )] )]
5
°
[]
<
0 | o
- o |
W 5
2
3
S
o ° - ? -
- I I I I I I I I I I I o I I I I I I I
10 15 20 25 30 35 24 6 8 10 2 4 6 8 10 12 u
Idade virtual (v;-;) Idade virtual (vi-;) Idade virtual (vi-;)

’l)B ’U@ .
Figura 15 — Comportamento da funcao h(v;_1) =T’ (a, 51) exp ( &31) 1=2,3,--,n

7
«

em relagdo a idade virtual (v;_1) quando ¢ cresce. Para o Kijima tipo I e

a— 0F.
Para (@=3.5,$=2.1,0=0.05) e n=100 Para (0=35,B=21,9=0.5) e n=100 Para (0=3.5,B=2.1,9=0.95) e n=100
o o
N | N
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0 0|
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n
~ 7] 3 eI
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o
Ll
~
0|
o n
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e

o
Figura 16 — Comportamento da funcao h(v;_y) = I’ (a, ;31) exp ( ;ﬁl) i=2,3,--,n

em relacao a idade virtual (v;—;) quando ¢ cresce. Para o Kijima tipo II e

a— 0.
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APENDICE D — Teste de derivada segunda
para maximo e minimo local da funcao de

log-verossimilhanca

As defini¢bes a seguir sao condicoes suficientes para mostrar que o ponto:

x (&, B) é um méximo local para £(«, 8); e

* (&, f,q) ¢ uma maximo local para ¢(«, 53, q).

Definicdo 1. Suponha que a fungio de duas varidveis {(«, ) tenha todas as derivadas parciais até

seqgunda ordem e continuas numa vizinhanga de um ponto (&, (), no qual

ov

%(Oé,ﬂ):o € %(‘Lﬂ)zO
Sao definidas as sequintes matrizes:
v o
, 0a?2  0aldp
H]_(Oé,ﬁ) |:gi:| € HQ(aaﬂ) = )
o
oo
0B0a  OB?

onde Hyi(a, B) e Ha(a, ) sao as matrizes Hessianas de {(a, B). Entdo, pode-se concluir que:

se det {Hl(d,ﬁ)} <0 e det {HQ(CAEMB)} >0, entdo existe um mdzimo local em (&, B);

—

O

se det {Hl(d,B)} >0 e det {HQ(d7B)} > 0, entdo existe um minimo local em (07,3);

se det {Hg(@,B)} < 0, entdo (d,B) nao serd extremo local. Nesse caso, (&,B) serd ponto de sela;

w

L

se det {Hz(d,B)} = 0, nada se pode afirmar.

Definicdo 2. Suponha que a fungdo de trés varidveis €(c, B, q) tenha todas as derivadas parciais até

seqgunda ordem e continuas numa vizinhanga de um ponto (&, B, q), no qual

o0, . . o0, o .
%(aaﬂv(n_ov %(avﬂvQ)_O 8q

(99
—
jo3
@
K
S~—
Il
()



Sao definidas as sequintes matrizes:

o
, Oa?
Hl(aaﬁaQ) = [aaal;:|, HZ(avﬁ,q) =
0%l
0p0«

¢

0adf

il
032

€ HB(aaﬁvq) =

o
0a?

0%t
JB0«

0%
L 0goa
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0%t 0% T
dadB  Odadq
v o
op%  09pBdq
o o
0q0B  9q?

onde Hy(«, 8,q), Ha(e,B,q) e Hs(a, B,q) sdo as matrizes Hessianas de £(«, 8, q). Entdo, pode-se concluir

que:

1. sedet {H(a,5,4)} <0, det{H:(a
(

local em (&, 3, q);

2. se det {Hi(&,3,4)} >0, det{Hs(a
(

local em

B,4)} >0 e det{H;(a

, A,(j)} >0 e det {Hg(oZB,Q)} < 0, entdo existe um mdximo

, ,cj)} > 0, entdo existe um minimo

Como consequéncia do Teorema de Schwartz, quando a matriz Hessiana for continua, ele serd uma

matriz simétrica.

Na Tabela 12 esta sendo feita o teste de derivada de segunda ordem para os dados da Tabela 8. A

partir deste resulta pode-se verificar a equivaléncia entre as funcoes de log-verossimilhancas ¢ e ¢; dadas

pelas Eq. (2.10) e (4.13), respectivamente.

Tabela 12 — Teste de derivada de segunda ordem para verificar o méaximo local nos modelos
ajustados ao conjunto de dados referente ao sistema de transformadores

(CRISTINO, 2008).

Parametros 1% derivadas Matriz de 2% derivadas
Modelos
& B q | %% %+ G| det(H))  det(Ha) det(Hs)
RP 179.770 1.588 0 0 0 0 | —0.006<0 0.174>0 -
NHPP 227.142 1.089 1 0 0 0 | —0.00l <0 0.072>0 -
Kijima I | 210.343 1.910 0.006 | 0 0 0 | —0.0056 <0 0.100 >0 —3924.909 <0
Kijima IT | 273.109 2.336 0.381 | 0 0 0 | —0.004 <0 0.043>0 —1.468 < 0

det <= determinante
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