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Resumo

O estudo de modelos de distribuicao de probabilidade é fundamental para a modelagem de dados
em diversas dreas, como Analise de Sobrevivéncia, engenharia de confiabilidade, microbiologia e
Hidrologia. Entre as diversas propostas na literatura, as familias transmutadas generalizadas ganham
destaque devido a sua flexibilidade, ampliando modelos ja bem estabelecidos na area. Apesar de
muitos trabalhos publicados que tratam sobre novos modelos ou classes de distribuicoes, poucos se
destinam a desenvolver medidas de bondade de ajuste eficientes. Os objetivos desse trabalho sao:
(i) propor um novo critério de estimagao e medidas de bondade de ajuste — considerando aspectos
qualitativos e quantitativos — baseados na transformada de Mellin. Tais medidas de bondade de ajuste
foram desenvolvidas utilizando-se a estatistica de Hotelling e aplicadas, no primeiro momento, a quatro
submodelos da classe transmutada-G: transmutada Weibull, transmutada Fréchet, transmutada log-
logistica e transmutada Pareto; e, posteriormente, a dois submodelos da classe Nova Transmutada-G:
Nova Transmutada Weibull e Nova Transmutada Fréchet. Foi realizada uma simulacao de Monte
Carlo para a classe Transmutada-G afim de comparar o método de estimagao proposto com o método
de estimagdo ja consolidado, baseado na maxima verossimilhanca, no qual foi observado que o método
proposto obteve melhor resultado. Para verificar o desempenho da metodologia proposta foram
utilizadas bases de dados em analise de sobrevivéncia e dados de imagens Synthetic Aperture Radar
(SAR). Este tltimo tem sido indicado como uma ferramenta importante para resolver problemas de
sensoriamento remoto, isso se deve a sua capacidade de operar independente de condi¢oes atmosféricas
e produzir imagens em alta resolucao espacial. Até o momento, ndo ha registros na literatura no tocante
a aplicagdo de modelos da classe transmutada-G a dados de imagens SAR. (ii) Explorar propriedades
referentes a algumas medidas de informagao para classe nova transmutada-G tais como entropia de
Shannon, informagao de Fisher e divergéncia média de Gini. A densidade da nova transmutada-G é
escrita como uma mistura entre a distribuicao-base e exponenciada da distribuicao-base as quais sao
denominadas suas componentes. Além disso, medidas de divergéncia, como as de Kullback-Leibler e
qui-quadrado, foram obtidas para medir a proximidade entre duas distribui¢oes de probabilidade no
ambito de tal classe, isto é, entre a funcao densidade do gerador e suas componentes. Foi constatado
que a divergéncia de Kullback-Leibler entre um modelo da nova transmutada-G e suas componentes
estd livre da distribuicao-base. Além disso, a diferenca média de Gini é expressa como a soma da

diferenca média de Gini de suas componentes.

Palavras-chaves: Familias transmutadas generalizadas; Transformada de Mellin; Medidas de bondade

de ajuste; Medidas de informagao; Estatistica de Hotelling.



Abstract

The study of probability distribution models is fundamental for data modeling in several areas, such as
Survival Analysis, reliability engineering, microbiology and Hydrology. Among the various proposals
in the literature, generalized transmuted families stand out due to their flexibility, expanding models
already well established in the area. Despite many published works that deal with new models or
classes of distributions, few are aimed at developing efficient goodness-of-fit measures. The objectives
of this work are: (i) to propose a new estimation criterion and goodness-of-fit measures — considering
qualitative and quantitative aspects — based on the Mellin transform. Such goodness-of-fit measures
were developed using Hotelling statistics and applied, initially, to four submodels of the transmuted-G
class: transmuted Weibull, transmuted Fréchet, transmuted log-logistic and transmuted Pareto; and,
later, two submodels of the new transmuted-G class: new transmuted Weibull and new transmuted
Fréchet. A Monte Carlo simulation was carried out for the transmuted-G class in order to compare the
proposed estimation method with the already consolidated estimation method, based on maximum
likelihood, in which it was observed that the proposed method obtained better results. To verify
the performance of the proposed methodology, survival analysis databases and Synthetic Aperture
Radar (SAR) image data were used. The latter has been indicated as an important tool for solving
remote sensing problems, due to its ability to operate independently of atmospheric conditions and
produce images at high spatial resolution. To date, there are no records in the literature regarding the
application of transmuted-G class models to SAR image data. (ii) Explore properties relating to some
information measures for the new transmuted-G class such as Shannon entropy, Fisher information and
mean Gini divergence. The density of the new transmuted-G is written as a mixture between the base
distribution and the exponentiated base distribution, which are called its components. Furthermore,
divergence measures, such as Kullback-Leibler and chi-square, were obtained to measure the proximity
between two probability distributions within such a class, that is, between the generator’s density
function and its components. It was found that the Kullback-Leibler divergence between a model of
the new transmuted-G and its components is free from the base distribution. Furthermore, the mean

Gini difference is expressed as the sum of the mean Gini difference of its components.

Key-words: Generalized transmuted families; Mellin Transform; Goodness-of-Fit Measures; Informa-

tion measures; Hotelling Statistics.
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1 Introducao

Neste capitulo, pretendemos dar razoes para o estudo deste trabalho, além disso, apresentar

as principais contribuigoes e a estrutura desta tese.

1.1 Motivacao

Distribui¢ées de probabilidade tém sido amplamente utilizadas para modelar dados em
diversas dreas aplicadas como andlise de sobrevivéncia (JENKINS, 2005), engenharia de confiabilidade
(NACHLAS, 2017), microbiologia (MCKELLAR; LU; DELAQUIS, 2002) e Hidrologia (HUSSAIN;
BAKOUCH; IQBAL, 2018). A quantidade de informagao e/ou dados disponiveis para andlise cresce
cada vez mais rapido, fazendo com que novas distribui¢ées probabilisticas sejam necessarias para
melhor descrever as especificidades de cada fend6meno/experimento estudado. O fato de, alguns
modelos, muitas vezes, nao se ajustarem de forma satisfatoria ao conjunto de dados reais em estudo,
motiva a necessidade de estender as formas dessas distribui¢does. Com o advento de ferramentas
computacionais cada vez mais poderosas, tem sido possivel utilizar distribui¢gdes com mais parametros
para o ajuste de massa de dados (SILVEIRA et al., 2023).

Nos tultimos anos, tem-se buscado, por meio de geradores de distribui¢oes de probabilidade,
estender os modelos classicos (EUGENE; LEE; FAMOYE, 2002a). Brito et al. (2019) apresentaram um
método para gerar distribui¢oes de probabilidade e classes de distribui¢oes chamado de método gerador
multi-baseline. Outros exemplos como a classe de distribui¢ao Marshall e Olkin (MG-G) (MARSHALL;
OLKIN, 1997), a distribuicaio Weibull generalizada (LAI, 2014), a familia Kumaraswamy-G (Kw-G)
(CORDEIRO; CASTRO, 2011a), a gama estendida Weibull-G (NASCIMENTO et al., 2014) e a classe
transmutada-G (T-G) (SHAW; BUCKLEY, 2007) sao encontrados na literatura. A extensao dos
modelos classicos de probabilidade tem por finalidade aumentar a sua flexibilidade para modelagem dos
dados. Grande parte das generalizagoes envolve a adi¢gdo de um ou mais parametros a distribui¢ao-base
(RAHMAN et al., 2020).

Uma forma conveniente de construgao de novas distribuigoes é utilizando mapas de trans-
mutagao. Shaw e Buckley (2009) foram os pioneiros nesse estudo utilizando uma técnica chamada
mapa de transmutagdo quadratico (MTQ) para gerar uma familia de distribui¢ao flexivel. Aryal e
Tsokos (2009) definiram a distribuigao generalizada transmutada de valores extremos e estudaram
algumas caracteristicas matematicas basicas da distribuicao Gumbel transmutada e suas aplicagoes a

dados climaticos. Em 2015, Granzotto e Louzada (2015) propuseram e estudaram vérias propriedades
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estruturais da distribuigao log-logistica transmutada. Cordeiro et al. (2017) introduziram a distribui¢ao
Weibull transmutada modificada, que estende a distribuigdo Weibull transmutada (ARYAL; TSOKOS,
2009).

Embora as distribui¢oes transmutadas sejam de particular importancia na modelagem de varias
fontes de dados, estes modelos foram pouco explorados do ponto de vista da teoria da informacao.
Recentemente, Kharazmi e Balakrishnan (2021) - com a classe transmutada generalizada - e Saha,
Kayal e Balakrishnan (2022) - com a classe transmutada ctibica - desenvolveram algumas propriedades

informacionais, incluindo entropia de Shannon, informacao de Fisher e diferenca média de Gini.

Na teoria da informacao, existem diferentes critérios para medir a incerteza de um modelo
probabilistico. Além disso, varias medidas de divergéncia foram desenvolvidas na literatura para medir
a similaridade (proximidade) entre duas distribui¢oes de probabilidade. A diferenca média de Gini
(GINI, 1912), a informagao de Fisher (FISHER, 1929) e a entropia de Shannon (SHANNON, 1948) sao
trés medidas de informacgao importantes que tém sido utilizadas em muitos campos diferentes. Mais
recentemente, estas medidas de informagao foram generalizadas com base na desigualdade de Jensen,
que passaram a ser conhecidas como medidas de informagao de Jensen-Shannon, Jensen-Fisher e
Jensen-Gini, respectivamente. Para mais detalhes pertinentes, ver Sanchez-Moreno, Zarzo e Dehesa
(2012) e Mehrali, Asadi e Kharazmi (2018).

As medidas de bondade de ajuste sao métricas quantitativas que informam o quao bem um
modelo estd ajustado aos dados. Apesar de desempenharem um papel importante na modelagem
estatistica, essas medidas quando comparadas ao desenvolvimento de novos modelos probabilisticos
tém experimentado um crescimento timido. Alguns trabalhos que propuseram medidas de bondade
de ajuste para modelos de probabilidade foram Pearson (1895), McQuarrie e Tsai (1998) e Pakyari e
Balakrishnan (2012).

Pearson (1895) propds um critério para sele¢ao de modelos baseado em medidas de assimetria
e curtose. Seus diagramas foram aplicados a dados hidrolégicos (VOGEL; FENNESSEY, 1993)
e a selecdo de modelos de séries temporais relacionados a mercado de trabalho de commodities.
(ANDREEV; KANTO; MALO, 2007). No entanto, Nicolas (2005) mostrou que o método de Pearson
apresenta uma solugao analitica dificil e ndo se adequa a variaveis aleatorias positivas. Ja Pakyari
e Balakrishnan (2012) propuseram uma medida de bondade de ajuste baseada na distancia entre a
funcao distribuicao acumulada (fda) e a fungdo distribuigdo empirica, sendo uma medida limitada,

pois nem sempre possui solucao analitica.

Nicolas e Anfinsen (2002) apresentaram um diagrama alternativo, semelhante aquele de
Pearson, chamado diagrama de log-cumulantes (7%3, /52) que ao invés de utilizar indices de assimetria e
curtose, propoe um diagrama baseado nas estatisticas ks e ks que sdo conhecidas como log-cumulantes
de segundo tipo. A ideia foi propor a aplicacao da transformada de Mellin como uma alternativa a

funcao caracteristica usual, definindo assim a funcao caracteristica do tipo II, e consequentemente os
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log-momentos e log-cumulates do tipo II. O diagrama de log-cumulantes plota os log-cumulantes, ks

contra ks, como alternativa grafica para comparagao dos modelos.

Os estimadores a partir de estatisticas tipo Mellin admitem varidncia menor do que aquelas
a partir de momentos e log-cumulantes (NICOLAS; ANFINSEN, 2002). Como destacado por esses
autores, tal metodologia desempenha um papel essencial em processamento de sinal e imagem por ser
de facil implementagao. Baseado nela, Vasconcelos, Cintra e Nascimento (2021) desenvolveram um

importante estudo na area de analise de sobrevivéncia considerando o bem conhecido gerador beta-G.

Neste trabalho, a combinacao de momentos ponderados de probabilidade (MPP) e transformada
de Mellin é proposta para fornecer novas medidas de bondade de ajuste para selecio de modelos de
familias transmutadas generalizadas. Uma expressao geral da transformada de Mellin é introduzida para
distribuigbes pertencentes a classe transmutada-G (T-G) e nova transmutada-G (NT-G) (AHMAD,
2020). Quatro modelos foram separados para investigagdo da familia T-G: transmutada Weibull
(TW) (ARYAL; TSOKOS, 2011), transmutada Fréchet (TF) (MAHMOUD; MANDOUH, 2013),
transmutada log-logistica (TLL) (GRANZOTTO; LOUZADA, 2015) e transmutada Pareto (TP)
(MEROVCI; PUKA, 2014), e dois modelos para a classe NT-G: nova transmutada Weibull (NTW) e
nova transmutada Fréchet (NTF). Além disso, foram exploradas propriedades referentes a algumas
medidas de informacgao para classe NT-G, tais como entropia de Shannon, informacao de Fisher
e divergéncia média de Gini (DMG). A densidade da nova transmutada-G é escrita como uma
mistura entre a distribuicao-base e exponenciada da distribuicao-base as quais sao denominadas suas
componentes. Além disso, medidas de divergéncia, como as de Kullback-Leibler e qui-quadrado, foram
obtidas para medir a proximidade entre duas distribui¢coes de probabilidade no ambito de tal classe,
isto é, entre a funcao densidade do gerador e suas componentes. Também é proposta uma relagao
entre a estatistica 72 de Hotelling e o método delta para obter as elipses de confianca para testes
de hipéteses, nos quais os cumulantes do segundo tipo estdo envolvidos. Por fim, cinco bases de
dados reais no contexto da analise de sobrevivéncia e processamento de imagem sao submetidas a

metodologia proposta do modelo T-G, e quatro bancos de dados ao modelo NT-G.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Propor um novo critério de estimagao e medidas de bondade de ajuste - considerando aspectos
qualitativos e quantitativos - baseados na transformada de Mellin para as classes T-G e NT-G. Além

disso, explorar propriedades mateméticas referentes as medidas de informacao no ambito da NT-G.
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1.2.2 Objetivos especificos

1. Obter expressoes para a transformada de Mellin das distribuicoes TW, TF, TLL e TP;
2. Desenvolver os log-cumulantes do segundo tipo;
3. Construir os estimadores baseados nos log-cumulantes do segundo tipo;

4. Propor uma nova metodologia alternativa ao diagrama de Pearson para algumas distribuicoes

T-G como esquema qualitativo para as medidas de bondade de ajuste;
5. Obter a estatistica T2 de Hotelling com base nos Log-cumulantes estimados;
6. Realizar simulagoes de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos estimadores propostos;
7. Aplicar bancos de dados no contexto da andlise de sobrevivéncia e processamento de imagens;
8. Determinar uma expressao para entropia de Shannon da classe NT-G;
9. Calcular a informacao de Fisher de um parametro da Classe NT-G;

10. Demonstrar que a DMG para a classe NT-G pode ser escrita em termos da DMG de suas

componentes.

1.3 Organizacido da Tese

A tese esta organizada em quatro capitulos: o primeiro contém a introducao do trabalho o
qual apresentamos a motivacao, os objetivos gerais e especificos, as contribuicoes e a organizacao da
tese. No segundo capitulo, destacamos as medidas de bondade de ajuste para a classe transmutada-G.
J& no terceiro capitulo, a partir da nova classe transmutada-G, desenvolvemos propriedades referentes
a medida de informagao, além de propormos novas medidas de bondade de ajuste. Por fim, o tltimo

capitulo aborda as principais conclusoes desta tese e algumas propostas para trabalhos futuros.
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?2 Resultados Inferenciais baseados nas estatisticas

tipo Mellin para Classe Transmutada-G

2.1 Introducao

Os estudos recentes sobre teoria de distribuicao tém destaque na familia de distribuigao
transmutada, a qual foi introduzida por Shaw e Buckley (2007) a partir de um mapa de transmutagao
quadratico, que consiste da composi¢do de uma acumulada (de uma distribui¢do) com a fungao
quantilica de outra distribuicdo. Tal familia admite uma construgao estocastica como uma mistura
por meio de estatisticas de ordem. Com ideia semelhante, Balakrishnan e He (2021) apresentaram
uma nova familia de distribuicdo transmutada baseada na teoria dos valores record. Durante a
ultima década, esforgos consideraveis foram direcionados para o desenvolvimento de distribuigoes
mais flexiveis com o uso desta construcao. Muitas distribuicoes classicas de probabilidade foram
generalizadas e desenvolvidas em alguns modelos flexiveis (SARABIA; RAJA; ASHA, 2020; DEY et
al., 2021). Ja Nofal et al. (2017), introduziram uma nova classe de distribuigoes continuas chamada
familia transmutada-G generalizada, que estende o mapa de transmutagao quadratico iniciado por
Shaw e Buckley. A extensao dos modelos classicos de probabilidade tem por finalidade aumentar a
sua flexibilidade para modelagem dos dados. Grande parte das generalizagbes envolve a adicao de um
ou mais pardametros a distribui¢ao-base (RAHMAN et al., 2020).

As medidas de bondade de ajuste sao métricas quantitativas que informam o quao bem um
modelo estd ajustado aos dados. Apesar de desempenharem um papel importante na modelagem
estatistica, essas medidas quando comparadas ao desenvolvimento de novos modelos tém experimentado
um crescimento timido. Alguns trabalhos que propuseram medidas de bondade de ajuste para modelos
de probabilidade foram Pearson (1895), McQuarrie e Tsai (1998) e Pakyari e Balakrishnan (2012).
Uma boa revisao de medidas de qualidade de ajuste para a distribuicao Pareto e suas extensdes pode
ser encontrada em Chu, Dickin e Nadarajah (2019).

Pearson (1895) prop6s um critério para selecao de modelos baseado em medidas de assimetria e
curtose. No entanto, Nicolas (2005) mostrou que o método de Pearson apresenta uma soluc¢ao analitica
dificil e nao se adequa a varidveis aleatérias positivas. O critério de informagao de Akaike (AIC),
apesar de ser bem conhecido e levar em conta a fungao de verossimilhanga, nao é eficaz na selecao
de modelos nao encaixados. J& Pakyari e Balakrishnan (2012) propuseram uma medida de bondade
de ajuste baseada na distdncia entre a fungao distribuigao acumulada (fda) e a funcao distribuigao

empirica, sendo uma medida limitada, pois nem sempre possui solugao analitica.
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O trabalho de Nicolas e Anfinsen (2002) introduziu um novo diagrama, o de Log-Cumulantes
(12:3, 152), que se assemelha ao diagrama de Pearson, porém, em vez de se basear em indices de assimetria
e curtose, é fundamentado nas estatisticas ks, k2. H4 casos na literatura que o diagrama de Pearson
pode ser analiticamente intratavel e nao se aplica quando o suporte da distribuicao for positivo. A
proposta de Nicolas e Anfinsen (2002) consistiu em sugerir o uso da transformada de Mellin como uma
alternativa a funcao caracteristica convencional, resultando na definicao da fun¢ao caracteristica do
tipo II e, por conseguinte, nos log-momentos e log-cumulantes do tipo II. O diagrama LC representam

os log-cumulantes, k3 contra ks, como alternativa grafica para comparacao dos modelos.

Os estimadores a partir de estatisticas tipo Mellin admitem varidncia menor do que aquelas a
partir de momentos e log-cumulantes genuinos (NICOLAS; ANFINSEN, 2002). Como destacado por
esses autores tal metodologia desempenha um papel essencial em processamento de sinal e imagem por
ser de facil implementacao. Baseado nas estatisticas de tipo II, Vasconcelos, Cintra e Nascimento (2021)
desenvolvem um importante estudo na area de analise de sobrevivéncia considerando o bem conhecido
gerador beta-G. Um estudo adicional significativo, derivado dessa metodologia, foi conduzido por

Orozco Vasconcelos (2023), que empregaram a transmutada inversa Weibull.

Neste capitulo, a combinagao de momentos ponderados de probabilidade (MPP) e Transfor-
mada de Mellin é proposta para fornecer novas medidas de bondade de ajuste para selecao de modelos
da familia T-G . Uma expressao geral da transformada de Mellin é introduzida para distribuigoes
pertencentes a classe T-G. Quatro modelos foram separados para investigacao: TW (ARYAL; TSO-
KOS, 2011), TF (MAHMOUD; MANDOUH, 2013), TLL (GRANZOTTO; LOUZADA, 2015) e TP
(MEROVCI; PUKA, 2014). Além disso, é proposta uma relagao entre a estatistica 7% de Hotelling
e o método delta para obter as elipses de confiancga e testes de hipoteses, nos quais os cumulantes
de segundo tipo estdao envolvidos. Por fim, cinco bases de dados reais no contexto da analise de

sobrevivéncia e processamento de imagem sao submetidas a metodologia proposta.

2.2 Classe Transmutada-G

A classe de distribuigdo T-G agrega uma variedade de modelos que podem ser usados em varios
estudos nas areas de analise de sobrevivéncia e processamento de imagem. Proposta por Shaw e Buckley
(2009), a familia T-G tem a seguinte definicao: Uma varidvel aleatdria X seque a classe de distribui¢do
T-G se sua fungdo distribuicao acumulada (fda) e sua fun¢io densidade de probabilidade (fdp) sao
definidas através do método MTQ, respectivamente, por (GHOSH; CORDEIRO; BOURGUIGNON,
2016, p. 2)

F(z) = F(z,€,\) = (1 + \)G(x;€) — AG(;€)”, Al <1 (2.1)
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flx) = f(@:§,A) = [1 + A = 2AG(x; §)]g(x; ), Al <1 (2.2)
em que G(x;€) e g(x; &) sao, respectivamente, fda e fdp da distribuicao-base.

O pardmetro A é considerado um parametro de forma. Ambas fung¢ées dependem do vetor
paramétrico adicional &. Para A = 0, a classe T-G reduz-se a distribuicao-base G. De maneira simples
e intuitiva, Kozubowski e Podgérski (2016) interpretaram a constru¢ao do MTQ da seguinte forma:
Sejam X e X, varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao G(z).
Entao, se

min(X;, Xs), com probabilidade ,
max (X1, Xs), com probabilidade (1 — ),

y 4

em que, 4 significa igualmente distribuida, temos a seguinte distribuicao de Y':
Fy(z) = nPr(min(X7, X5) < ) 4+ (1 — m)Pr(max (X, X3) < z).
Note que, se Fiumin) () =1 — [1 — G(2)]* € Fimax (x) = [G(z)]?, temos:

Fy(z) = 7[1-(1-G(x))]+ 1 —-7)G*(x) (2.3)
= 27G(x) + (1 — 2m)G?(x).
Se tomarmos 27 — 1 = A, a Expressao 2.3 é simplesmente a fun¢ao de distribuicao da classe T-G.

As distribuicoes TW, TF, TLL e TP serao exploradas neste capitulo como exemplos de

submodelos da classe T-G. A fdp de cada modelo associada a (2.2) estd apresentada na Tabela 1.

Tabela 1 — A fdp dos modelos da classe T-G

Modelo f(x) Parametros x Suporte
—1
TW U (E)n exp{— (E)n} [1 - )\+2)\exp{— (E)WH A <1,7n>0,0>0,2>0
o \o o o
+1
mF (D) e {- (D)} 1+a-2ep{-(2)'}] N<La>00>02>0
o\zx x x
a1 [(1 T2 — X (e — 1
TLL e’ [(1+e%ah) - A(ema? — 1) AN <1,7>0,0€R, >0
(1 + o)
PT Q<g>n[1_)\+2)\<g>n} |)\‘§1,?7>0,0'>0,I>O'
x \x x

A Figura 1 ilustra a flexibilidade da fdp dos submodelos para alguns valores de parametros

selecionados.
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Figura 1 — Grafico da fdp dos modelos TW, TF, TLL e TP para alguns valores nos parametros.

2.2.1 Propriedades Matematicas

Algumas das caracteristicas mais importante de uma distribui¢ao estatistica (tendéncia,
dispersao, assimetria e curtose) podem ser estudadas através dos momentos. O r-ésimo Momento de
X ~T—G(& ) é dado por:

E(X") = /;ooxrf(x) dx

= (1+ )\)/ Oong(:E)dx — 2\ /_;OO 2"G(z)g(x)dx

—00

= 1+ Ny — 2M%,, (2.4)

+

em que v, = [(Xa"g(x)dr e v, = [T 2"G(x)g(x)dx. Note que, a equacio (2.4) fornece uma
expressao geral para os momentos de ordem r da classe T-G, portanto, pode ser usada para obter os

momentos ordinarios de qualquer submodelo especial da familia T-G. Além disso, a fungao geradora
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de momentos é dada por:
o0 T oo
M) = Y [ e f@) da
r=0 ' 77>
oo tr
= Y —E(X"). (2.5)
= !

Se X segue a classe T-G, entao a fungao quantilica de X é dada por:

X =Q(u) = Qr [((1+ Nu— Mu'/?);¢] (2.6)

em que Qr(.;.) = F71(,;.) é a funcio quantilica da distribui¢ao-base.

2.2.2 Gerando nimeros aleatdrios

Usando o método de inversdao, podemos gerar niimeros aleatorios a partir das distribuicoes TW,
TF, TLL e TP. Esses nimeros aleatérios serao utilizados na Secao 2.11 para verificar o desempenho
dos estimadores a partir da simulagdo de Monte Carlo. Mostramos a seguir o passo a passo do método

de inversao para o submodelo TW.
x

Seja F(z) = (1 — exp {— <7>n}> (1 + Aexp {— (E)n}) a fda da distribuicaio TW. A equa-
o o
cao F(x) = u, em que u ~ U(0, 1), resulta em:

e @Y [reren{- ()} - o

T\
Para simplificar os calculos, considere a = exp {— <—> } Rescrevendo a equacao (2.7), temos:
o

(I—a)(14+Xa) = u
l+da—a—X® = u
AP+ (1—=Na+(u—1) = 0 (2.8)
Resolvendo a equagao do 2° grau (2.8) para a, segue que

(=N EJA =N =N —1)
2\

Substituindo a = exp {— <£>n}7 a solucao da equagao (2.7) é:
o

exp {— (£>n} — —(1-A) = \/(1 — A2 —4A(u—1)

o 2\
2\ —(1=AN*+/O=A2—4A(u—1)
_<E> = log %)
3 A1 — 1/n
. 0{_10g()\—1i\/(1—2i\) AN 1))} (2.9)

Esse processo de inversao para os demais submodelos encontra-se no Apéndice B.
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2.3 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Para estimar os parametros das distribuicdes TW, TF, TLL e TP apresentamos nesta se¢ao o

método de maxima verossimilhanca (MMYV) .

Sejam X1, X5, X3, ..., X,, uma amostra aleatéria obtida da classe T-G. Entao,

n

L(& Niwi) = [T (@i §)[1 + A = 20G (x4 €)), (2.10)

i=1
em que x;, com ¢ = 1,2, ....n sdo os valores observados da amostra aleatéria. A funcao log-
verossimihanca é dada por
1(& X\ x;) = log(L Zlogg 2i;€) + Y _log(1+ X — 2A\G(x;; €)). (2.11)
i=1

As componentes da funcio escore U(&,\) = (Ug, Uy)7T sdo

- (9g(xi;£)/0€ " OG(1i:€))0€
UE_;<g(xi;£>k) _2)\2-21<1+/\—2)\G(xf;§)) (2.12)

= (l’isf)
Z(HA-QAG(%@)' (2.13)

O estimador de méxima verossimilhanca 6 = (E , )\) de 8 = (¢, \)T é obtido maximizando a funcio
(2.11), isto é, resolvendo o sistema de equagao Ug, = 0 e Uy = 0. Faz necessario o uso de métodos
iterativos para encontrar as estimativas, o qual utilizamos o método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno) e o pacote BB no software R para encontrar a estimagao dos pardmetros.

2.4 Meétodo dos Momentos

O método dos momentos (MM) é utilizado para estimacao de parametros populacionais. E
um dos métodos mais antigos e também um dos mais simples, que consiste em igualar os momentos
amostrais com os momentos tedricos. Seja X1, X, X3, ..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ T'—G(€, \),

entdo o r-ésimo momento amostral é definido por:

1 n
=-> X (2.14)
nai3
Além disso, considere o r-ésimo momento populacional, com (r > 0) inteiro,
u, = E[X"]. (2.15)

Os estimadores para § = (€, \) pelo Método dos Momentos sao obtidos resolvendo a equagao m, = u,.,
para r = 1,2,3. A funcao dfsane, método BFGS e o pacote BB foram utilizados no software R para

obtencao dos estimadores.
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2.5 Transformada de Mellin

A funcao caracteristica (fc) genuina, que ora denominamos de Tipo I, possui propriedades
importantes que servem para demonstragoes de teoremas e alguns resultados na estatistica. Além
disso, pode ser utilizada para escrever a distribui¢do de probabilidade como uma transformada de
Fourier sobre a fdp. Seja X uma variavel aleatéria com fda F'(z). Entao, sua fc, ®x(¢), é definida
como (BILLINGSLEY, 2008):

Oy (t) = E(e"X) = / TG dR(), tER,

em que ¢ =/ —1.

Entretanto, ha casos em que a fc é analiticamente intratavel. Para contornar esta dificuldade,
Colombo (1959) sugeriu a transformada de Mellin como uma alternativa a transformada de Fourier.
Desenvolvida por Robert Hjalmar Mellin, essa transformada se aplica a diversas dreas tais como
matematica, fisica e engenharia, e “possui suas maiores aplicagdes na area da estatistica quando a
variavel estudada assume valores em R,” (NICOLAS, 2005).

Seja X uma varidvel aleatoria que assume valores reais nao negativos e com fda F(x). A

primeira fc do tipo II é definida pela Transformada de Mellin como:

dx(s) = /0 TR () = B(XSTY, (2.16)

em que s € C é uma variavel complexa. A segunda fc do tipo II, é o logaritmo natural de ¢x(s):

Yx(s) = log[ox(s)]. (2.17)

Na préxima subsecao mostramos que a Transformada de Mellin da classe T-G pode ser obtida

diretamente pelos MPP da distribuicao-base.

2.6 Momentos de Probabilidade Ponderada

Os MPP, denotados por M, ;, sao generalizacoes dos momentos usuais para distribuigoes de

probabilidade e foi introduzido por Greenwood et al. (1979). Eles sao definidos por:
Mix = BIX'P(XY[1-F(X)"} (2.15)
= [ QF@IFEYN - F@)aF()
em que 4,7,k € R e Q(-) representa a fun¢ao quantilica (fq) da fda.
A partir do trabalho de VASCONCELOS (2018), foi construida a Tabela 2 que mostra os

MPP das distribuigoes-base para dois casos especificos que serao utilizados no Teorema 2.6.1.
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Tabela 2 — MPP da distribuicao-base para classe T-G

Modelos Mi,j,k Mi,O,O Mi1170
Weibull ol (14 1) 3% (J’)¢ o'l (1 + i) o'T (1 + f) (1 - L)
n r=0 \r (k+r+1)1+i/n n n 21+i/n

: ip(p_ i)y (DT i(_i) (_1)(;)
Fréchet o'l (1 »q) Zr:() (7‘) (.] +r4+ 1)1—1’/7} o' {1 n o' (1 n 21—1'/7]
log-logistica o'B (j+i+17k—i+1) o'B (1+£,1—£) o'B (2+£,1—£)

! K n n n n

Pareto o'Bk+1-n,j+1) o'B(1—-n,1) o'B(1—-n,2)

Nessa Tabela I'(+;-) e B(+;-) denotam, respectivamente, as fungdes gama e beta.

Teorema 2.6.1. Seja X uma variavel aleatéria continua com fdp dada por (2.2), entdo a primeira fc

do tipo II é calculado por
(bX(S) = (1 + )\) Msfl,O,O — 2\ MS*LLO’ ‘)\‘ < 1, (219)

com s € C, e M;;, o MPP da distribuicao-base.

Demonstragio. Seja f(z) = g(x)[(1 + A) — 2AG(z)] a fdp da classe T-G, onde G(z) é a fda da
distribuicao-base. Entao,

ox(s) = E{X*1} = /xs_lf(x)dx
= [&g(@)](1+ X) = 2G(@)]da
= (e @)1+ de — [ 2 g()22G a)da
=1+ / v g(w)de — 2) / v Gx)g(x)dx
= (142 [ @ dG(x) = 22 [ 2" 'Gla) dG(w)
= (L+ A M, 100 = 2AM; 11 0.

]

Utilizando o Teorema 2.6.1, foi construida a Tabela 3 em que é possivel observar as expressoes

para Transformada de Mellin dos modelos abordados neste trabalho.
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Tabela 3 — Transformada de Mellin para a distribuicao-base da classe T-G

Modelo Transformada de Mellin
s—1 s—1 —(s=1)/
W o' (1+ [1—A+ A2 ]
n
= s—1 (s-1)/
TF o' (1 — [14+ A — X20s=0/n]
n
—1 —1 —1
TLL [1—)\(8>]o—5—13(1+8 12 )
n n n
2 —n(l+ A
TP {277(“} o 1B(1 -1, 1)
—1

2.7 Método dos Log-cumulantes

Os log-momentos (LMs) de segundo tipo também derivam da transformada de Mellin, assim
como os momentos provém da fc. Deste modo, os LMs ou m, com v € N, sdo definidos por (NICOLAS;
ANFINSEN, 2002):

_ d%x(s)

v
dsv 5217

Vv e N. (2.20)

Os log-cumulantes (LCs) de ordem v do tipo II, sdo obtidos a partir da v-ésima derivada da

segunda fc do tipo II, quando s = 1:

L di(s) dloglox(s)]

Yo € N. (2.21)

v
dsv s=1 dsv s:lj

Existe uma relagao analitica entre os LMs e LCs, similarmente aos momentos classicos e seus
LCs (LEHMANN; CASELLA, 2006). Os trés primeiros LCs podem ser reescritos da seguinte maneira:

lz:l = ml?
ky = 10y — 3, (2.22)

ks = g — 31y + 2md.

De maneira geral, os LCs de ordem v podem ser generalizados, como (ANFINSEN; DOULGE-
RIS; ELTOFT, 2011):

R v—1 v—1)\- R
ky = My — Z .1 krMy_p, (2.23)
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em que m, pode ser substituido pelos LMs amostrais:

. 1 &
m, = — Y _(logz,)", (2.24)
n

r=1

sendo n o tamanho da amostra e z, é a r-ésima observagao da amostra.

Na Tabela 4 sao apresentados os trés primeiros LCs para os modelos citados da classe T-G,

em que ™ (z) é a funcdo poligama de ordem n.

Tabela 4 — Os trés primeiros LCs dos modelos abordados

Modelos kq ko ks
W log(o) + %[u)(l) — Alog?2] % W”(l) + A(1 = \) log? 2] 7713 [ (1) — (1= AL — 2)) log® 2]
TF log (o) — %[w(l) + Alog 2] %[w)a) — M1+ ) log? 2] _nis [ (1) + AL+ A)(1 +2)) log? 2]
1 1 L 1 ,
TLL log (o) + %(4) = 200 (1) — A?] 5 (—2)%)
1 1 1
TP log(o) + %(2 —2) ) [5—(1+X\)?] e [18 — 2(1 + A)?]

A proposigao a seguir trata de uma generalizacao para os log-cumulantes dos modelos TLL e

TP. A demonstracao é feita no Apéndice A.

Proposicao 2.7.1. O LC de ordem v, com v € N e v > 1, para os modelos TLL e TP sao,

respectivamente,

1 Fy = — D) + (~1)Pee (1) — (0 — 1IN,

TIU
7. _(U_l)' v o v
2. k, = 20)" 27 +1—(1+N)].

Demonstragdo. Prova por indugao simples em v.
Para a primeira etapa desta demonstracao, considere v = 2. Por definicao, tem-se que

o dux(s)| _ dlog[ox(s)]

ko = — 2
2 ds?  ls=1 ds?

5:1.
Substituindo a expressao da transformada de Mellin da distribuicao TLL obtida em Tabela 3 na

funcao ¢x, tem-se

/%2:;;{10(@{(1—“8;1))081B(1+S;1,1—S;1>”
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Aplicando a propriedade de logaritmos e calculando a segunda derivada, segue que

ky = dQ{1og(1—A(S;1>>+log(05_1)+log {B(l—l—s_l,l—s_l)“

ds? n n s=1
A2 1 { s—1 s—1
= - + = |y (1+ )+w(1) (1— )}} 2.25
T ] 7 NIl (2:29)
Aplicando s = 1 na segunda derivada, tem-se
- N2
ky = — <) + =M1
? n Us @
! 200 (1) — A?] (2.26)
= . :

Por outro lado, note que, substituindo v = 2 na Proposi¢ao (2.7.1) item 1, obtém-se o mesmo resultado
da Equacao (2.26).

Para a segunda etapa da demonstracao, precisamos provar inicialmente que

G (e (5]

De fato, para v = 2 o resultado é valido (basta ver Equagao 2.25). Agora, supondo que a Equagao

(2.27) seja verdadeira para v € N, com v > 1, e calculando a derivada em relagao a s, tem-se

dHox(s)  d {CWX(S)}

dsvtl T ds ds?

AR 2 (55 e (-]

n—As—=1)J 7 n

= ;}(!jlfll)]m o "o (1 42 ; 1) (= 1)) (1 _2 ; 1)}

comprovando que a Equagao (2.27) vale Vv € N, com v > 1.

Por fim, para concluir a prova por indugao, aplica-se s = 1 na (v + 1)-ésima derivada de ¢x(s) para
obter

d"px(s) vIAvH 1 . ol (o
e = e e [P ()
= [+ (1) - 0= D]
= Fyi1. (2.28)

A demonstracao do item 2 segue de maneira andloga (ver Apéndice B). O
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2.8 Diagrama de Log-Cumulantes

O diagrama de Pearson, discutido em Delignon, Garello e Hillion (1997), tem por objetivo
escolher o modelo que melhor descreve os dados, ou seja, sao utilizados como ferramenta para selecao
de modelos e avaliacao de bondade de ajuste. Nicolas e Anfinsen (NICOLAS, 2005) apresentaram um
diagrama alternativo, semelhante ao de Pearson, chamado diagrama de log-cumulantes (12:3, 122) que
ao invés de utilizar indices de assimetria e curtose, propoe um diagrama baseado nas estatisticas ks e

ks encontradas a partir da Equacao (2.21).

Ha casos na literatura que o diagrama de Pearson pode ser analiticamente intratavel e nao se
aplica quando o suporte da distribuicao é positivo. Por isso, utilizamos o diagrama de log-cumulantes
(ks, k2) como ferramenta para avaliar qual modelo T-G se ajusta aos dados de analise de sobrevivéncia

e processamento de imagens.

A Figura 2 exibe as regioes no diagrama (153,/%2) vinculadas aos modelos TW, TF, TLL,
TP. Cada distribuicao é representada por um subespaco, cujas dimensoes dependem do niimero
de parametros contidos nas expressoes dos LCs. No entanto, a regiao resultante pode degenerar a
uma curva. Isso acontece quando as expressoes do LCs admitem apenas um parametro e, por isso,
sua variedade é representada por uma linha (que pode ser vista como uma variedade de dimensao
zero) (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). As distribuigbes TW, TF, TLL, TP resultam
em variedades bidimensionais porque os log-cumulantes de ordem 2 e 3 sao parametrizadas por
dois parametros. Vale ressaltar que esses diagramas, considerando as distribui¢oes-base Weibull
e Fréchet aplicadas ao gerador beta-G, degeneraram em uma curva (VASCONCELOS; CINTRA;
NASCIMENTO, 2021).
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Figura 2 — Diagrama de Log-cumulantes.

-15 10 -05 00 05 1.0 15
K3

Figura 3 — Diagrama de Log-cumulantes separado por submodelos.

Na Figura 3 tem-se as regioes individuais no diagrama, verificando assim que os 4 modelos se

sobrepoem em alguns casos.
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2.9 Método de estimacao por LCs

O método de log-cumulantes consiste em igualar os LCs tedricos aos seus respectivos LMs de
acordo com a rela¢do analitica encontrada na Equagao (2.23). Além disso, os LMs sao substituidos
pelos seus LMs amostrais (2.24) que sao quantidades que dependem da amostra. Desta forma, temos
um sistema de equagdes onde podemos derivar a estimacao por LCs para os parametros o, A e 1, 0s
quais denotaremos por &, Ne 7, respectivamente. Este método chamaremos de método de estimacgao

por log-cumulantes (MLC).

Para a distribuicao TW, tem-se

U
5 [ [0+ hos@)P(1 = DA

Além disso, A pode ser definido como a solucao da equacao nao linear abaixo:

PO (1 — #2) "% = (g — Sy + 232 [6O(1) + [log()2(1 — HA] ™
m

[1— 1 — 28] [log(2))? (5 — 2)*”

X:

Para a distribuicao TF, tem-se

A

6 = exp {m1 + 717[1/)(1) + 10%(2):\]}

~

i \/w%) — [log()IPA[L + A

g — 72

Além disso, A pode ser definido como a solugao da equacao nao linear abaixo:

B (s — 12)** = (g — Srinaring + 2000) (v0(1) - [log(2)2A[L + 4])™”

log(2)]3[1 + AJ[1 + 28] (g — i3) ™

X:

Para a distribuicao TLL, tem-se
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20 (1) — 52\
ﬁ:<w (1) ) |

My — M2
Além disso, A pode ser definido como a solucao da equacado nao linear abaixo:

~ 1/2
N 1 2 S ~ 173 [ 2 (1) 1) — A2
A= —% (mg — 3m1m2 + 2m1) / (M .

m2 - ml
Por fim, para a distribuicao TP, tem-se

5—(1+A)?

DT\ ()

Além disso, A pode ser definido como a solugdo da equacao nao linear abaixo:

N : 2 2 2 2 S — 1‘|‘5\2 o2
A= 3 9—4(m3—3m1m2+2m1> (M) — 1.

2.10 Estatistica de Hotelling - 77 e Log-Cumulantes

A estatistica T? de Hotteling trata de uma generalizacdo multivariada da estatistica t de Student
e surge como uma alternativa para avaliar as medidas de bondade de ajuste. Seja ¢ = (X7, -+, X,,) um
vetor de varidveis aleatérias, em que & é um vetor Normal v-dimensional @ ~ N, (u, 3), p = E(X) é
o vetor médio populacional e ¥ = F((X — pu)(X — pu)?) é a matriz de covaridncia. A estatistica de
Hotteling [(ANDERSON, 1958), p. 170] é dada por

T =n(x—p)'S(z—p), (2.29)

_ _ 1
em que n é o tamanho da amostra, & = + Y, x; é o vetor médio da amostra e § = = 3" .2l —
) n £~j=1%*7 n =1 3%

nzx’ é a matriz de covaridncia da amostra.
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De acordo com (JOHNSON; WICHERN et al., 2002) as estatisticas T? seguem uma distribuigao
(n=1) CFyn—y, em que F, ,,_, é a distribuigdo F-Snedecor com v e n—v graus de liberdade, e se aproxima

(n—v)

da sua distribui¢ao limite, qui-quadrado X%n)7 para grandes amostras. (ANFINSEN; ELTOFT, 2011).

Na secao anterior, foi realizado um estudo qualitativo a partir do diagrama de LCs. Nesta
secao, propomos uma medida de bondade de ajuste quantitativa, objetivando a insercao dos LCs na
estatistica 7% de Hotelling, que nos mostrara numericamente qual distribuicio consegue modelar os

dados em estudo através de um teste de hipotese.

Assim, para um nivel de significancia o e sob a hipdétese Hy : p = o

(n—1)v

a:P[T2>
n—rv

F (@)
(n—1)v

=P {n(j — l,l,)TS_l(iﬁ — [,I,) > n— v Fu,n—V(a) ) (230)

em que F,,_,(«) denota o percentil superior da distribui¢ao F),_,. Esta afirmacgao (2.30) leva

imediatamente a rejeicao de Hy se

n— 1)

T =n(x— 'S z—p) > ( Fonv(a). (2.31)

n—v
Analogamente, o teste da razao de verossimilhanca rejeita Hy com um nivel de significancia a, se
72> g (o) (ANDERSON, 1958).

A proposta de incorporar os LCs & estatistica T2 visa categorizar o ajuste do modelo ao

: Q T . . .
conjunto de dados com base na localizacao do diagrama estimado [k’z ]{;3} . Para isso, exigimos uma

estatistica de teste para a hipotese nula H : E([ 122 ]23 ]) = [ ko ks ] em que esse teste “abre
caminhos” para aceitar ou nao a adequacgao dos LCs estimados para regides especificas do diagrama.
Por existir uma relagao entre os parametros da distribuicao e os LCs (quantidades analiticamente bem
definidas, ver Tabela 4), é possivel encontrar estimadores para os LCs. Desta forma, consideraremos

as seguintes quantidades:

5 N\T

7 )" e m = (Mg, ...,m,)T.

m = (M, ..., M)

Pelo teorema do limite central de Cramér-Wold (BILODEAU; BRENNER, 1999), temos
V(i — i) —— N, (0, M),

em que a amostra segue a distribuicao normal multivariada com média p e matriz de covariancia 33,
D A e~ ) .
denotado por z ~ N, (u, X), e — denota convergéncia em distribui¢ao. Além disso, temos que
n—oo
M, é definido por
v

Cov(1hy, 1) = nE { (i — m)(m —m)"} = {i,; — .} R (2.32)

Ainda, considerando as fungoes compostas que transformam os momentos para log-cumulantes, temos:
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k, = gu(mq,....,m,) e k, = gu(my, ..., m,).

Assim, pelo teorema do limite central de Cramér-Wold, temos

A

\/ﬁ(k - l%) ML(X)) NV(O7KV)7

em que,
K,=J'-M,-J, (2.33)
_ [dgu(m) dg, ()
V9T Tam T dm
e

Ju:[V91‘|V9u]

Além disso, de acordo com o método delta generalizado QFBILODEAU; BRENNER, 1999),

A

se considerarmos grandes amostras, o vetor estimado [ ]%2 ks } segue uma distribuicdo normal

. . AT
bivariada com média [ ko ks } e uma matriz de covariancia assintotica Ky, ou seja

;22 ];:2 a
(RERIES "

a . . . . .~ . sy
em que ~ indica uma distribuicao assintotica.

Neste caso, comparando o resultado obtido na equacio (2.34) com a estatistica de hotelling 7"

~ ~ 1T IS 2 T
expressa em (2.29), temos p = [ ky k3 ] ex = [ ky ks } . A matriz S em (2.29) serd substituida
pela matriz de covariancia assintotica estimada K. Portanto, para um nivel de significincia especifico

a, temos a seguinte estatistica de teste:

)
k‘3 k:3 kg k3

em que Ko ¢ assumida uma matriz nao-singular, caso contrario, utiliza-se a inversa generalizada de
Moore-Pearson (SEBER, 2008).

J4 mencionamos que para grandes amostras a distribuicao associada a variavel aleatéria de T?
segue a distribuicdo x2. Assim, é possivel empregar em (2.35) a aproximacao F,, ,(-) & x2(+), em
que Y2(-) representa o percentil superior da distribuicdo y2. Além disso, podemos obter as elipses de

confianga com o nivel de significancia ¢, dadas por:
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> R

]?72 1252 2(” B 1) 2
Z:g, ] — [ ]%3 ]) < sz(W)a (2.36)

(][] =

em que x2(7) é o percentil superior para x2. A elipse em (2.36) estd centrada em (ks, ks) e eixos

orientados de acordo com os autovetores da matriz K.

Baseada na estatistica 77 dada por (2.35), temos as medidas de bondade de ajuste para as
distribuigoes TW, TF, TLL e TP através das proposigoes (2.10.1), cuja demonstragdo encontra-se no
Apéndice A.

Proposigao 2.10.1. Seja X uma variavel aleatéria que segue a distribuigdo T-G com parametros £ e

A com |[A| < 1 entdo a estatistica 72 de Hotelling, baseada nos LCs, é dada por:

TF ¢ = 322;234—6(%, [333 <22 - /~€2>2 + 89 (zg - I~€3>2 - 2323 (% - ffz) (z:a - ff3>]7

em que ko, k3 sao os estimadores dos LCs ko, k3, respectivamente; 099, 023, 033 840 0s estimadores para

022, 023, 033 (ver no Apéndice A) e com M igual ao pardmetro:

(i) 7, se a distribuigao-base for Weibull, Fréchet ou Log-Logistica;

(ii) 2n, se a distribuicao-base for a Pareto.

O Algoritmo 1 descreve como a Estatistica 7% de Hotelling pode ser calculada na pratica.

Algoritmo 1: Estatistica 7% de Hotelling
Passo 1. Estimar o vetor de pardmetros ©® = [, o, \]T pelo MLC.

Passo 2. Calcular os cinco primeiros LCs.
Passo 3. Calcular K.

Passo 4. Calcular as Estatisticas de Hotelling.

2.11 Estudo de Simulacao

Nesta secao, discutiremos os resultados do estudo de Simulagdo de Monte Carlo realizada para
verificar o desempenho do método de estimagao por Log-Cumulantes (MLC) e comparar com o método
de Maxima verossimilhanga (MLE), bastante utilizado na literatura. Na proxima se¢do mostraremos
experimentos utilizando bancos de dados reais para analisar o efeito do uso das estimativas para as

novas medidas de bondade de ajuste.
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Para avaliar o desempenho dos estimadores a partir dos métodos MMV e MLC, foi rea-
lizada uma Simulagdo de Monte Carlo baseado em Vasconcelos et al. (2020). Nesta secdo, apre-
sentamos apenas o estudo para o submodelo TW, o qual consideramos os tamanhos amostrais
n = 10,30,50,80 e 100. Além disso, consideramos n € {1.5,1.7,2.0,2.1}, o0 € {0.8,0.9,1.0} e
A€ {-0.3,-04,-0.5,—-0.6,—0.7, —0.9}. Para cada combinagao (n, o, \,n) geramos 10.000 replica-

¢oes da simulagdo em que os estimadores foram avaliados para varios tamanhos de amostra.

A simulagao foi realizada através do software estatistico R, a qual utilizou-se o pacote "MaxLik'e
a funcao "maxLik". J& para o MLC utilizou-se o pacote BB e a funcao BBsolve. Para comparagao dos
métodos, utilizamos raiz quadrada do erro quadratico médio (RMSE) (VASCONCELOS et al., 2020).

E possivel observar na Figura 4 que o método MLC obteve, em todos os cendrios, melhor
desempenho comparado ao método MMV. Na medida que o tamanho da amostra aumenta, o viés e a

variancia, no método MLC, diminuem.
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Figura 4 — RMSE para alguns parametros do modelo TW
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2.12 Aplicacao a dados reais

2.12.1 Base de dados e estatistica descritiva

Utilizamos cinco bases de dados para determinar qual modelo de probabilidade é o mais
adequado para estes conjuntos, de acordo com o critério de bondade de ajuste desenvolvido. Dentre
eles, um conjunto de dados foi obtidos através do sensor Airborne Synthetic Aperture Radar (AIRSAR),
que constitui um sistema aerotransportado de obtencao de imagens SAR (Synthetic Aperture Radar);
uma ferramenta de imagem para qualquer clima capaz de penetrar nas nuvens e coletar dados a
noite. Os comprimentos de onda mais longos também podem penetrar no dossel da floresta e, em
areas extremamente secas, através da fina cobertura de areia e neve seca. Até onde sabemos, nao
ha registro na literatura no tocante a aplicacdo de modelos da classe T-G a dados de imagens SAR.

Segue a descri¢ao dos conjuntos de dados selecionados:

(i) Fadiga (FA): O estudo consiste em uma amostra de fio de polyster de 100 cm com nivel de defor-
macao de 2,3% para analisar os testes das caracteristicas de fadiga de tragdo (QUESENBERRY;
KENT, 1982; ARYAL; TSOKOS, 2011).

(ii) Covid-19 (CV): Dados divulgados pelo Ministério da Saide de Israel, em novembro de 2020,
sobre pacientes com COVID-19. O conjunto de dados consiste no tempo (em dias) desde o

primeiro teste positivo (PCR) até o primeiro teste negativo em homens com mais de 60 anos.
(TANIS, 2022).

(iii) Receita Fiscal (RF): Os dados incluem a receita fiscal real mensal (em milhdes de libras egipcias)
no Egito de janeiro de 2006 a novembro de 2010. (ALMARASHI et al., 2020).

(iv) Urbano (UR): Dados extraidos da Regido Urbana da cidade de Sao Francisco, Estados Unidos,
capturados pelo sensor AIRSAR (NASCIMENTO, 2012).

(v) Fibras de Carbono (FC): O estudo consiste em 100 observagoes sobre o estresse de ruptura de
fibras de carbono (em Gba) (MAHMOUD; MANDOUH, 2013).

A estatistica descritiva dos cinco bancos de dados estd resumida na Tabela 5'. Note que todos
os conjuntos de dados possuem assimetria (Ass) positiva, pois a média é maior que a mediana. Além
disso, o conjunto de dados FA é bimodal, apresentando a maior dispersao, enquanto que RF e FC sao
unimodais. Os dados UR e FC apresentam os dois desvios-padrao (DP) mais baixos, porém possuem
uma medida de curtose (Curt) alta. Por fim, temos que todos os conjuntos de dados sdo heterogéneos,
uma vez que, apresentam os valores do coeficiente de variagdo (CV) acima de 30, indicando que estao

dispersos em torno da média.

I n indica tamanho da amostra
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Tabela 5 — Estatistica Descritiva dos Dados

Dados Min. Média Mediana  Moda DP Ass. Curt. Mix. CV (%) n

FA 15.0 2215 195.5 180/264 144.51 1.35 2.78 829.0 65.24 100
Ccv 2.00 18.38 16.00  10/12/16 10.724  1.85 4.32 63 98.35 50
RF 4.10 13.49 10.60 8.5 8.05 1.57 2.08 39.20 59.69 29
UR 0.0133 0.1115  0.0790 - 0.1090 3.0756 11.7955 0.7612  97.73 140

FC 0.920 1.656 1.544 1.501 0.5968 3.1531 14.2428 5.306 36.04 100

A Figura 5 exibe o diagrama de LCs (ks, 1272) como medida de bondade de ajuste qualitativa.
Para cada conjunto de dados, calculamos os LCs amostrais de acordo com uma amostragem bootstrap

com 1.000 réplicas e tamanhos de amostra de 90%.

0
@ |
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<
T c:I T T T T
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Figura 5 — Diagrama mostrando os LCs teéricos para os modelos TW, TF, TLL e TP, bem como
uma colegao de LCs representando os dados FA (%), CV (%), RF (%), UR (), FC ().

E possivel observar na Figura 5 que os bancos de dados CV, RF e UR se concentram na regiao
central do diagrama, indicando o submodelo TLL como o mais propicio para esses bancos de dados.
Ja o conjunto FA possui os dados dividos nas areas dos submodelos TLL e TW. Por fim, o conjunto

FC esta concentrado na regiao central inferior, sobrepondo seus dados em trés submodelos: TLL, TF
e TP.

A Tabela 6 apresenta para cada modelo a estatistica 7% de Hotelling com seu respectivo

p-valor. Tais estatisticas obtidas podem ser interpretadas como uma medida de distdncia entre os
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dados e cada modelo da classe T-G. Valores mais baixos para a estatistica T2 de Hotelling indicam

um melhor ajuste aos dados.

Tabela 6 — Estatistica 72 de Hotelling e p-valor

Modelos FA CvV RF UR FC

T™W 0.3842 (0.9448) 0.147 (0.9863) 0.0366 (0.9982) > 10 (2 0.00) 8.1517 (0.0522)
TF > 10 (~ 0.00) 0.0437 (0.9977)  0.0182 (0.9994) > 10 (~ 0.00)  0.0075 (0.9998)
TLL 0.2361 (0.9722) 0.0023 (0.9999) 0.0032 (0.9999) 0.0711 (0.9951)  0.0331 (0.9984)
TP > 10 (~ 0.00) 0.0067 (0.9999)  0.2932 (0.9628) > 10 (~ 0.00) 0.2152 (0.9757)

De acordo com os valores da estatistica 7% de Hotelling na Tabela 6, temos que a distribuicdo
TLL é um bom modelo para os conjuntos de dados FA, CV, RF e UR. Entretanto, o modelo TF
obteve um melhor resultado para o banco de dados FC. Esses dados quantitativos confirmam a andlise
qualitativa fornecida na Figura 5. E possivel observar que os bancos de dados que nio possuem
pontos (ou possui poucos pontos) sobre a regiao do modelo no diagrama (/%3, /%2) admitem valores da

estatistica 72 maiores que dez, ou seja, o modelo ndo ¢ indicado para este conjunto de dados.

Para complementar a analise anterior, tracamos as elipses de confianca para cada conjunto de
dados. A construcao das elipses foi baseada em 2.35. Empregamos o menor valor da estatistica 72 de
Hotelling, ver Tabela 6, a distribuicio T-G associada usando os LCs estimados ky e k3 e a matriz de

covariancia da amostra X..
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2.13  Conclusao

No capitulo 2, apresentamos um teorema o qual é possivel obter a Transformada de Mellin
de qualquer modelo da classe Transmutada-G a partir dos momentos ponderados de probabilidade
da distribuicao-base. Mostramos que as estatisticas do tipo Mellin podem ser aplicadas com sucesso
como medidas de bondade de ajuste para os modelos Transmutada Weibull, Transmutada Fréchet,
Transmutada log-logistica e Transmutada Pareto no contexto da analise de sobrevivéncia e processa-
mento de imagens. Para tal feito, obtemos expressoes (forma fechada) para a fungao caracteristica do
segundo tipo. Posteriomente, os Log-cumulantes relacionados a essas expressoes foram utilizados como
entradas para a estatisticas 7% de Hotelling e, por fim, para complementar o estudo, foram construidas
as elipses de confianca. E para ilustrar a proposta desse trabalho, cinco bancos de dados reais foram
utilizados para mostrar que o método de log-cumulantes desempenha um bom comportamento para a

medida de bondade de ajuste.
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3 Medidas de Informacao e bondade de ajustes para

Nova Classe Transmutada-G

3.1 Introducao

Modelos de distribuicao de probabilidade que sao frequentemente utilizados para modelar
dados em diversas areas (engenharias, ciéncias médicas, economia, demografia, etc.), muitas vezes, nao
se ajustam de forma satisfatoria a um conjunto de dados reais, motivando-se a necessidade de estender
as formas dessas distribui¢oes. Recentemente, muitas familias de distribuigoes generalizadas foram
propostas na literatura a fim de fornecer maior flexibilidade na modelagem de dados provenientes
de diversas aplicagoes, ver por exemplo, o trabalho de Tahir e Nadarajah (2015) o qual apresenta
uma revisao abrangente para estas classes de modelos. Os primeiros geradores de grande relevancia
foram Marshall-Olkin-G (MARSHALL; OLKIN, 1997), beta-G (EUGENE; LEE; FAMOYE, 2002b),
gama-G (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009) e kumaraswamy-G (CORDEIRO; CASTRO, 2011b).
A utilizacao de modelos de distribuicao com mais pardmetros para os ajustes a bancos de dados esté

sendo possivel devido ao avanco de ferramentas computacionais mais poderosas (SILVEIRA et al.,
2023).

Uma forma conveniente de construcao de novas distribuigoes é utilizando mapas de transmu-
tagdo. Shaw e Buckley (2009) foram os pioneiros nesse estudo utilizando uma técnica chamada Mapa
de Transmutagdo Quadratico (MTQ) para gerar a familia de distribuicao flexivel. Dentre elas, foi

proposta a familia Transmutada-G em que sua cdf é definidar por:
F(z) = F(z,&)) = (1+\)G(x:€) — AG(;€)*, Al < 1. (3.1)

Uma revisao abrangente das distribui¢oes transmutadas é fornecida em Dey et al. (2021). Estes
autores defendem tal revisao como uma referéncia importante para encorajar o desenvolvimento de
outras distribui¢oes transmutadas que poderiam modelar fenémenos complicados com mais precisao.
Ahmad (2020) introduziu uma nova familia generalizada de distribuigdes, que é uma ampliagao da

familia de distribui¢des exponenciadas e transmutadas.

Por outro lado, embora as medidas de bondade de ajuste sejam métricas quantitativas cruciais
para avaliar o quao bem um modelo se ajusta aos dados na modelagem estatistica, elas tém mostrado
um crescimento mais contido em comparacgao com o desenvolvimento de novos modelos de distribuicao.

Alguns trabalhos que propuseram medidas de bondade de ajuste para modelos de probabilidade foram
Pearson (PEARSON, 1895); McQuarrie e Tsai( MCQUARRIE; TSAIL 1998) e Pakyari e Balakrishnan
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(PAKYARI; BALAKRISHNAN;, 2012).

Pearson (1895) introduziu um critério de sele¢ao de modelos com base em medidas de assimetria
e curtose, posteriormente aplicado por Vogel e Fennessey (1993) em dados hidroldgicos. Além disso,
esses diagramas tém sido amplamente empregados na sele¢ao de modelos para séries temporais em
mercados de commodities, conforme observado por Andreev, Kanto e Malo (2007). No entanto, Nicolas
(2005) mostrou que o método de Pearson apresenta uma solucao analitica dificil e ndo se adequa a
varidveis aleatorias positivas. Pakyari e Balakrishnan (2012) propuseram uma medida de adequagao
do ajuste que considera a distancia entre a funcao de distribuigdo acumulada (fda) e a funcgao de
distribuicao empirica. No entanto, ¢ importante notar que essa medida pode apresentar limitagoes, ja

que nem sempre é possivel obter uma solu¢do analitica.

Nicolas e Anfinsen (2002) apresentaram um diagrama alternativo, semelhante aquele de
Pearson, chamado diagrama de Log-Cumulantes (LC) (ks, k) que ao invés de utilizar indices de
assimetria e curtose, propoe um diagrama baseado nas estatisticas ks e ky. H4 casos na literatura
que o diagrama de Pearson pode ser analiticamente intratavel e nao se aplica quando o suporte da
distribuicao for positivo. A ideia desses autores foi propor a aplicacao da transformada de Mellin
(TM) como uma alternativa a fungdo caracteristica usual, definindo assim a fungao caracteristica de

tipo II e consequentemente os log-momentos e log-cumulates de tipo II.

Log-cumulantes (de segundo tipo) de segunda e terceira ordem sao amplamente utilizados no
contexto de dados POLSAR (Polarimetric Synthetic Aperture Radar ). Porém, na modelagem de
tais dados, esses log-cumulantes produzem os mesmos valores quando aplicados a modelos produto
e modelos de mistura finita. Deng e Lépez-Martinez (2016) apresentaram diagramas de LCs 3D
chamados de cubo Log-cumulantes que levam em conta LCs de quarta ordem auxiliando na distingao

de tais modelos.

Na teoria da informacao, existem diferentes critérios para medir a incerteza de um modelo
probabilistico. Além disso, varias medidas de divergéncia foram desenvolvidas na literatura para
medir a similaridade (proximidade) entre duas distribui¢oes de probabilidade. A entropia de Shannon
(SHANNON, 1948), a informacao de Fisher (FISHER, 1929) e a diferenca média de Gini (GINI, 1912)
sao trés medidas de informacao importantes que tém sido utilizadas nas mais diversas areas. Mais
recentemente, estas medidas de informacao foram generalizadas com base na desigualdade de Jensen,
que passaram a ser conhecidas como medidas de informacao de Jensen-Shannon, Jensen-Fisher e
Jensen-Gini, respectivamente. Para mais detalhes pertinentes, ver Mehrali, Asadi e Kharazmi (2018)
e Sanchez-Moreno, Zarzo e Dehesa (2012).

Recentemente, Kharazmi e Balakrishnan (2021) exploraram a classe T-G, enquanto Saha,
Kayal e Balakrishnan (2022) investigaram a classe de distribuigoes ctibica transmutada generalizada
em termos de medidas informacionais. Ambos os estudos avancaram no entendimento dessas classes

ao analisarem entropia de Shannon, informacao de Fisher e diferenca média de Gini; medidas de
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divergéncia de Kulback-Leibler e qui-quadrado também foram consideradas.

A nova transmutada-G (NT-G) é uma versao generalizada da classe T-G, introduzida por
Ahmad (2020), e serd utilizada neste capitulo. Alguns submodelos desta versao generalizada sao
muito flexiveis, capazes de modelar taxas de risco unimodais, crescente, decrescente e constante
(AHMAD, 2020). Foram exploradas diversas propriedades de teoria de informagao: Entropia de
Shannon, diferenca média de Gini, informacao de Fisher. Além disso, também estudamos a divergéncia
Kulback-Leibler e a distancia Qui-Quadrado entre a distribui¢ao do gerador e seus componentes. A
combinacao de MPP e transformada de Mellin é proposta para fornecer novas medidas de bondade
de ajuste para selecao de modelos da familia NT-G. Com o intuito de ter mais informacao qualitativa,
serao construidos diagramas de Log-cumulantes 2D e 3D para dois submodelos do gerador: Nova
transmutada Weibull (NTW) (AHMAD, 2020), Nova transmutada Fréchet (NTF) (MAHMOUD;
MANDOUH, 2013). Além disso, é proposta uma relagio entre a estatistica 7% de Hotelling e o método
delta para obter as elipses de confianga para testes de hipoteses, nos quais os cumulantes do segundo
tipo estao envolvidos. Por fim, quatro bases de dados reais no contexto da analise de sobrevivéncia

sao submetidas a metodologia proposta.

3.1.1 Funcoes Distribuicao e Densidade

Uma versao generalizada da classe T-G, introduzida por Ahmad (2020) tem a seguinte definigao:
Uma varidvel aleatoria X seque a versao generalizada da Classe T-G, denotada por NT-G(a, A\, ) se

sua fda e pdf sdo definidas, respectivamente, por
F(z) = F(z,a, N\, &) = (1 + N)G(x;€) — AG(x; €)°, a,€>0, |\ <1, zeR (3.2)
em que G(x;€) € fda da distribuicio-base, e
fl@)=flz,a, X\ &) =[1+A— oz)\G(a:;E)a_l] g(x; €), reD C R, (3.3)

em que g(x; &) é fdp da distribuicao-base.
Ambas fungoes dependem do vetor paramétrico adicional &£. Para a = 2, tem-se a classe T-G.

Paraa=1eA=—1(ou A=0e a > 0),a classe NT-G reduz-se a distribui¢ao-base G.

A extensdo da transmutada Weibull (NTW) e a extensao da trasmutada Frechét (NTF) sao
modelos particulares provenientes da classe NT-G e serdo exploradas neste capitulo. A fdp de cada

modelo associada a (3.3) esta apresentada na Tabela 7 e os graficos na Figura 7.
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Figura 7 — Gréfico da fdp dos modelos NTW e NTF para diferentes valores dos parametros.

Tabela 7 — A fdp dos modelos da classe NT-G

Modelo fx) Pardmetros X Suporte
NTW g(g)nilexp{— (g)n} [1—/\+)\o¢exp{ (U)n(a UH a>0,A<1,n>0,06>0,2>0
NTF g(;)fwl) exp {— (;)w} {1+)\—)\aexp {— (g)fn(a*l)}} a>0,\<1,7>00>02>0

Note que se X ~ NTW(a, A, £), entao a distribuicao de X reduz para Transmutada Weibull,
se a = 2; Transmutada Rayleigh, se = 2 e n = 2; Transmutada Exponencial, se « =2 e n = 1;
Weibull, se « =1 e A = —1; Rayleigh, se a =1, A = —1 e n = 2; Exponencial, se a =1, A= —1 e
n=1.

A fungédo de sobrevivéncia (sf), fungao de risco (hf), fungdo de risco reversa (rhf) e fungao de

risco acumulada (chf) de NT-G sao, respectivamente, dada por

Sy, A €) =1 [(1+AN)G(2;8) — AG(x;€)"], (3.4)
gy = @O A+ arG(€) )

MO = T NG ) - Ao 3)

o A £) = 9(z:8) (1 + A — aAG(x;6)*) (3.6)

(14+N)G(z;8) = AG(x;6)>

H(z; o, A, €) = —log (1 = [(1+ N)G(x;€) — AG(x;£)%]) - (3.7)
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Note que, a fun¢ao de risco de NT-G pode ser expresso por

f(2:6) (14— aAF(z; )
(1 - F(r;€)) <1 - AZF(% E)‘“)

h(z;a, X&) =

14+ X—alF(z; €)1
1=\ F(a;€)o
i=1

~
I

= hg(l’)

; x>0, (3.8)

J/

em que hg(x) é a hf da distribui¢do-base. A quantidade multiplicadora I é um fator de corre¢ao para
hG (ZE)

3.1.2 Propriedades Informacionais

Algumas defini¢gdes sao apresentadas a seguir para a construcao de algumas propriedades do
gerador. Para uma distribuigao-base arbitraria G(x,§), diz que uma varidvel aleatoéria tem distribuicao
Exp-G com pardmetro de forma § > 0, denotado por Y5 ~ Exp — G(x,9), se suas fungdes pdf e cdf

sao, respectivamente, dadas por

Jeap(w;€,0) = 6G(2:€)" ' g(; €) (3.9)

Frup(2,€,8) = G2, €)', (3.10)

Bourguignon, Silva e Cordeiro (2014) demonstraram que a pdf da classe Weibull-G pode ser expressa
em termos das densidades da Exp-G. Para mais detalhes sobre a Exp-G ver os trabalhos de Tahir
e Nadarajah (2015), Pena-Ramirez et al. (2018) e Martinez-Florez, Pacheco-Lépez e Tovar-Falén
(2022).

Se a distribuigao-base em (3.3) for considerada uma distribuigao uniforme em (0, 1), entdo a

pdf e cdf da Nova Transmutada Uniforme (Uyr) é dada, respectivamente, por

fUNT(u) = (1 + )‘) — o (3.11)

Fuyr () = (1 4+ Nu — Au®, (3.12)
em que u € (0,1).

A varidvel aleatéria V' segue o modelo de distribui¢ao Beta(c, 1), denotado por V' ~ B(a, 1),

se sua fun¢ao densidade for dada por

f)=av*™, com a>0 e ve(01). (3.13)
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A incerteza associada a um modelo de probabilidade pode ser calculada utilizando diversas
medidas de informacao. Em muitas situagoes relacionadas com analise de dados de vida, econometria,

e demografia, a quantificagdo da incerteza numa distribuicao é muito importante.

A incerteza em uma variavel aleatéria pode ser medida utilizando os conceitos de informagao
de Fisher, entropia de Shannon e entropia de Renyi. Apresentamos agora brevemente algumas medidas

de informacao que serao utilizadas na sequéncia do trabalho.

A informagao de Fisher de uma varidvel aleatéria X, com pdf f(x;#), sobre o pardmetro 0 é
definida por (ASADI et al., 2018)

7(6) = /X [W} " Fo:0)dn. (3.14)

Admite-se que 0 pertence a um intervalo aberto I da reta real e que f(z;6) > 0 para todo 6 pertencente

ao espaco paramétrico e diferenciavel com relacao a 6.

Seja X uma variavela aleatéria absolutamente continua com cdf F/(z) e pdf f(z). Entao, a
entropia de Shannon de X (ou densidade f) é definida por (SHANNON, 1948)

=
s
!
=
=
!

— [ f@)log{f(2)}da. (3.15)

Além destas, algumas medidas de divergéncia, como a divergéncia de Kullback-Leibler e a
divergéncia Qui-Quadrado, serdo introduzidas para medir a proximidade entre duas distribuicoes de
probabilidade.

Sejam X e Y duas variaveis aleatérias continuas com fungoes densidades absolutamente
continuas f e g, respectivamente. Entéo, a divergéncia de Kullback-Leibler entre X e Y (ou f e g) é
definida por (KULLBACK; LEIBLER, 1951)

f(x)

f(z)log {} dx. (3.16)

KL(X||Y) = KL(f.9) = [ o

X

Além disso, definimos a divergéncia qui-quadrado como outra medida relevante entre duas
fungoes de densidade f(z) e g(z) (NIELSEN; NOCK, 2013):

X*(f.9) = /X fle) —g@) (x)gz;)’@mdx. (3.17)

Por fim, a diferenga média de Gini (GMD) é uma outra medida de informagao relevante que
utilizaremos nesta se¢ao. Seja X uma varidvel aleatéria com funcao distribuicdo F'(x). Entao, a GMD

associada a X é definida por
GMD(F) =2 / F(2)F(x)dz, (3.18)
X
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em que, F(r) = 1 — F(z) denota a funcdo sobrevivéncia de X. Segundo Yitzhaki (1982) a GMD,
como medida de variabilidade, compartilha muitas propriedades da variancia de X e é mais adequado

para distribuicoes que estao longe da normalidade.

Algumas propriedades que foram desenvolvidas nesta secao sao resultados que generalizam as
propriedades do artigo (KHARAZMI; BALAKRISHNAN;, 2021), pois basta fazer & = 2 em (3.2) e

(3.3) para obter os resultados do artigo base.

Para simplificar a notagdo, omitiremos y na integral ao longo do capitulo, a menos que seja

necessaria uma distingao.

O teorema a seguir diz que a fungdo densidade do gerador NT-G é uma mistura linear entre a

densidade da distribuicao-base e sua exponenciada.

Teorema 3.1.1. Seja X ~ NT — G(a, ), £), entdo a fungao densidade de X pode ser expressa como

a mistura linear
f(il:,Oé, )‘75) = Cg(:lf,f) + (1 - C)femp(x;§7a)7
em que c =1+ \.

Demonstracao.

f@)=flz,a,0,8) = [1+X—arG(z;6) ] g(;€)
= (14 Ng(x;€) — Aag(e; §)G(z; )
= cg(x;&) + (1 —¢) feap(z: €, ). (3.19)

]

O resultado do Teorema (3.1.1) desempenha um papel importante neste trabalho, pois podemos
obter os momentos, a funcao geradora e os desvios médios de X. Expressoes explicitas estabelecidas

para estas medidas podem ser mais simples comparada aos calculos de integragao numérica.

Através dos momentos é possivel estudar algumas caracteristicas (tendéncia, dispersao, assi-
metria e curtose) de um modelo de distribui¢ao probabilidade. A fungao geradora de momentos da

classe NT-G ¢é obtida a partir da expressao
Mpy,(t) = E)
= / " [(1+A) —arAG* N (z)] g(z) d

—00
o0

- /O:O e (1 + Ng(z) dz — / aXe” G (z)g(z)dx

= (1+ )\)/ e g(x)dz +(—N) /OO e aG* Hx)g(x)d
— 0o \_OO -~ ,
Mg(t) Mezp-c(t)

= eMa(t) + (1= ) Mup(2) (3.20)

o0
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Os Momentos de Probabilidade Ponderada (MPP’s) de uma distribuigao-base podem ser
muito uteis para determinar os momentos de distribui¢oes mais complexas. Os MPP’s também sao
amplamente utilizados para estimar parametros de distribuigcoes a partir de amostras completas ou

censuradas.

Vamos demonstrar que (n,s)th MPP de X, definido por 4, = E {X"F(X;g,/\)s} (para
n,s = 0,1,2,..), pode ser expresso como uma combinagao linear de PWMs da distribuigao-base
definida por 7, s = / "G(X; €)% dx. De fato,

—0o0

2" [(1+N)G(z) = AG*(z)]" [1+ X — aAG(2)* 7] g(x)dx

2" [(1+ AN)G() + (=N)G*(@)]" [1 + A — aAG(2)* ] g(z)dx
= [ > <T> (NG (@) [(1+ NG ()] [L+ A — aAG(x)* ] g(z)dx

= (=AY (1+ )" (T> /oo "G (z) @Dt [1+ X = aXG(2)* ] g(z)dx

=0 J) I
r . il
= Z(—/\)J(l + )\) J <j> [(1 + /\)Tn,(a—l)j+r — a)‘Tn,(a—l)(j-i-l)—‘,-r] (3.21)
=0

-3 { 1 }
D
o = t+s+1

A entropia é uma medida de variacao ou incerteza de uma variavel aleatéria X. Duas medidas

u1+s+1

1 1 , o0 1 00 1
Tns = / Qg(u)"usdu:/ ch,iu’usdu:ch,i/ u'u’du = Zcm/ u i du
0 0 i=0 i=0 0 i=0 0
o
> Cni
i=0

1+s+1

de entropia bem conhecidas sdo as entropias de Rényi e Shannon. A entropia de Rényi de uma varidvel

aleatéria X com pdf f(x) é definida por

IR:(p):1iplog</ooofp(ac)dx>, p>0 e p#l. (3.22)

A entropia de Shannon de uma variavel aleatoria X, caso especial da entropia de Rényi quando
p — 1, é definida por H(X) = E{—log[f(x)]}. O resultado a seguir diz que é possivel expressar
a entropia de Shannon de X ~ NT-G em fung¢do da entropia de Shannon das distribuicoes base,

exponenciada, Beta(a, 1) e Nova Transmutada Uniforme.
Teorema 3.1.2. Se X~ NT-G, entao a entropia de Shannon é dada por
H(X)=(1+NH(X¢) = AH(Xgap-a) + NH(V) + H(U,,),

em que a variavel aleatéria V' ~ Beta(a,1).
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Demonstragio. Se X~ NT-G com pdf dada por (3.3), tem-se, por definigao,

H(X) E{—log[f(x)]}

+oo
_ / f(x) log|f (x)|da

+oo
= —[ [(1+N)g(x) — a/\G(x)o‘*lg(x)] log {[(1+X) — a/\G‘kl(x)} g(x)} dx

+o0 +oo
- [ (1+ Ng(x)logg(z)dx + / arg(x)G* 1 (x)log g(z)dx (3.23)

— 00

+oo
- [ [(1+N)g(z) — arg(z)G*(z)] log { (1 + ) — aAG*(z)} da.

Note que, por propriedades de logaritmos, log g(z) = log {ag(z)G(z)*'} — log{aG(z)*'}, e
substituindo na segunda integral da linha (3.23), obtem-se:

+00 +oo
HX) = —/_ (14+Ng(x)log g(x)dx + / adg(z)G* ! (z) {log [ag(x)G(x)* "] — log [aG(z)* '] } da

+oo -
— /_ [(1+ N)g(z) — arg(z)G* ! (2)] log [(1 + A) — aAG* ™ (z)] da

+o0 too
B _/_ (1+A)g(@)log g(w)dx +/ aAg(z)G* ! (2)log [ag(z)G(x)* ] da

+o0 - +oo
— /_ arg(z)G* 1 (z) log [aG(x)o‘*l] dx — /_ [(1+N)g(z) — aAg(x)G"fl(m)] log [(1+ ) — a)\Go‘*l(m)] dx

+o0 400
= *(1+)\)/7 g(x)logg(x)dx+A[ ag(z)G* ! (z) log [Ozg(:b)G(x)o‘*l] d

- )‘/1 av®og [av® ] dv — /1 [(1+X) — aXu® " log [(1+ ) — adu® ] du
0 0
= (1+MNH(Xg) = AH(Xgep-c) + AH(V) + H(Uy,). (3.24)

]

Se definirmos V(A a) = AH(V) + H(U,,), entao a partir de uma manipulacao algébrica,
obtemos

1 1
UAa) = A /0 av® ! log [av™™] dv — /0 [(1+2) — axu®Hlog [(1+X) — aru®""] du

A N () 8B (L1555 2 8 )
= = 2X — 1+ log[a(1 + N)] ST (%) . (35:12) (3.25)

Note que a fungao ¥ depende apenas dos parametros o e A, ou seja, nao depende dos pardmetros da

distribuicao-base.

Exemplo 3.1. Considere que X segue a distribuigao exponencial inversa com pdf igual a g(z) = I%e_g
e fda igual a G(z) = e % (KELLER; KAMATH; PERERA, 1982). Entao, a entropia de Shannon da
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variavel correspondente N'T- exponencial inversa é dada por:
H(Xnr) = (1+AH(Xe) - M (Xexp-c) +AH(V) + HUyr_g)

A
_ B e [ B T B p/n [ —pye]o B =8/ [=6/2]%71
= —(14+X ; Pl = log oLl dx + X\ ; a—e [e } log (aﬁe [e } dz + U\ o)

+oo +oo
B _8 B _& B _Basa B _Baja
= —(1+)\)/O 22° = log Lﬁe r}da:—k)\/o C;—Qe pa/ log(%e B/ )dm+\ll(/\,a)
= —(1+)(=1=2y—log(B)) + A1 — 27y — log(a) — log(B)] + ¥ (A, a)
= 14 2y+1og(B) — Alog(a) + T(\, ),

em que v ¢ definida como a constante de Euler-Mascheroni (= 0.577216) ¢ U(«, \) ¢é definida pela
Equacao (3.25).

Nesta subsec¢ao, apresentamos alguns resultados referente a divergéncia de Kullbak-Leibler
entre as densidades da NT-G, EXP-G e distribuicao-base.

Teorema 3.1.3. A divergéncia Kullbak-Leibler entre a densidade da distribui¢ao-base, g, e a densidade

da classe NT-G, fx,,, sao dadas por:

i) KL(fXNT’g) = KL(fUNT’QU)?

i) KL(g, [xnr) = KL(gu, funs)s

em que as variaveis aleatérias U, e Uy sao a uniforme e a extensao da transmutada uniforme em (0, 1)

com fungoes densidades gy e fy, respectivamente.

Demonstragdo. i) Usando a defini¢ao divergéncia de Kullbak-Leibler, temos

KLrurna) = [ fratolos (P20 ) as
Y e a1 (1+Ng(x) — Aag(x)G(z)*!
= [0+ Vo)~ Aaglr) G log { e b de
= [00 [(14+)) — XaG(2)* '] log {(1 + Ng(z) — )\ag(a:)G(x)a_l} g(x)d.

Se u = G(z), entdo du = g(x)dz. Logo,
KL(fxur9) = | T4+ 0) — daulog {(1 4 ) — MaG(a)™"} du

= 01 Junr(u)log {ngN(Z()u)}

= KL(fUNT7gU)‘
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ii) De maneira andloga ao item i, temos:

KL(g, fxyr) = /+oog(x) log { 9(z) } dx

—© fXNT

- /_:o 9(@)log {(1 + Ng(2) g—(xoz)g(x)G(x)a—l} da

N /_:O tog {(1 + ) —1aG(x)a—1} glx)da. (3.26)

Aplicando a transformagao u = G(z) = du = g(z)dz, temos:

—+00

KL(g, fxyr) = /

—00

1
1 =KL .
©8 {(1 +A) — aual} du (gu1; funr)

O

Teorema 3.1.4. A divergéncia Kullbak-Leibler entre a densidade da classe NT-G, fx,,, € a densidade

da exponenciada-G, f.;,, sao dadas por:

i) KL(fXNT’fe:cp) = KL(fUNT7fV)

11) KL(fezpa fXNT) - KL(fV?fUNT>

em que as variaveis aleatorias Uy e V, seguem a extensdo da transmutada uniforme em (0,1) e

distribuicao Beta(a, 1) com densidades fy e fy, respectivamente.

Demonstragao. i) Usando a definicao divergéncia de Kullbak-Leibler, temos

fXNT($)> d

f%p(x)
-/ "1+ V(@) — Mag(x)G(x)* 1 log {(1 + A)goir;zx—) Ség)i’)lG(x)“ } 0

— /+OO[(1 +A) = AaG(2)* ] log {(1 i A(ig(;\;éfi(x)a_ } g(x)d.

—00

+00o
KL<fXNT7f€fBP) - fXNT('r) log(

—00

Agora, aplicando a transformacao u = G(z), temos que du = g(x)dx. Dai,

1+ X) — Ao
(1+X) = daw }du

aua—l

KLfers o) = [ 104 3) = AT 1og {

= [ S tuyton { ]‘ZCVUEV;)} du
)

em que V ~ beta(a, 1).



ii) De maneira andloga ao item i, temos:

“+o00

Ko frne) = [ Feeglos (222 )

fXNT

oo g () G)!
- [w og(z)G () log(uH)f(x)—ag(x)Gm)a1)6““"

-/ :" aG(2)* ' log ((1 . ;vf?_(xiG(x)) o(2)de.

Aplicando a transformagio u = G(zr) = du = g(z)dz, temos:

1 a—1
KL(ferp frar) = / ou™ 1log( )

= KL(fV7fUNT)7

em que V ~ beta(a, 1).

Teorema 3.1.5. A divergéncia Qui-Quadrado entre fe,, € fxy, (€ fxy, € g) sao dadas por:

i A+ [2F1 (1,225,225, ) —(A+1)
1) XQ(fSCEZHfXNT) - X2(fV7fUNT> = [2 1( 1)\2 1 >\+1) ]

.. 2(0—1)2
i) X2 (Fxwrs 9) = X2 (o go) = 2o

Fi (1,22, 225,22 ) — (A1)
111) X2(97 fXNT) = Xz(fU7 fUNT) - : 1( 1 (A—i—ll)/\+ ) )
Demonstragio. 1)

Cllo fry) = [ Vet =Pl

_ /°° {ag(x)G(z)* ' = (1 + Ng(x) + a)g :C)G(w)“‘l}de
—o0 (1+ N)g(x) — arg(z)G(z)o! ’

T

substituindo v = G(z) = du = g(x)dx, temos
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aml (14N + aAua*1]2

e Fi) = [ 2

(14+ X)) — adlue—

au®! — 1) (1+ \)J°

_ /1 [(

- (1+)\)2/

1 a  u*"lal o
= (1+)\)2{U2F1<17a_1’a_17 W] >+()\+1)(()\_1)u_)\u)

(14 X)) — aduo!

1 du = x*(fv. four)

du

L (oquet — 1)

o (1+A)—alust “

XA+ 1)

ii)

(4D R (155 5% i) - A+ 1)
A2 '
_ /OO [fXNT—G(x) - g<$)]2d!)ﬁ

XQ(fXNTag)

g(x)

/°° {1+ Ng(x) — adg(2)G(w)> " — g()}*

g(x)

/oo {(1+)) — aAG ()" — 1}2g2(x)dx

g(z)

/_o:o [(1+X) —arG(z)* " — 1}2 g(z)dw.

Se u = G(x), entdo du = g(x)dz. Portanto,

Clixersg) = [ [0+0) =adG@)? " = 1] g(a)da

_ /01 [(1+A) —adu ! — 1]

= XQ(fUNT_GagU>
1

= /(A—Oz)\uo"l)Qdu
0

= )2 /1 (1 - auo"l)Qdu

0
) {a2u2a—1
200 — 1
AN (a—1)2
20— 1

—2u™ 4+ u

1

0

2

du

dx

i
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iii)

X2(g,fXNT) = !/i:[g( ) fXNT G(xHde

fXNT G(x)
_ / {g(z 1+A () + arg(2)G x)a’l}de
1+A ) — adg(x)G(x)*!
- {1 _1 i&A_Zié;(G% R g(@)dr = x*(fv, fuyro)- (3.27)

Substituindo u = G(z) = du = g(z)dz, temos

{1 = (14 A) + adur 1)

2 —
X (f?fXNT) - 1+)\ _a)\ua 1
2

U (=14 au~™)
— )\2/ d
o (1+A)—alust “

a—1, o 1
0

du

A2(A+1)
- { oFy (1,24 2o 2 ) - (A+1)}
- (A+1)
[
Teorema 3.1.6. A informagao de Fisher para A da NT-G com pdf igual a (3.3) é dada por
100 = [ IemlOE gy (1432) P ) 3.29)

Demonstracao.
I0) = B | o8 fr (X))

9(X) ~ ag<X>Ga—1<X>r
fXNTCX)

@) —ag)E ) TP IR
B /_(1+)\)g(:v)—a)\g(:c)G°‘1(1‘)] (X +Ng(2) — arg(2)G* (2] d

Y BTG il
(1+ Ngl) — adg(r) G 1(7)

_ 1 —aG> '’
N /(1 ) —axga-t 9@
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Faca u = F(z) e du = f(x)dx. Dai,
11— oau
™=
) 0o (I14+X) —adus!
a—1 1
waly (124 2255 502 ) — (A + 1) (e — M+ )
A2(A+1)
oFy (1 by i) — A+ D)
A2(A+1)
- (1 + )‘2)X2(f637177 fXNT)'

a—1]2

du

Note que podemos escrever, a partir do Teorema (3.1.6), a Informacao de fisher por

. oFu (L2 225 2 ) - (A + 1) (3.29)
A2\ +1) ' '

Nesta subsecao, obtemos uma expressao para a GMD da funcao de distribuicao acumulada do
gerador NT-G.

Teorema 3.1.7. Se Fx,.,. é a cdf dada em (3.2), entdao a GMD associada é expressa por

1 a—1 __ «
GMD(Fx,,) = (14 A2) GMD(G) + A>GMD(F.y,) — 2A(1 + A) / wltu™ = 20%) 0 (3.30)

o g(G " (u))

Demonstragio. Seja Fx,,.(x) = (1 4+ A)G(z) — AG(x)*. Entao, podemos rescrever a fungao sobrevi-
véncia da forma:

Fxpyr(@)=1—(1+XNG(z)+AG%(x) =1 — G(z) — A\G(z) + A\G* ()
=1—-G(z) + A= AG(z) — A+ A\G*(z)
=(1-G(x)+ A1 —-G(x)) — A+ AG%(x)
= G(z) + A\G(z) — A+ A\G(x)

= (1+NG(@) = (1 - G*(x)). (3.31)
De acordo com a Defini¢ao (3.18), temos
1 _
iDMG(FXNT) = /FXNTFXNT dz
= / [+ XNC@) - A (1= G"(@)] 1= (1 +NC(x) = A(1 - G*(2)))] d=
= /(1 + A)G(z)dz — /)\ (1 —G*(x))dz —(1+N)? /éz(w)dx F2A(1+AN) /6(1;) (1-G%(x))dx

A
7A2/(1 - G%(2))* dx.

B
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A partir de uma manipulagao algébrica nas expressoes A e B, e considerando u = G(z), segue que

Al A2

:(1+)\)/(1fG(x))d:rf/\/(lfG&(x))d:rf(1+>\)2/(17G(z))d9@+(1+)\2)/G(z)(17G(m))d:p

A
B1 B2

+2,\(1+,\)/§(m) (17Ga(x))d:r+)\2/G“(z) (1fGa(x))dfoQ/(lfG“(x))dz

B
A2

:(1+)\2)/G( )1 — G(z)) dz+>\2/ “(z) (1 — G¥(z)) dz +( 1+)\)/ 1-G ))da:—)\/(l—Ga(:c))dx

Al B2

—(1+>\)2/(1—G(x))d:c+2>\ / (1 -Gz dx—)\Q/(l—G’"‘(x))dac

:(1+>\2)/G() a;)dz+>\2/Ga (1 —G%(z))dz — A(1 +>\)/(1— G(z))dz — A 1+>\)/1—Ga( ) dz
—2)\(1+)\)/G( ) (1 — G(x)) da

:(1+A2)/G() x)d:]ch)\Q/G“ (11— G%(x))de — A 1+>\/{17 Y41 —G%a) —2(1 — G(z)) (1 — G*(x))} da
:(1+)\2)/G( )(1 - G(x)) dac+/\2/G"‘ (1—G%@))de — A1+ N) /{ G(z) — G*(2) + 2G(z) + 2G*(z) — 2G*T' ) da
:(1+)\2)/G() x)d:ﬁ+/\2/Ga (1-G%= d:z:—)\1+)\/{G )+ G¥(x) — 2G*T1 ) dx
:(1+)\2)/G(:c)(1—G’(x))da:+/\2/

G%(z) (1 — G*(z)) dw — A(1 + A) / G(@) [1+ G} (x) — 2G% ()] da

du.

1 a— a
= (14 7A%) DMG(G) + X2DMG(Fexp) — A(1 +>\)/O “(1;(2711(;))2“ )

[]

O exemplo a seguir traz uma aplicagdo do modelo Beta(a, 1) a distribuigao-base do gerador

para ilustrar o teorema (3.1.7).

Exemplo 3.2. Considere que X~Beta(d,1) com cdf G(z) = 2°, 0 <z < 1, § > 0. Entdo, a GMD da
Fx,., ¢ dada por

1 a—1 [e%
u(l+u —2u
GMD(Fx ;) = (14 A*) GMD(G) + A>GMD(F..) — )\(1+)\)/0 ( IR o) )du
1 1
= <1+/\2>/ lfa: dx+)\2/ - d:cf2)\(1+/\)/ z’ [1+x6<a71>72m°‘6} dz
0 0
[o.6+1 22641 ] o+l p20atl 1 541 S(a—1)+6+1 as+s+1 1
=(1+x) |F —(1 4N T _ 2
0+1 20+1], +1 26a+1], S+1 da—1)+6+1 ad+do+1),
B N 1] { 1 }_ { 1 1 2 ]
=(1+¥) 557 - 25+1_+A Satl atil) AUHNITE Y G T Gyl
NI 5 7 2[ Sou } { 1 1 2 ]
= 2 %2 | _2\1 - .
(1+/\>_(6+1)(25+1)_+/\ GarD@arn) PN T T wrl  mrid
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Corolario 3.1. Suponha que G, F,;, e Fx,, tenham suas medidas GMD como GMD(G), GMD(F,,)
e GMD(Fy,,), respectivamente. Entao:

1. Se A € [-1,0], entao

GMD(Fx,,) > (14+X*) DMG(G) + XDMG(F.,,).

2. Se A € [0, 1], entdo

GMD(Fx,,) < (14+X*) DMG(G) + XDMG(F.,,).

O resultado do Corolario (3.1) é obtido facilmente a partir do Teorema (3.1.7).

3.2 Transformada de Mellin

A TM, densenvolvida por Robert Hjalmar Mellin, é uma ferramenta alternativa a Transformada

de Fourier, sendo utilizada em diversas areas, como: matematica, fisica e engenharia.

Se tratando de estatistica, as maiores aplicacoes da TM sao quando a varidvel estudada assume

valores em R, , possibilitando a andlise de imagens de radar polarimétrico, como é o exemplo nos

trabalhos de (ANFINSEN; ELTOFT, 2011; BOMBRUN; BEAULIEU, 2008).

Portanto, a TM considera X uma varidvel aleatéria que assume valores positivos com fda F(x)
e que pode ser definida de acordo com (NICOLAS, 2005):

bu(s) = / N dF(x)de = B(XS7Y), (3.32)
0
na qual esta fun¢do é denominada primeira fun¢ao caracteristica de segundo tipo, em que s € C.

Para encontrarmos a segunda funcao caracteristica de segundo tipo, aplicamos o logaritmo

natural na Equagao (3.32):
a(s) = log(¢a(s))-

Na proxima subsegdo mostramos que a transformada de Mellin da classe NT-G pode ser obtida

diretamente pelos MPP da distribui¢ao-base.

3.3 Momentos Ponderados de Probabilidade - MPP

Os MPP, denotados por M, ;, sao generalizacoes dos momentos usuais para distribuigoes de

probabilidade e foi introduzido por Greenwood et al. (1979). Eles sdo definidos por:
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Mk = B{X'F(XP[1- F(X)} (3.33)
= [ QF@IFEYN - F@)ar()
em que 7, j,k € R e () representa a fungao quantilica.

A Tabela 8 fornece os MPP geral das distribui¢des-base, além de dois casos especificos que

serao utilizados no Teorema 3.3.1.

Tabela 8 — MPP da distribuicao-base para classe NT-G
Modelos Mi,j,k Mi,O,O MLLO

. i Py S () (=1)" ‘ ‘ 1
Weibull UF(l_‘_;)zrio(i)(k+r+1)1+i/a o"T L+ 0T R A

Fréchet o'I'(1— 1) Y%7, (’;)(i oi-T (1 - %) o'l (1 — 3) (21_%)

jarenie n

A seguir, tem-se o principal teorema deste capitulo, o qual é possivel calcular a primeira fc do

tipo II como uma combinacao linear dos MPP da distribui¢ao-base.

Teorema 3.3.1. Seja X uma variavel aleatéria continua com fdp dada por (3.3), entdo a primeira fc

do tipo II é calculado por
¢X(S) = (1 + /\) MS—LO,O — (1//\' Ms—l,oz—l,O s |>\| < 1 (334)

com s € C, em que M, ;1 ¢ o MPP da distribuicao-base.

Demonstragio. Seja f(z) =[1+ X — alG(z)* Y g(x) afdp da classe NT-G, onde G(z) é a fda da

distribuicio-base. Entdo,
bx(s) = E{X*} = /a:s_lf(x)dx
_ / () [1+ A — aAG(2)* ] da
_ / 2 g(x)(1+ \) do — / 2 Lg(2)aG (x)* ) dr
— (14N / #lg(z) dr — a) / 2 Lg(2)G(x)* ! da
= (142 [ @ G() - ax [ 2" 'Ga)* dG(x)

= (14+A) My_100 — oA My a1y



62

Utilizando o Teorema 3.3.1, foi construida a Tabela 9 em que é possivel observar as expressoes
para Transformada de Mellin dos modelos abordados neste trabalho. O desenvolvimento para obter

essas expressoes encontra-se no Apéndice C.

Tabela 9 — Transformada de Mellin para a distribuicdo-base da classe NT-G

Modelos Transformada de Mellin
s—1, s—1 . 0o a—1 (_1)m )
NTW o F<1+ " ) <1+/\ a)\zm:O( - )(m—i—l)H(s—l)/”
NTF (1+ X = Aal=/m) gs-10 (1 - 1)
n

3.4 Método dos Log-cumulates

A TM tem analogia com as estatisticas tradicionais, podendo produzir momentos e cumulantes

a partir de suas fungoes caracteristicas. Deste modo, os Log-Momentos (LMs) ou m, com v € N, sdo

definidos por (NICOLAS; ANFINSEN, 2002):

i, = LoxE) (3.35)

dsv  ls=1
Os log-cumulantes (LCs) de ordem v do tipo II, sdo obtidos a partir da v-ésima derivada da

segunda fc do tipo II, quando s = 1:

()] dloglox(s)

ds? ls=1 dsv s=1

Vv e N. (3.36)

Existe uma relacao analitica entre os LMs e LCs que é similar aos momentos classicos e
seus log-cumulantes (LEHMANN; CASELLA, 2006). Os trés primeiros LCs podem ser reescritos da

seguinte maneira:

];1 = ml?
ky = 10y — 2, (3.37)
ks = 1hg — 3iymg + 2m3.

De maneira geral, os LCs de ordem v podem ser generalizados, como (ANFINSEN; DOULGE-
RIS; ELTOFT, 2011):

v—1 o 5
oy =1y — 3 (” 1) ks, (3.38)
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em que m, pode ser substituido pelos LMs amostrais:

A 1 &
m, = — Y _(logz,)", (3.39)
n

r=1

sendo n o tamanho da amostra e z, é a r-ésima observagao da amostra.

Na Tabela (10) sao apresentados os quatros primeiros LCs para os modelos citados da classe

NT-G, em que ¥™(z) é a funcdo poligama de ordem n.

Tabela 10 — LCs para as distribui¢oes-base da NT-G.

Modelo Log-cumulantes
Fi= log(o) + (@ (1) = Aloga]

NTW g, = L W(l)(g + A1 \)log?al
ks = = [0@(1) = A1 - A\)(1 -2\ log’a
kg = p (W@ (1) + AL = A)(6AA = 1) + 1) log* o
Fi= log(o) — [ (1) + Alogal

NTF  f,= L W(l)(g ~ A1+ A)log? o
Ry = —— [6O(1) + A1+ N)(1 +2)) logPa]
Fa= o7 [0(1) = A+ 1AM+ 1)+ 1) log ]

Apresentaremos as medidas de bondade de ajuste para os modelos de probabilidade NTW e

NTF. Aqui, consideraremos duas medidas: uma qualitativa e outra quantitativa.

3.5 Diagrama de Log-cumulantes

Como alternativa ao Diagrama de Pearson, (NICOLAS, 2005) apresenta uma a qual chamamos
de diagrama de log-cumulantes. Este diagrama considera as estatisticas ks e ko, que sdo encontradas
a partir da Equagao (3.38) o que nos permite uma solu¢do analitica tratavel quando comparado ao

Diagrama de Pearson.

Portanto, aqui utilizaremos o Diagrama de log-cumulantes ou diagrama (ks, k2) como uma
ferramenta inicial qualitativa para avaliar qual das distribui¢oes em analise consegue modelar um

determinado conjunto de dados.
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A Figura 8, nos mostra as regioes do diagrama (123, 122) referentes aos modelos da classe TC.
A representacdo dos modelos no diagrama dependem diretamente da quantidade de pardmetros
contidos nas expressoes dos LCs. Sendo assim, os modelos podem ser representados por curvas, desde
que se tenha apenas um parametro nas expressoes; subespacos para expressoes com dois ou mais
parametros, sendo possivel nessa iltima opgao, uma representacao em 3D, quando adicionamos o
quarto log-cumulante (l~f4) (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011).
De forma especial, apresentaremos aqui o diagrama em 2D e 3D dos modelos em estudo, visto que as

expressoes dos log-cumulantes dos modelos NTW e NTF dependem de quatro parametros.

0.8

0.7
0.6
0.5

o~

< 0.4 1
0.3
0.2

NW-T

0.1 NF-T

~1.00 —0.75 -0.50 —-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Modelos

((b)) 3D.
Figura 8 — Diagrama de LCs 2D e 3D dos modelos da classe NT-G.
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3.6 Meétodo de estimacao por LCs

A estimativa pelo método dos Log-cumulantes (MLC) ocorre de forma semelhante ao método
dos Momentos. As estimativas dos parametros sao obtidas resolvendo o sistema de equagoes formado
pela equagao das expressdes dos LCs amostrais fornecidos em (3.39) com os LCs tedricos dado na

Tabela (10). Resolvendo este sistema de equagoes, as estimativas do método MLC sao obtidas.

Para a distribuicao NTW, tem-se

e
 [[00) + og(a)2(1 = H)A]
77 = 2 2L 2
me — MMy
Além disso, Nea pode ser definido como a solucao do sistema de equagoes nao linear abaixo:
§ PO ) (e 2Y%/2 [ s — 311 o +203| [0 (1)+A(1-A) log?()] />
(1-2)(1-23) log?(&) (e —n2)*/*
) {[ﬁu—4ﬁ11fn3—3ﬁl§+12ﬁ1%ﬁ12—6m1] [p ™M (1)+A(1-1) logQ(d)]Q—w“)(1)[7712—7%?]2} i
o = eXp N N /R < 2 2
A(1=X) (6A(A=1)+1)[rhg—m}]
Para a distribuicao NTF tem-se
R 2 1 3
& =exp \mi + n[w ) + log(&) Al
e

n=

\/W( ) — llog(@)PAL + A

m2 ml

Além disso, \ pode ser definido como a solucao do sistema de equagdes nao linear abaixo:

_ Xp{\/ - (1 )(T’?L ﬁz%)sm (m3 3m1m2+2m1>(w(1)(1) X(14+A) log? a) /2}
A(1+)\)(1+2>\)(m2 —m2)*?
&) (1) (o —n2)” — (rha— s s 33+ 122 — 6w ) (1) (1)~ A(14+X) log? &)
A+1)(6(A+1)+1) log* a(rma—m2)”

>
Il

3.7 Estatistica T? de Hotelling e LCs

A estatistica T? de Hotteling trata de uma generalizacdo multivariada da estatistica t de Student
e surge como uma alternativa para avaliar as medidas de bondade de ajuste. Seja € = (z1,- -+ ,z,) um

vetor de varidveis aleatérias, em que & é um vetor Normal v-dimensional @ ~ N, (u, 3), p = E(X) é
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o vetor médio populacional e ¥ = F((X — pu)(X — p)?) é a matriz de covariancia. A estatistica de
Hotteling [(ANDERSON, 1958), p. 170] é dada por

T =n(x— 'S (z—p), (3.40)

_ 1
em que n é o tamanho da amostra, T = £ 3", x,; é o vetor médio da amostrae § = = 3", x,x! —
) n j=1% n j=1 %1%

T

nxx’ é a matriz de covariancia da amostra.

De acordo com (JOHNSON; WICHERN et al., 2002) as estatisticas T? seguem uma distribuigao

—1 , . e~ . .
(n=1) CFyn—y, em que F,, ,,_, é a distribuigdo F-Snedecor com v e n—v graus de liberdade, e se aproxima

(n—v)

da sua distribui¢ao limite, qui-quadrado X%n)7 para grandes amostras. (ANFINSEN; ELTOFT, 2011).

Na secao anterior, foi realizado um estudo qualitativo a partir do diagrama de LCs. Nesta
secao, propomos uma medida de bondade de ajuste quantitativa, objetivando a insercao dos LCs na
estatistica 7% de Hotelling, que nos mostrara numericamente qual distribuicio consegue modelar os

dados em estudo através de um teste de hipotese.

Assim, para um nivel de significancia ¢ e sob a hipotese Hy : p = po

c=p|rs "W g

n—v
(n—1)v
n—v

=P {n(;ﬁ — p,)TS_l(ii — ) > Fy,nﬂ/(C) ) (3.41)

em que F,,_,(¢) denota o percentil superior da distribuicao F,,_,. Esta afirmacao (3.41) leva
imediatamente a rejeicao de Hy se
(n—1)v

n—v

T =n(Z—p)"'S™HZ —p) > Fyn-u(0). (3.42)

Analogamente, o teste da razao de verossimilhanca rejeita Hy com um nivel de significancia ¢, se
72> =rp L (¢) (ANDERSON, 1958).

A proposta de incorporar os LCs & estatistica T2 visa categorizar o ajuste do modelo ao
conjunto de dados com base na localizacao do diagrama estimado [122 ]?;3} . Para isso, exigimos uma
estatistica de teste para a hipodtese nula Hj : E([ 122 ]?;3 ]) = [ ky ks ] em que esse teste “abre
caminhos” para aceitar ou nao a adequacao dos LCs estimados para regioes especificas do diagrama.
Por existir uma relagdo entre os parametros da distribuicao e os LCs (quantidades analiticamente bem
definidas, ver Tabela 4), é possivel encontrar estimadores para os LCs. Desta forma, consideraremos

as seguintes quantidades:
m = (M, ...,m,) " em = (..., m,)7.
Pelo teorema do limite central de Cramér-Wold , temos

V(i — ) —2— N, (0, M,),

n—oo
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em que a amostra segue a distribuicdo normal multivariada com média p e matriz de covariancia 3,

denotado por  ~ N, (u, ), e %) denota convergéncia em distribuigado. Além disso, temos que
M, é definido por
Cov(r,, ;) = nE { (il — m)(m — m)"} = {M,; — m,am;} : (3.43)

rg=1

Ainda, considerando as func¢oes compostas que transformam os momentos para log-cumulantes, temos:

ky = go(, ..., y) € k, = Go (M, oy My).

Assim, pelo teorema do limite central de Cramér-Wold, temos

Vil — k) =2 N0, K,),

em que,
K,=J' M, -J,, (3.44)
_ [dg.(m) dg, ()
VIS T T diy
(§]

Jv:[V91||V9u]

Além disso, de acordo com o método delta generalizado QFBILODEAU; BRENNER, 1999),

A

se considerarmos grandes amostras, o vetor estimado [ ko ks } segue uma distribui¢ao normal

- - AT
bivariada com média [ ko k3 } e uma matriz de covariancia assintotica Ko, ou seja

]22 ]%2 a
([5]-[5]) = »

a . . . . . o~ . .
em que ~ indica uma distribuicao assintotica.

Neste caso, comparando o resultado obtido na equacio (3.45) com a estatistica de Hotelling 7"

~ ~ 1T IS 2 T
expressa em (3.40), temos p = [ ky k3 ] ex = [ ky ks } . A matriz S em (3.40) serd substituida
pela matriz de covariancia assintotica estimada K,. Portanto, para um nivel de significincia especifico

a, temos a seguinte estatistica de teste:

(RS (ERD e
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5 -1, . . . L. . . .
em que Ko ¢ assumida uma matriz nao-singular, caso contrario, utiliza-se a inversa generalizada de

Moore-Pearson.

J4 mencionamos que para grandes amostras a distribuicao associada a varidvel aleatéria de T2
segue a distribui¢ao x2. Assim, é possivel empregar em (3.46) a aproximagao F,,_,(-) &~ x2(-), em
que Y2(+) representa o percentil superior da distribuicdo y2. Além disso, podemos obter as elipses de

confianga com o nivel de significincia ¢, dadas por:

12'2 INCQ 2(n — 1) 2
23 ] — [ ];:3 ]) < m)@(f)v (3.47)

(][] = (

em que x2(¢) é o percentil superior para x2. A elipse em (3.47) esté centrada em (ky, ks3) e eixos

orientados de acordo com os autovetores da matriz K.

Em seguida, expressaremos a proposicao que nos mostra a estatistica 7% de Hotelling para os

modelos em estudo.

Proposigao 1: Seja X uma variavel aleatoria que segue a distribuicao NT-G com parédmetros

n>0,0>0 a>0e)com |\ <1, entdo a estatistica T? de Hotelling, baseada nos LCs, é dada por:

nnb

T3 = =5 [033(ks — k) + Ooa (ks — k3)? — 2003 (ka — ko) (k3 — k3)).
522533 - 623

em que ko e k3 sdo estimadores dos LCs ks, k3, respectivamente; e 9o, 023, 033 sdo os estimadores

para a2, 023, d33.

3.8 Aplicacbes e experimentos numéricos

3.8.1 Aplicacoes

Para aplicagoes, utilizaremos quatro conjuntos de dados e analisaremos qual submodelo da

classe NT-G se ajusta ao conjunto de dados em estudo.

(i) Fadiga (FA): O estudo consiste em uma amostra de fio de polyster de 100 cm com nivel de defor-
magao de 2,3% para analisar os testes das caracteristicas de fadiga de tragdo (QUESENBERRY;
KENT, 1982; ARYAL; TSOKOS, 2011).

(ii) Fibras de Carbono (FC): O estudo consiste em 100 observagoes sobre o estresse de ruptura de
fibras de carbono (em Gba) (MAHMOUD; MANDOUH, 2013).

(iii) Dados aerotransportados (DA): dados relacionados ao tempo de reparo em horas para um
transceptor de comunicagao aerotransportado (JORGENSEN, 2012; ALVEN et al., 1964).
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(iv) Dados de Rastreamento (DR): Tempos de falha e tempos de execugdo para uma amostra
de dispositivos de um estudo de rastreamento de campo de um sistema maior (MEEKER;

ESCOBAR; PASCUAL, 2022).

Tabela 11 — Estatistica Descritiva dos Dados para Classe NT-G

Dados Min. Média Mediana  Moda DP Ass.  Curt. Mix. CV (%) n ks ks

FA 150 2215 1955  180/264 14451 1.35 2.78  829.0 6524 100 058 -0.41
FC 0.020 1.656  1.544 1501  0.5968 3.1531 14.2428 5.306  36.04 100 0.07 0.02
DA 0.20  3.64 1.75 05/1.5 507 291 11,67 245 13934 46 007 0.02

DR 2.00 177.06 196.50 300 114.99  -0.28 1.45 300 64.95 30 0.07 0.02

A estatistica descritiva dos quatro bancos de dados estd resumida na Tabela 11'. Note que
os conjuntos de dados FA, FC e DA possuem assimetria (Ass) positiva, pois a média é maior que a
mediana. Além disso, o conjunto de dados FA é bimodal, apresentando a maior dispersao, enquanto
que FC e DR sao unimodais. Os dados FC e DA possuem uma medida de curtose (Curt) alta enquanto
os dados FA e DR possuem uma pequena medida de curtose. Por fim, temos que todos os conjuntos
de dados sdo heterogéneos, uma vez que, apresentam os valores do coeficiente de variacdo (CV) acima

de 30, indicando que estao dispersos em torno da média.

A Figura 9, exibe os diagramas em 2D e 3D, sendo uma ferramenta de bondade de ajuste
com aspecto qualitativo. Para a aplicagao dos dados nos diagramas, calculamos os LCs amostrais
(Equagao 3.38) e utilizando bootstrap com 10.000 réplicas e tamanhos de amostra de 90%. Para o
diagrama de LCs em 2D, calculamos apenas /2;3 e ky. De forma analoga, para o diagrama de LCs em

3D, adicionamos k4 que sao os LCs amostrais que ditam a terceira dimensao, ou seja, a "altura'dos
dados.

1

n indica tamanho da amostra
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Figura 9 — Aplicagdo dos bancos de dados FA, FC, DA e DR.

Agora que temos uma analise inicial que nos mostra qual distribui¢ao consegue modelar os
dados propostos, precisamos constatar numericamente, através da estatistica de teste, que é nossa

medida de bondade de ajuste qualitativa.
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Tabela 12 — Estatistica 72 de Hotelling e p-valor para Classe NT-G

Método dos log-cumulantes

Data NTW NTF
T? p-valor T? p-valor
FA 0.2329 0.9726 2.1197  0.5589
FC 9.6834 0.0279 0.1176 0.9899
DA 6.3732  0.1239 13.1500 0.0110
DR  0.3471 0.9548 13.0709 0.0168

De acordo com os valores da estatistica 7% de Hotelling na Tabela (12), temos que a distribuigao
NTW é um bom modelo para os conjuntos de dados FA e DR. Por outro lado, o modelo NFT obteve
melhor resultado para o banco de dados FC. Esses dados quantitativos confirmam a analise qualitativa
fornecida na Figura (9). E possivel observar que os bancos de dados que nao possuem pontos (ou
possui poucos pontos) sobre a regidao do modelo nos diagramas (/;;3, /;:2) e (12:3, ko, 12:4) admitem valores

da estatistica 7 maiores que dez, ou seja, o modelo nao é indicado para este conjunto de dados.

Para complementar a andlise anterior, tragamos as elipses de confianca para cada conjunto
de dados. A construcao das elipses foi baseada em (3.47). Empregamos o menor valor da estatistica

T? - Tabela (12) - a distribuicio NT-G associada, usando os LCs estimados /22 e /2{3 e a matriz de

covariancia da amostra .
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Figura 10 — Elipses de Confianca

3.9 Conclusao

No Capitulo 3, apresentamos algumas propriedades matematicas sobre medidas de informacao
referente a uma extensao da classe Transmutada-G, definida como Nova Transmutada-G (NT-G).
Foram obtidas a entropia de Shannon, informacdo de Fisher e a diferenca média de Gini das
distribuicoes do gerador N'T-G, assim como a divergéncia qui-quadrado e a divergéncia Kullback-

Leibler entre a distribuicao geral da classe e as fungoes densidades de seus componentes. Como grande



73

resultado deste trabalho, demonstramos que as expressoes para a transformada de Mellin da classe
NT-G podem ser obtidas a partir dos Momentos ponderados de probabilidade da distribuicao-base.
Além disso, utilizando os diagramas de Log-cumulantes 2D e 3D, juntamente com a estatistica 72 de
Hotelling, foram desenvolvidas novas medidas de bondade de ajuste para probabilidade de modelos
gerados a partir da classe NT-G. Experimentos com banco de dados reais foram utilizados para
ilustrar que o método de log-cumulantes desempenha um bom comportamento para as medidas de

bondade de ajuste.



74

4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos algumas consideracoes finais e orientagdes para a proxima etapa
do trabalho.

4.1 Consideracoes finais

Neste trabalho, mostramos que as estatisticas do tipo Mellin podem ser aplicadas com sucesso
como medidas de bondade de ajuste para familias transmutadas generalizadas no contexto de analise
de sobrevivéncia e imagens SAR. Fornecemos anéalises qualitativas e quantitativas para as ferramentas
de bondade de ajuste, incluindo uma abordagem de inspecao numérica e visual. Obtemos expressoes
de forma fechada para a funcao caracteristica de segundo tipo dos modelos TW, TF, TLL, TP, NTW
e NTF, além da construcao de diagramas de Log-cumulantes 2D (e 3D para a classe NT-G). Nossas
propostas foram ilustradas por meio de cinco conjuntos de dados reais, no ambito da classe T-G, e

quatro bases de dados, no ambito da classe NT-G, a fim de demonstrar a sua aplicabilidade.

Além disso, foi apresentado um teorema que calcula a transformada de Mellin para qualquer
modelo das classes T-G e NT-G, em funcao dos MPP da distribuicdo-base. Este resultado é bastante
relevante, pois simplifica os calculos para obtencao da primeira fungdo caracteristica de segundo tipo.
Foi também realizada uma simulacao de Monte Carlo para a classe transmutada-G afim de comparar
o método de estimacao proposto com o método de estimagao ja consolidado, baseado na méaxima

verossimilhanga, no qual foi observado que o método proposto obteve melhor resultado.

Por fim, apresentamos algumas propriedades matematicas sobre medidas de informagao
referente a uma extensao da classe T-G, definida como NT-G. Foram obtidas a entropia de Shannon,
informacao de Fisher e a diferenca média de Gini das distribuicoes do gerador NT-G, assim como a
divergéncia qui-quadrado e a divergéncia Kullback-Leibler entre a distribuicao geral da classe e as

funcoes densidades de seus componentes.

Como futuros trabalhos pretendemos estudar as medidas de informacao, além das medidas de
bondade de ajuste baseada na transformada de Mellin, de uma generalizacdo da classe T-G proposta

por Badr et al. (2020), cujas fda e fdp sao definidas, respectivamente, por

F(x) = F(w; A a,b,¢) = Gla; 8)°[(1+ \) — AG(x: 6], (4.1)
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[z a,b,¢) = g(x; )G (x5 0)* a(l+ A) — AMa + b)G(x; 9)"). (4.2)

Esta nova familia transmutada generaliza a classe T-G (basta fazer a = b = 1) e a classe NT-G

(basta fazer a =1eb=a —1).
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APENDICE A - Estimac3o dos pardmetros por
MLE

A.1 Modelo TW

Sejam X1, X, X3, ..., X,, uma amostra aleatéria obtida da distribui¢ao TW (X ~ TW(z;n, 0, A)).
A funcao verossimilhanga é dada por:

s = [ (2 () e (2)) (2o e (2 o

1
em que x;, com ¢ = 1,2,....,n sdo os valores observados da amostra aleatoéria.

Para estimar os pardmetros, deseja-se obter o conjunto de valores 7,0 e A que maximiza (A.1).

A funcao log-verossimihanca associada é

I(n,o,X\;x;) = nln (Z)_i(%>”+éln (g)

i-1 0

n

+ Zln [1 — A+ 2 exp (_%)n}

1

= nln(n) —nln(o) + (n — 1)iln (%) —En: (?)n—l—zn:lln [1 — A+ 2\exp (—%)n} .

=1

n—1

Portanto, os MLEs de 1, o e A\ que maximizam (A.1) devem satisfazer as seguintes equagoes:

s () In e B S,
ol " T\ 221 x;/o)exp (—(x;/o)" B
90~ "o [1_ (7) } T i [1— A+ 2xexp (—(z;/0)m)]

o~ n

=0,

do o =1

ol _ yon 2exp (—(zi/o)") — 1
\ N i=1 [1— A+ 2 exp (—(x;/0))]

(A.2)

=0.

O estimador de maxima verossimilhanca 6 = (9,0, 5\)T de 8 = (n,0,\)T ¢é obtido resolvendo o
sistema de equagoes nao lineares (A.2). Faz necessario o uso de métodos iterativos para encontrar
as estimativas. Utilizamos o método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) e o pacote BB no

software R para encontrar a estimacao dos parametros.

A.2 Modelo TF

Sejam X7, Xo, X3, ..., X, uma amostra aleatéria obtida da distribuicao TF (X ~ TF(z;n, 0, \)).

A funcao verossimilhanca é dada por:
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fIZ ()" e {~ (D)} r+r-2en{-(2)}], (A3)

em que x;, com ¢ = 1,2, ...,n sao os valores observados da amostra aleatoéria.

Para estimar os parametros, deseja-se obter o conjunto de valores 7,0 e A que maximiza (A.3).

A funcao log-verossimihanca associada é

I(n,0,\;2;) = nln(n) —nln(o) + (n+ 1)22:;111 (0> _zn: <U'>’7+Zz:;ln {1 + A —2\exp (_;)n}
(A.4)

Portanto, os MLEs de 1, 0 e A que maximizam (A.3) devem satisfazer as seguintes equagoes:

(o35 (2 () v, o

o /4 il —)\+2)\(ex/p()—n(0/xg)”2]/ " )

15 =5 — Tk [(Z) (;) ] +(n+ 1) + 20y, i )\j—Z)\eI;p( (0/’%)77)] =0,  (A5)
A _ 1 —2exp (—(o/xi)") —0

(P T L= A+ 2hexp (—(o/z)n)]

O estimador de maxima verossimilhanca 8 = (7,6, \)T de 8 = (n, 0, \)T ¢ obtido resolvendo o
sistema de equagoes nao lineares (A.5). Faz necesséario o uso de métodos iterativos para encontrar
as estimativas. Utilizamos o método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) e o pacote BB no

software R para encontrar a estimacgao dos parametros.

A.3 Modelo TLL

Sejam X1, Xy, X3, ..., X,, uma amostra aleatéria obtida da distribui¢do TLL (X ~ TLL(x;n, 0, \)).

A fungao verossimilhanca é dada por:

Lip,oXiz) = 8 ] {x;” [(1 ) =\ (6;3“"“? - 1)] } (A.6)

i=1 (1+eoaf

em que x;, com ¢ = 1,2,....,n sao os valores observados da amostra aleatoéria.

Para estimar os pardmetros, deseja-se obter o conjunto de valores 7,0 e A que maximiza (A.6).

A funcao log-verossimihanca associada é

I(n,o,\;x;) = no—nln(n)+(n—1 Zln (; —i—Zln 14 ez! — Xe%z] + ) —3> In(1+e%2]).
i=1

(A7)
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Portanto, os MLEs de 1, 0 e A que maximizam (A.6) devem satisfazer as seguintes equagoes:

n o.M R W) . ey .
a " n ‘ n e’z Inz;i—Ae’x/Inz; ] n (e T, lna:l) o
o~ + 2w + 3700, [ T+eoal—Xez T+ 3A i I+eoa] ) — 0,

¢ n e’z —XNe’x ¥

% = n —I— Z’Lil [m} 3>\ Z <1+€U:1? ) - Oa (A8>
1—eo2” ]

ol n 7

e — 0.

o = Lzt [1 +eox! — Xex] + A

O estimador de méxima verossimilhanca 8 = (7,4, \)T de @ = (1,0, A)T é obtido resolvendo o
sistema de equagdes nao lineares (A.8). Faz necessario o uso de métodos iterativos para encontrar
as estimativas. Utilizamos o método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) e o pacote BB no

software R para encontrar a estimacgao dos parametros.

A.4 Modelo TP

Sejam X7, Xo, X3, ..., X,, uma amostra aleatéria obtida da distribuigdo TP (X ~ TP(z;n, 0, \)).

A funcao verossimilhanca é dada por:

L(n,o,\;z;) =L = H; 1017;1 ﬁ [ —A+2) (%)n] (A.9)

em que x;, com ¢ = 1,2, ...,n sao os valores observados da amostra aleatoéria.
Para estimar os parametros, deseja-se obter o conjunto de valores 7,0 e A que maximiza (A.9).
A funcao log-verossimihanca associada é

n

I(n,o,X;2;) = nln(n) +nnln(o) — (n+1) > In(; +Zln [1—A+2A( )n}

i=1 i=1
(A.10)
Portanto, os MLEs de 1, 0 e A que maximizam (A.9) devem satisfazer as seguintes equagoes:
( n n n 2M( 2 "In z
88717 =T+ nln(o) — XL In(z;) + 33, L(ML/\(‘E)")} =0,
(A.11)

=2 [1_2A(z+)m (10) ] -

O estimador de méxima verossimilhanca 8 = (4, )7 de @ = (1, \)” é obtido resolvendo o
sistema de equagoes nao lineares (A.11). Faz necessario o uso de métodos iterativos para encontrar
as estimativas. Utilizamos o método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) e o pacote BB no

software R para encontrar a estimacgao dos parametros.
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APENDICE B — Demonstracdes

Neste Apendice, fornecemos a demonstracao do segundo item da Proposicao 2.7.1 e da

Proposicao 2.10.1.

B.1 Prova da Proposicao 2.7.1

Demonstragao. Prova por indugao simples em v.

Base: para v = 2, temos

A VA VS 2
ky = [TUP [22+1— (14 A)?]
ky = L [5—(1+X)?]
(B.1)
.. e (o1 ;
Hipétese: k, = 207" 27 +1—(1+N)].

Passo: Segue de (2.17), (??7) e Tabela (3) que

d’px(s) (v—=1N1+ N (v—1)! (v—1)!

ds® 20— (s —1)(1+N]* [o—s+1]" [2a—s+ 1]

Derivando em relacao a s, obtem-se

d"ox(s) _ v (=11 + M) L (v—1)! v(v—1)!
dsvtl 20 — (s =1+ N [o—s+ 1T [20 — s+ 1]oF!
ol(1+ Aot v! v!

20— G-I TN o—s+1 | Ro—st 1
Aplicando s = 1, ao passo de inducao, segue o resultado

- vl(1+ A)ot! v! v! v!
=— = vl 41— (1 v
Kot [20]0+1 + (o]0 + [20]v+1 [20]v+1 [ + (1+2X) }
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B.2 Prova da Proposicao 2.10.1

B.2.1 Modelo TW

Demonstrag¢do. As expressdes para os elementos da matriz assintotica dos LCs estimados estao

apresentados abaixo:
Ks = Ji M- Js

com a matriz jacobiana das transformacoes de momentos para cumulantes dada por

1 0 0
J3 = —2my 1 0
—3(my —2m3) —3m; 1

e

/;:2 /;?3 + 2]%112?2 M3
My = /;:3 + 2k ko My, Mo
M3, M3, Mss

Mz = ky+ 3kiks + 3ky + 3Kk,

My = ky+ dkiks + 2ky + 4k%ky

My = ks + bkiky + Okoks + 9k kg + 12k, k2 + 6k3k,

Msy = kg 4 6kiks + 15koky + 15k2ky + 9k2 + 5dkikoks + 18k3ks + 15k3 + 36k2k2 + 9k Tk,
Portanto,

k’g 1213 k4
Kg - ];73 ];74 + 2]2'; ]%5 + 6];'2];'3
ky ks 6koks kg 4 Okoky + 9z + 6k3

Com base na matriz K3, calcula-se a matriz de covariancia assintotica K:

kg + 243 ks + 6koks
k
ka2 23

ks + 6koky Ko + Okoky + 9KF + 63

k'32 k33
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em que:
1

Koy = ky+2k3 = E[zp( )(1)4[log(2)]* (1=A)A[6A(A—1)+1]+2 (7712 [¢<l>(1) + [log(2)]*(1 — A)AD

oy = 771 [0 (1) — [log(2)]° (1 = MA(L — 22)[12A(A — 1) + 1]]
+67712 [0 (1) + [log(2)2(1 = M)A 7713 (0@ (1) — [log(2)]*(1 = )AL — 2]
kigs = 7716 [0 (1) + [log(2)]°(1 = A)A [BOA = 1)(1 — 24)? + 1]
+9? [ (1) + [log(2))”(1 = M)A 7714 (6@ (1) + [In(2)]1(1 = VABAA — 1) + 1]]

+9 (5 [20) = o2 - VA= 20)] ) +6 (2 [0 + logP(L - AN )

72
dag O
K— i 22 023
n° | 832 33
de modo que,

2 = 1[99 (1) + log()]*(1 = MABAN = 1) + 1] + 2 [$0(1) + log@)2(1 — M)A] |
b = 1 [9(1) ~ [log(2)° (1 = NA(L — 20)[12A(A — 1) + 1]
61 [W( )+ [log(2)*(1 = M)A] [$3(1) — [log(2)*(1 = N)A(L - 23]
G)(1) + [1og( )81 — M)A [BOA(A — 1)(1 — 2))* + 1]
[w + log(2)*(1 = M)A [#7(1) + [log(DI*(1 = MABAX — 1) + 1]
+9 W (1) — [log(2)]*(1 = MA(L = 20)]" +6 [ (1) + [log(2))? (1 - A)A}

Dai,

Se |K| # 0, entéo o inverso da matriz é dada por

K-l — 776 033 —032
522523—533 —023 022

Finalmente, a estatistica de Hotteling é dada por:
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~ ~ T ~ ~
k k k k
2, =n( |2 -] K1 = |7
kg k3 k'3 k?’
~ ~ 1T ~ ~
ST S R
TLL 022023 — 5%3 7{}3 — ];73 _523 092 ];;3 - 7{}3

6 > ~ = ~ 5 —5 ];?2 - ];?2
T =~ [l Bs—s) | 0 2 |F 0
TEET Oyt — 03y [ Lo 3} —023 022 | | ks — ks
9 nn® A /T 2N\2 . o \2 A /D - =~ L
Trp = FI — {533 </<:2 - kz) + 022 (kra - k:3> — 2093 <k2 - k2> (kg - ]{73):|

B.2.2 Modelo TF

Demonstragdo. As expressdes para os elementos da matriz assintotica dos LCs estimados estao

apresentados abaixo:
Ks = Ji M- Js

com a matriz jacobiana das transformagoes de momentos para cumulantes dada por

1 0 0
=3 (mg —2m?) —3m; 1
e

];‘2 /~€3 + 2l~'€1l;52 M13
Ms = %3 + k1 ko My, Mos
M3, M3, M3

em que
M3 = ky+ 3kiks + 3k + 3Kk,
My = ky+ dkiks + 2ky + 4k2ky
My = ks + Skiky + Okoks + Ok kg + 12k k2 + 6k3 ks
Mss = ke + 6kiks + 15koky + 15k2ky + k2 4 54k koks + 18K ks + 15k3 + 36k2k2 + 9kik,

Portanto,
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];32 1%3 %4
Kg — ]~€3 1274 + 2]%% 1235 + 6]%2]%3
ky ks 6koks ke 4 9koky + ks + 63

Com base na matriz (K3), calcula-se a matriz de covaridncia assintotica K:

ky + 2k2 ks + 6koks
ka2 ka3
| ks + 6ok Ko + Okok + 93 + 6K
em que:
fioy = :4 (W@ (1) = [log(2)] AL+ A)(GAN+ 1) +1)] +2 (:2 (WM (1) — [log(2)PA(L + )\)D
oy = :5 [ (1) + [log(2)P AN+ 1)(2A + 1)(12)% + 12X + 1))
+6M12 (M (1) — [log(2)PA(L + V)] M13 [ (1) + [og(2)PA(L + A)(2A +1)]
ks = ;6 [W(1) = AA + 1)(B0AN + 1)(2A + 1)? + 1)]
+9M12 [0 (1) = [log(@PAL + N)] — [#(1) = [log(2)]*A(1 + A) (AN + 1) + 1)]
+9 (; [P (1) + [log(2)PA(1 + A)(2A + 1)}) +6 ( (M (1) — [log(2)PA(L + A)])
Dai,

K 1 [522 523]
1O G50 Oa3
de modo que,
o = 12 {0 (1) — [og @1+ NABA+1) +1] + 2 [00(1) — [og@P(1 + 1]}

0o = p [ (1) + [log(2IPAA + 1)(2X + 1)(12/\2 + 122 +1)]
+6p1 [0 (1) — [log(2)2A(1 + N)] [#P(1) + [log(2)PA(1 + A)(2A + 1)]
33 = (1) = AN+ DBOAN+1) (2N + 1) + 1)
+9 [pO(1) = log@PAL + V)] [9P (1) — log@)*A(L + V)(6AN + 1) + 1)]
+9 [6@ (1) + [log@)PAL + M)A+ 1]+ 6 0D (1) — [log(2)2A(1 + N)]

Se |K| # 0, entdo o inverso da matriz é dada por
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K1 Hif) [ 033 —532]

- 033 | —0a3 O

Finalmente, a estatistica de Hotteling é dada por:
Bl [R]) AR
TQ%,LL —n /:2 . ~2 K_1 /:2 . ~2
kg kS kg k3
~ ~ 1T .~ ~
T2 nu® ko — ko 033  —032| | ko — ko
TLL 522523 - 5%3 ]%3 — ];73 _523 522 ];/’3 — ];/’3
6 = = g 0 —Os| |k —k
T2 ny A A 33 32 /32 ~2
TLL 092093 — 033 L ? 2 3} —023 022 ks — k3
6

T’.Iz‘LL = 622(5::6_(% :333 (zz — /%2>2 + 322 (23 - /~€3>2 — 2523 (?6\2 — 1%2) (%\3 — %3)}

B.2.3 Modelo TLL

Demonstrag¢do. As expressdes para os elementos da matriz assintotica dos LCs estimados estao

apresentados abaixo:
Ks=JJ My Js

com a matriz jacobiana das transformagoes de momentos para cumulantes dada por

1 0 0
Jg = —2m 1 0
=3 (mg —2m?) —3m; 1

e

ko ];‘3 + 2];31?92 M3
Mz = ];?3 + 2kyky Mo, Mas
M3, M3, M3

em que
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Mz = ky+ 3kiks + 3ky + 3Kk,

My = ky+ dkiks + 2ky + 4k2ky

My = ks + Bkiky + Okoks + 9k ks + 12k, k2 + 6k5k,

Msy = kg + 6kiks + 15koky + 15k2ky + 9k2 + 5dkikoks + 18k3ks + 15k3 + 36k2k2 + 9k 1k,
Portanto,

]{32 123 k:4
Kg - ];33 %4 + 2]23% ];?5 + 6]272];33
ky ks Gkoks ke + koky + ks + 6k3

Com base na matriz (K3), calcula-se matriz de covaridncia assintética K:

kg + 2k3 ks + 6kyks
ks + 6koks kg + koky + 9k2 + 6k3

Dai,

de modo que,
b = 62 [ 209(1) — 6X* 42 [20(1) - 7] 2}
O3 = 0p = 0 [—24X° — 24X3(D(1) + 127

033 = 20 (1) — 1200° + 9 (20D (1) — A?) (20P (1) — 6A1) + 36X° + 6 |20V (1) — A?f

Se |K| # 0, entdo o inverso da matriz é dada por

i [ b —632]

- 522523 - 5%3 —523 (522

Finalmente, a estatistica de Hotteling é dada por:
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o~ ~ T o~ -
T2 — kQ B k:Q K_l kQ i kQ
T—LL ];3 /{53 ];'3 k3
o~ . T o~ -
T niﬁfj ko — ko 033 —O0s2| ko — ko
TLL 022023 — 5%3 7{}3 — ];73 _523 092 ];;3 - 7{}3
96 ~ .~ - 033  —039 ];?2 - 1232
Ty = ———— ko~ ey — i =
TLL 092023 — 035 [ 2 2 3} —023 022 ks — ks
nfs A /S 2N2 . N2 N /S - = .
[533 </€2 - kz) + 029 <k3 - k3> — 2093 <k2 — k2> (ks - ks)}

T, = ——
TrL 622623 - 5%3

B.2.4 Modelo TP

Demonstragdo. As expressoes para os elementos da matriz assintotica dos LCs estimados estao

apresentados abaixo:
Ks = Ji M- Js

com a matriz jacobiana das transformagoes de momentos para cumulantes dada por

1 0 0
=3 (mg —2m?) —3m; 1
e

];‘2 /~€3 + 2l~'€1l;52 M13
Ms = %3 + k1 ko My, Mos
M3, M3, M3

em que
M3 = ky+ 3kiks + 3k + 3Kk,
My = ky+ dkiks + 2ky + 4k2ky
My = ks + Skiky + Okoks + Ok kg + 12k k2 + 6k3 ks
Mss = ke + 6kiks + 15koky + 15k2ky + k2 4 54k koks + 18K ks + 15k3 + 36k2k2 + 9kik,

Portanto,
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]{32 1%3 k4
Kg — ]~€3 1274 + 2]%% 1235 + 6]%2]%3
ky ks 6koks ke 4 9koky + ks + 63

Com base na matriz (K3), calcula-se matriz de covariancia assintética K:

" ky + 2k2 ks + Gkoks
ks + Gkoks kg + Okoky + 9K2 + 6&3

Temos entao,

kg + 23 ks + Ghioks
k ka3
BTy 4 6hoky T+ Ok + 072 + 672
4 1 2 ?

kas = )t (17— (1+ )] +2 [(2@«)2 [5—(14X) ﬂ

1 ; 1 n 1o 5
keoz = oy 33— (1+\)°] +6(2a)2 [5— (1+ )] By [9— (1+ )]

1 6 1 g1 1 1
kss = 2y [165— (1+N)°] +9<22a)2 5 —1 (1+ )7 )t [137— (1+ )]

+9 [(Za)g [9—(1+ A)ﬂ +6 {(QQ)Q [5—(1+ A)ﬂ

Dai,

de modo que,
0 = (20) {17 — (1+ N+ 2[5 - (1+ V)]"}
023 =20 {33 —(1+ A’ +6[5—(1+N)°][9—(1+))°]}
Bss = 65— (1+ N +9[5—(1+ N’ [17T= 1+ NT+9[9— 1+ N?]*+6[5— (1+1)?°
Se |K| # 0, entdio o inverso da matriz ¢ dada por

K (204)6[533 —532]

B 022093 — 033 | =03 O

Finalmente, a estatistica de Hotteling é dada por:



.~ ~ T ~ ~
i, =n EQ - lfz K~! EQ - ]fg
kg k3 k’3 k3
~ ~ 1T ~ ~
2 71(20()6 ]{?2 - ]{?2 533 —532 k,‘g — k’g
e A A =
22023 — 023 | kg — ks dos 022 | |ky — ks

2(1/)6 > ~ e~ ~ 533 —532 ];?2 - ];?2
T2 — n( B B e
Pt = iy oy (P2 R o) [_523 22 | |y —

Tip = M [333 <22 - /;2>2 + o (z:a - /;?3>2 - 2523 (% - /;?2> (Zs - %3)}

022023 — 033
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APENDICE C - Extensio da Classe T-G

C.1 Transformada de Mellin

Se X uma varidvel aleatéria continua com fdp dada por (3.3), entdo a primeira fc do tipo II é

calculado por
¢X() (1+)\) s— 100—Ol>\ Ms 1,a—1,0 5 |>\|<1 (C]_)

com s € C, em que M; j; = E{X'G(X)/[1 — G(X)]¥} é o MPP da distribui¢io-base.

C.1.1 Submodelo NTW

Substituindo o MPP da distribuigdo Weibull (ver Tabela 8) na equacao (C.1), segue que a
primeira fc do tipo II do modelo NTW ¢ dada por:

¢x(s) = (1+AN)o* '-T ( i ; 1) —aXo* 1T (1 +2 ; 1) mio:o (a; 1) (m _55321)/77
:05—1.1"< 5—1> (1+)\—ax\m§:0 <O‘n: 1) (m+(1;+z’ 1)/?7)'

C.1.2 Submodelo NTF

Substituindo o MPP da distribuicdo Pareto (ver Tabela 8) na equacao (C.1), segue que a
primeira fc do tipo II do modelo NTF é dada por:

¢X(s):(1+)\)as_1T( 5;1) PR 1F< S—1>m§:0( ) a_1+(7;2n11)1(31)/n
<1+/\—a)\< (811)/77))05_1F<1—S;1)
<1+A 51)/n> 51F<1—S;1>
(

-1
oy o)
n
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C.1.3 Submodelo NTLL

Substituindo o MPP da distribuigao log-logistic (ver Tabela 8) na equagao (C.1), segue que a
primeira fc do tipo II do modelo NTLL é dada por:

-1 —1
s 71_5
n n

1 1 1 1
—(1+/\)05‘1B<1+S 12 )—aAaS—lB(a+S 12 )
0 0 n 0

-1 -1
¢x(s)=(1+ N 'B <1+ ) —aXc* B (a— 1+S77—|— 11— i >

n

C.1.4 Submodelo NTP

Substituindo o MPP da distribuicao Pareto (ver Tabela 8) na equagao (C.1), segue que a
primeira fc do tipo II do modelo NTP é dada por:

ox(s) = (1+No*'B(1-n,1) —are* 'B(1 —n,a —1+1)
=1+ N 'B(1—-n,1) — aXe® ' B(1 —n,a).
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