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Resumo

Recentemente, varias distribui¢oes de probabilidade foram propostas buscando alcangar
resultados satisfatorios, em especial, modelos com maior flexibilidade e capazes de modelar
dados de tempo de duracao de componentes ou tempo de vida de individuos. Dentre
estes, os modelos da classe Slashed, em particular, a distribuicao Slashed Lomax, que é
um modelo assimétrico, definido para valores reais positivos, destacando-se por possuir
representacao estocastica e por se ajustar a conjunto de dados de cauda pesada. Apesar desse
crescente nimero de novos modelos probabilisticos, que correspondam as especificidades
das amostras, poucas ferramentas estatisticas para avaliar a qualidade do ajuste tém sido
introduzidas para as distribuigoes recém-desenvolvidas. Diante desse déficit, utilizamos a
metodologia apresentada em Nicolas (2002) e, empregamos as estatisticas do segundo tipo
(log-cumulantes) que sdo definidas a partir da Tranformada de Mellin (TM), para fornecer
novas medidas de qualidade de ajuste considerando aspectos qualitativos e quantitativos,
para a distribuicao Slashed Lomax. Derivamos a expressao da TM para a distribuigao
Slashed Lomax, calculamos os log-cumulantes (LCs) e construimos o diagrama de LCs
(123, 152). Posteriormente, através de uma combinacdo entre a estatistica 7% de Hotelling e o
método delta multivariado, foi proposta uma estatistica de teste para testar hipoteses sobre
os LCs. Por fim, dois bancos de dados reais no contexto da analise de sobrevivéncia foram
submetidos a metodologia proposta, afim de demonstrar a eficiéncia dos critérios de ajuste
desenvolvidos. Experimentos de bootstrap foram realizados para avaliar o poder do teste
da medida de bondade de ajuste quantitativa, como também verificar o desempenho dos
estimadores do método dos log-cumulantes (MLC), método dos momentos (MM) e método
de méxima verossimilhanca (MV) em relagao a essa ferramenta. As andlises evidenciaram
um bom desempenho das ferramentas de ajuste e a efetividade do MLC enquanto critério

de estimacao.

Palavras-chave: Classe Slashed, Log-Cumulantes, Medidas de bondade de ajuste, Esta-

tistica T2 de Hotelling, Bootstrap.



Abstract

Recently, various probability distributions have been proposed to achieve satisfactory
results, specifically models with increased flexibility that can model data on the duration
of components or the lifetime of individuals. Among these, the Slashed class models,
particularly the Slashed Lomax distribution, have gained attention. This asymmetric
model is defined for positive real values, and is notable for its stochastic representation
and ability to fit heavy-tailed data sets. Despite the increasing number of new probabilistic
models that cater to specific samples, there have been few statistical tools introduced
to evaluate their goodness of fit. To address this deficit, we employed the methodology
outlined in Nicolas (2002) and utilized second-type statistics (log-cumulative) derived
from the Mellin Transform (MT) to provide new measures of goodness of fit for the
Slashed Lomax distribution. These measures consider both qualitative and quantitative
aspects. We derived the MT expression for the Slashed Lomax distribution, calculated the
log-cumulants (LCs) and created the log-cumulative diagram (ks, k). Then, we proposed
a test statistic using a combination of Hotelling’s T2 statistic and the multivariate Delta
method to test hypotheses about the LCs. Finally, we applied the proposed methodology to
two real databases in the context of survival analysis to show its effectiveness in evaluating
the fit criteria. We conducted bootstrap experiments to assess the power of the proposed
test and to evaluate the performance of the estimators using the log-cumulative method
(MLC), method of moments (MM), and maximum likelihood method (ML). The results
revealed that the adjustment tools performed well, and that the MLC proved to be an

effective estimation criterion.

Keywords: Slashed class, Log-Cumulants, Goodness-of-fit measures, Hotelling’s T statis-

tic, Bootstrap.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

Recentemente, varias distribuicoes da classe Slashed tém sido consideradas na
literatura estatistica, a exemplo os modelos: Slashed Rayleigh (IRIARTE et al., 2015),
Slashed Rayleigh Exponenciada (SALINAS; IRIARTE; BOLFARINE, 2015), Slashed
Exponencial Generalizada (ASTORGA,; GOMEZ; BOLFARINE, 2017), Slashed Expo-
nencial de Momento (IRIARTE et al., 2017), Slashed Gumbel (GOMEZ; BOLFARINE;
GOMEZ, 2018), Slashed Exponencial Generalizada Modificada (ASTORGA et al., 2020),
Slashed Lomax (LI; TTAN, 2020) e Slashed Power Alfa-normal (BARRIOS et al., 2022).
Temos também a familia de distribui¢oes Rayleigh Generalizada com base no modelo
Slashed Modificado, que retine o modelo Slashed Rayleigh Generalizado Modificado com
seus casos particulares: Slashed Maxwell Modificado e Slashed Qui-quadrado Modificado
(BARRANCO-CHAMORRO et al., 2021), além das distribui¢oes Slashed Rayleigh Modifi-
cada (IRIARTE et al., 2018) e Slashed Alfa-normal Modificada (OLMOS et al., 2019). Tal
classe de distribuigoes é formada por modelos probabilisticos ndo encaixados, determinados
por representacoes estocasticas. Caracteristica que torna esses modelos mais flexiveis do

que as distribui¢oes-base das quais foram obtidos.

Além disso, as distribui¢oes do tipo Slashed fornecem um bom ajuste quando
aplicadas para descrever fendmenos e analisar dados no contexto da analise de sobrevivéncia.
Em Olmos et al. (2019), dados de falha do sistema de ar condicionado de um aviao sao
modelados pela distribuicao Slashed Alfa-normal Modificada. Barranco-Chamorro et al.
(2021) empregaram o modelo Slashed Rayleigh Generalizado Modificado para modelar
dados que descrevem os tempos de remissao (em meses) de pacientes com céncer de bexiga.
Enquanto Barrios et al. (2022) trabalharam com dados de vida 1til de tensao-ruptura do
Kevlar 49/epéxi, que esta sujeito a pressao constante a 90% de nivel de tensao até a falha
e dados de tempos de sobrevivéncia de cobaias injetadas com diferentes doses de bacilos

da tuberculose, em que sao ajustados sob a distribuicao Slashed Power Alfa-normal.

A distribuicao Slashed Lomax é caso especial dentre os modelos probabilisticos da
classe Slashed. E um modelo assimétrico, definido para valores reais positivos, destacando-
se por se adequar a conjunto de dados de cauda pesada. Li e Tian (2020) desenvolveram

varias propriedades dessa distribuicao. Por exemplo, as fungoes de densidade e taxa de risco,



a entropia de Rényi, os momentos de ordem r e os coeficientes de assimetria e curtose. Além
disso, os autores estudaram também o modelo de regressao Slashed Lomax e apresentaram
como obter os estimadores de maxima verossimilhanga para os parametros da distribuigao.
Por fim, concluiram que, quando aplicado a dados de falha sucessivas dos sistemas de ar
condicionado de avides a jato Boeing 720 e dados de tempo de vida de pacientes com
insuficiéncia cardiaca, o modelo Slashed Lomax forneceu o melhor ajuste comparado com
as distribui¢oes beta Lomax (LEMONTE; CORDEIRO, 2013), Exponencial Lomax Padrao
(LEMONTE; CORDEIRO, 2013) e Gumbel Lomax (TAHIR et al., 2016).

A escolha do modelo é um fator importante da andlise de dados, uma vez que
o sucesso da modelagem de dados estd diretamente relacionado a qualidade do ajuste
da distribuicao em relagdo a um determinado grupo de observagoes. Desse modo, é
essencial ter um amplo conjunto de ferramentas que qualifiquem e/ou quantifiquem o
ajuste, indicando assim, a adequacao ou discrepancia do modelo em teste. Sao muitos os
estudos concentrados na geragao de novas distribuigdes que se ajustam as particularidades
das amostras. Apesar disso, poucas medidas de bondade de ajuste tém sido propostas para

essas novas distribuigoes, com o proposito de criar novos critérios de selecao de modelo.

Nesse contexto, Chu, Dickin e Nadarajah (2019) fornecem um estudo com mais
de vinte testes conhecidos de bondade de ajuste para as distribuicoes generalizadas de
Pareto, Pareto tipo I e Pareto tipo II, dentre estes, testes como Kolmogorov Smirnorv,
Cramér-von Mises e Anderson-Darling. Os critérios de ajuste supracitados verificam a
adequacao do modelo com base nas medidas de distancia entre as fungoes de distribuigao

acumulada e empirica, que nem sempre possui solucao analitica.

Outros indicadores de selecao de modelos amplamente utilizados sao os Critério de
Informacao de Akaike (AIC) (AKAIKE, 1974) e Critério de Informacao Bayesiano (BIC)
(SCHWARZ, 1978). Em Khalil et al. (2021) uma nova distribui¢ao da classe Weibull é
introduzida, a distribuicao de Weibull Aditiva Flexivel. Para validagao desse modelo, a
qualidade do seu ajuste quando aplicado a dados reais é comparada com a distribuicao
Weibull, distribuicao Weibull Aditiva e a distribuicao Weibull Aditiva Transmutada
utilizando critérios de bondade de ajuste, incluindo os critérios AIC e BIC. A formulacao
original desses critérios nao é necessariamente de facil implementacao devido ao calculo da
verossimilhancga dos modelos que podem apresentar expressoes analiticamente intrataveis

(ROSSI et al., 2020).

Um método classico para selecao de modelos e avaliacao de bondade de ajuste é o
diagrama de Pearson (PEARSON;, 1895) que se baseia nas medidas de assimetria e curtose,
discutido em Delignon, Garello ¢ Hillion (1997) e Tison et al. (2004). Todavia, Nicolas

(2002) verificou que o diagrama de Pearson pode ser mal adaptado para varidveis aleatérias



positivas e propés um método alternativo, empregando as estatisticas do segundo tipo
(log-cumulantes), que sao definidas a partir da TM. Nessa nova abordagem introduziu o
diagrama de LCs, uma alternativa grafica para selecao de modelos. A nova ferramenta de
ajuste, apesar de similar, se sobressai em relagao o diagrama de Pearson por se adequar
a variaveis definidas para valores reais positivos, possuir implementag¢ao computacional
pratica e capta a flexibilidade da distribuigdo no sentido de assimetria e curtose (LI
et al., 2011). Uma descricao detalhada dessa metodologia baseada na TM é dada em
Nicolas (2002). Em seus estudos, Bombrun, Anfinsen e Harant (2011), Khan e Guida
(2013), Deng e Lopez-Martinez (2016) e Deng et al. (2018) empregaram o diagrama de
LCs como ferramenta para classificar distribui¢oes para dados de imagens Polarimetric
Synthetic Aperture Radar (PolSAR). Em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011) os LCs do
tipo Mellin sao utilizados para fornecer testes de qualidade de ajuste com hipoteses simples
e compostas, aplicados a dados de imagens Synthetic Aperture Radar (SAR). Enquanto
em Vasconcelos, Cintra e Nascimento (2021), tais estatisticas sdo aplicadas para obter

medidas de bondade de ajuste qualitativas e quantitivas para selecao de modelos da classe
beta-G.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo geral

Apresentar uma técnica de estimagao independente da funcao de verossimilhanca e
propor medidas de bondade de ajuste considerando aspectos qualitativos e quantitativos

para a distribuicao Slashed Lomax.

1.2.2 Objetivos especificos

e Desenvolver a TM;

o Construir os LCs do segundo tipo;

o Elaborar o diagrama de LCs enquanto medida de bondade de ajuste qualitativa;

o Formular uma estatistica de teste com base na estatistica 7% de Hotelling e nos LCs
como medida de bondade de ajuste quantitativa;

o [lustrar as ferramentas desenvolvidas em aplicacoes com dados reais no contexto da
analise de sobrevivéncia;

o Quantificar, por meio de simulagao, o poder do teste da medida de bondade de ajuste
quantitativa.

o Comparar o efeito do uso das estimativas pelo MLC, MM e MV para a estatistica de

teste.



1.3 Contribuicoes

Neste trabalho, aplicamos as estatisticas do tipo Mellin para fornecer novas medidas
de bondade de ajuste para a distribuicao Slashed Lomax, nas quais consideram aspectos
qualitativos e quantitativos. Expressoes de forma fechada para a TM e para os LCs
do segundo tipo sdo introduzidas para esse modelo. Apresentamos o diagrama de LCs
enquanto medida de bondade de ajuste qualitativa. Para mais, é gerada uma estatistica de
teste a partir da insercdo dos cumulantes do segundo tipo na estatistica 7 de Hotelling,
fornecendo assim uma medida de bondade de ajuste quantitativa. Adicionalmente, uma
juncao entre a estatistica 72 de Hotelling e método delta é apresentada para determinar as
elipses de confianga para os conjuntos de dados. Dois conjuntos de dados reais no contexto
da analise de sobrevivéncia sao submetidos a metodologia proposta. Para quantificar a

eficiéncia da ferramenta de ajuste quantitativa, estudos de bootstrap sao realizados.

1.4 Plataforma computacional

Os resultados que apresentamos nesta dissertacao foram obtidos utilizando o
software estatistico R, versao 4.1.0 (R Core Team, 2021). As estimativas dos pardmetros do
modelo de probabilidade Slashed Lomax foram obtidas aplicando o pacote BB e a funcao
BBsolve para os métodos de log-cumulantes e dos momentos; para o MV utilizou-se a

funcao maxLik do pacote maxLik.

Empregamos o software WolframAlpha' para auxiliar na obtencao de algumas

expressoes. O texto foi escrito usando o editor on-line de texto em LaTex, Ouverleaf 2.

1.5 Organizacao da dissertacao

O restante desta dissertacao estd organizado da seguinte forma:

o No Capitulo 2, apresentamos um resumo com as principais ferramentas estatisticas da
distribuicao Slashed Lomax. Revisamos também os métodos de estimacao de maxima
verossimilhanca e dos momentos, a TM, o MLC e a estatistica 72 de Hotelling, além do
poder de teste de uma estatistica de teste. No capitulo 3 a TM e suas propriedades sao
desenvolvidas. Apresentamos também novas medidas de qualidade de ajuste para o modelo
Slashed Lomax. No Capitulo 4 é feita uma aplicacao das ferramentas desenvolvidas em dois

conjuntos de dados reais no contexto da analise de sobrevivéncia. Resultados ntimericos

Para obter mais informagoes sobre esse software, visite <https://www.wolframalpha.com>.

2 Para mais informacdes e detalhes sobre esse editor de texto, acesse <https://pt.overleaf.com>.


https://www.wolframalpha.com
https://pt.overleaf.com

sao exibidos. Por fim, as conclusoes e trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 5. A

Figura 1 ilustra todo o arcabouc¢o do nosso estudo nessa dissertacao.

‘ Slashed Lomax

/ Transformada de Mellin /

LCs
Diagrama Afees Estatistica
(K3, k2) de teste
Estimacao: /
MLC, MM —>‘ Bootstrap ’
e MV

/ Poder do teste /

Figura 1 — Fluxograma ilustrando o estudo desenvolvido



2 Revisao de literatura

2.1 A distribuicdo Slashed Lomax

Nesta secao, descrevemos as principais propriedades da distribuicao Slashed Lo-
max ilustrando-a graficamente para observarmos sua flexibilidade. Sendo assim, temos a

primeira definicao da construcao do modelo de distribuicao de probabilidade.

Definicao 1. Uma variavel aletéria Y segue uma distribuicao Slashed Lomax, deno-
tada como Y ~ Slomax («, 3, A), se ela dispoe de uma representacao estocastica dada por

(LI; TIAN, 2020):
Y = XVz,

em que X ~ Lomax («a, ) e V ~ beta (A, 1) sao varidveis aleatérias independentes com
a, B, A > 0.

Definigao 2. Sendo Y ~ Slomax («, 3, \), sua fun¢ao densidade de probabilidade (fdp) é
definida por (LI; TTAN, 2020):

2

2 a3 /Z w
o (1

fY(y;aaﬁv)\) = y2)\+1 dw VyE]R*.

+ w)a+1 )

Corolario 1. Seja Y ~ Slomax («, 3, \), entao:

i) Para § <1,

fr(yio, B,X) = mF<a+1,2A+1,2A+2;—%>,
em que
RS S L PO R B RS I
F(%B’%x)_B(ﬂ,’y—ﬂ)/o(l t) P (1 — wt) " dt,

denota a funcao hipergeométrica (LI; TTAN, 2020).



ii) Sendo 2\ e @ — 2\ niimeros inteiros positivos e, 0 < % <1,

fr(y;a,B,A) = 2)@)63<y;2/\+1,a—2)\>,

(2 A +1 o]
em que
B (z;a,b) = / (1 —t)"ae,
0
é a funcao beta incompleta (LI; TIAN, 2020).

iii) Para A = 1, a distribuigao de Y se reduz a distribui¢ao Slashed Lomax canoénica,
com fdp dada por (LI; TIAN, 2020):

fr(y;a,B,0) = /01

A Figura 2 ilustra a curva da fdp da distribuicao Slashed Lomax com diferentes
valores de «, 5 e \. Ao fixarmos dois desses parametros, identificamos o comportamento de

cauda mais pesada a medida que § ou A aumenta, enquanto que o oposto acontece para .



2.0 1
1.54
>1.01
[y
0.5+
0.0 1
0 1 2 3 4
y
(a) Slomax (e, 1.5,1)
1.54
1.04
>
[y
0.5+
0.0 1
0 1 2 3 4
y
(b) Slomax (1,4,2)
0.6 1
A=0,5
0.4+
>
[y
0.2+
0.0+
0 1 2 3 4
y

(c) Slomax (2,4, )

Figura 2 — Graficos da fdp Slomax («, 3, \)




2.2 Método de maxima verossimilhanca

Sejam X1, ..., X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatoria X com fdp ou funcao
de probabilidade f(z;6;,...,60;), de modo que a funcao de verossimilhanga correspondente

a amostra aleatéria observada @ = (xy,...,z,) ¢ dada por L(0; ..., 0k x).

O estimador de maxima verossimilhanca de @ = (64, ...,60;) é uma solugao das
equagoes (CASELLA; BERGER, 2001):

00, o
00, -
3L(01,9k,w) —0
00, o
Como visto, o estimador de maxima verossimilhanga de @ = (64, ...,0;) é o valor
0= (QAI, cee ék) no espago paramétrico © que maximiza a funcao de verossimilhanca. Porém,

essa maximizagao pode acontecer utilizando o log L(0; ) (BOLFARINE; SANDOVAL,
2010). Note que a fungao logaritmica é mondtona crescente. Entao, qualquer valor de 6
que maximiza a fungdo de log-verossimilhanga dada por [(€;x) = log L(0; ) também

maximiza L(0;x).
Consequentemente, temos a funcao escore definida da seguinte forma:

_0l(0; )
00

U(o)

no qual obtém-se o vetor escore dado por

olO; x RICEN
)= (282, 20T

Dessa forma, o estimador de 6 é determinado igualando os elementos do vetor

escore a zero.

2.3  Meétodo dos momentos

O MM é um dos métodos de estimacgao mais simples e um dos mais antigos que
existe (BOLFARINE; SANDOVAL, 2010).
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Sejam X7, ..., X, uma amostra aleatéria da variavel aleatoria X com fdp ou funcao

de probabilidade f(x;6;,...,60k) e seu r-ésimo momento amostral definido por:

mr:lZXZ, r > 1.
iz

Considere ainda,
Hr = E[X T]?

r > 1, o r-ésimo momento populacional. Em geral, y, ¢ uma funcao conhecida dos parame-
tros 0y, ..., 0k, denotada por p,.(61,...,0;). O MM consiste na obtengao dos estimadores
para @ = (64, ..., 0;) resolvendo-se o seguinte sistemas de equagoes (CASELLA; BERGER,
2001):

m, = (01, ..., 0k), (2.1)

r=1,...,k.

2.4 Transformada de Mellin

Proposta por Haljar Mellin (1854-1933), a TM emprega, na sua formulacao, a
mesma axiomética da estatistica tradicional (baseada na tranformada de Fourier) para
definir as fungoes caracteristicas, momentos e cumulantes (NICOLAS, 2002). Dessa forma,
produz expressoes que permitem uma analise mais pratica das distribuicoes definidas em
R; (NICOLAS, 2002). Formalmente, Nicolas (2006) expressa a TM pela relacao entre
uma fun¢do f(u) definida sobre o eixo real positivo e uma funcao ¢(s), com s € C, que é

dada por:

#ls) = MIf](s) = [~ w ™ fluw)du = BU), (22
denominada de primeira funcao caracteristica do segundo tipo.

A TM é determinada de forma analoga a derivada da expressao para a transformada
de Fourier (funcao caracteristica ordindria) na escala logaritmica (KRYLOV et al., 2013).
Isto é, dada uma variavel aleatéria Y com fdp definida para valores reais positivos, expressa
por fy(u) e, considerando a transformada de Fourier de fy (u) denotada como @), x (v),
entdo (NICOLAS, 2002; KRYLOV et al., 2013):

Drogx (V) = Ox(8)|,_144 v ER. (2.3)

A relagao apresentada em (2.3) é a TM de fy(u) com s =1+ iv.
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A segunda fungao caracteristica do segundo tipo, referida como v (s), é determi-
nada empregando o logaritmo natural na primeira funcao caracteristica do segundo tipo
(NICOLAS, 2006), assim:

(s) = log(¢(s))-

2.5 Método dos log-cumulantes

Por analogia as estatisticas classicas, os log-momentos (LMs) e os LCs de ordem
v sao construidos por meio das derivadas da primeira e segunda funcao caracteristica
do segundo tipo, no ponto s = 1 (NICOLAS, 2002). Assim, V v € N, suas respectivas

expressoes sao dadas por:

m=Ca = [T
€
= d"Y(s)
- 2.9

Existe uma relagao na qual os LCs podem ser determinados a partir de “polino-
mios” de LMs e vice-versa (NICOLAS, 2002; ANFINSEN; ELTOFT, 2011; ANFINSEN;
DOULGERIS; ELTOFT, 2011). Dessa forma, os trés primeiros LCs podem ser descritos

COo1mao:

k'l — ml
ky = 1y —m3
ks = 1hs — 3y + 25

Resultando dessa relagao, uma expressao geral para os LCs de ordem v é fornecida
(ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011):

k, =m, — z:l ( I{_ ! ) ity —s. (2.5)

Para obter os LCs amostrais, substituimos m, pelos LMs da amostra dados por

n
—

1
m, = — Z (log ;)" ,
n

=1
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com x; sendo a 2-ésima observagao amostral e n o tamanho da amostra.

A estimagao pelo MLC ocorre de forma similar ao MM. No MLC os estimadores
dos parametros do modelo probabilistico sao obtidos resolvendo o sistema de equagoes

formado pela igualdade entre as expressoes dos LCs amostrais e populacionais.

2.6  Estatistica 77 de Hotelling

A estatistica T? de Hotelling ¢ uma generalizacdo multivariada da estatistica
(univariada) t de Student (ANDERSON, 2003). Essa ferramenta tem a aplicabilidade para
realizar testes de hipdteses sobre a média (JOHNSON; WICHERN, 2007). Neste caso o

teste de hipoteses sera sobre os LCs.

Definido um vetor de variaveis aleatérias X = (X,...,X,) tal que X é um vetor
Normal v-dimensional X ~ N,(p,2), em que p = E(X) e S =E(X —p) (X —p)'
denotam o vetor de médias populacional e a matriz de covariancia, respectivamente. A
estatistica T2 de Hotelling é dada por (ANDERSON, 2003):

T =n(X - p)' STHX — p), (26)

sendo n é o tamanho da amostra, X = % "1 X;j o vetor de médias amostrais e S =

1 T XX ]T —nX X amatriz de covaridncia amostral. A estatistica T2 tém distribuicao
(n—1)v
(n—v)

Snedecor com v e n — v graus de liberdade (JOHNSON; WICHERN, 2007). Portanto,

com o nivel de significancia 77 e sob a hipdotese Hy : g = po,

F, .—.. Neste caso, F,,_, descreve uma varidvel aleatéria com distribuicao £’ de

(n—1)v
(n—v)

_p ln(X —110) TS NX — o) > ((”n__ly))”

em que F,,_,(n) denota o percentil superior da distribuicdo £, ,_,.

n = P[T2> Fu,nfl/(n) )

FV,TL—Z/ (77) 9

Essa afirmagao leva imediatamente a rejeitar Hy se

T? = (X — o) "8 (X — o) > L= VY

mFu,n—u(n)

(ANDERSON, 2003; JOHNSON; WICHERN, 2007).

De forma analoga, o teste da razao de verossimilhanga rejeita Hy para um nivel de
significncia 7, se T2 > =0 () (ANDERSON, 2003). Adicionalmente, podemos

(n—v)
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esbocar elipséides de confianga v-dimensional definidas por (ANDERSON, 2003)

(n—1)v

n(Y - N’O)T'S’il(Y - IJ’O) < (n _ V)

Fl/,n—l/(n)’

Para amostras grandes, a distribuicdo de T2 ¢ dada por sua distribuicdo limite,
que é a distribuigdo Qui-quadrado com v graus de liberdade (x2)(ANDERSON, 2003;
ANFINSEN; ELTOFT, 2011).

2.7 Método bootstrap

O método bootstrap introduzido por Efron (1979) com o estudo “Bootstrap methods:
another look at the jacknife” é uma técnica estatistica de reamostragem. Consiste basi-
camente na reamostragem com reposicao de um conjunto de dados, que pode ocorrer de
forma direta ou através de um modelo probabilistico ajustado. Com isso, produz réplicas
(repetigoes) dos dados, possibilitando avaliar a variabilidade de estatisticas, pardmetros ou

quantidade de interesse.

Esse mecanismo de sorteio aleatério pode ser de natureza paramétrica ou nao
paramétrica. A sua formulacao consiste em aproximar a distribuicdo de uma funcao das
observagoes pela distribuigdo empirica obtida de uma amostra finita (EFRON, 1979). A
amostragem ¢é feita com reposicao da distribuicao da qual os dados sao obtidos. Para
situacoes em que se tém alguma suposicao da distribuicao que originou os dados utiliza-se
o termo bootstrap paramétrico, ja para os casos que nao envolve suposi¢coes paramétricas
denomina-se bootstrap nao paramétrico (EFRON, 1979; CORDEIRO; CRIBARI-NETO,
2014).

O bootstrap paramétrico gera as amostras bootstrap com base na distribuicao de
probabilidade dos dados. No caso nao paramétrico, a amostra é considerada como uma
populagao (objeto de estudo) (DAVISON; HINKLEY, 1997). Nele utiliza-se a amostra
original para obter as amostras bootstrap. Por exemplo, seja * = (x1, ..., ,) uma amostra
finita contendo n observacoes. Constréi-se entao B amostras (ntimero de amostras bootstrap)

W 2*B) independentes, obtidas a partir da reamostragem da amostra inicial a.

2.8 Poder do teste

Um teste de hipdteses é, de forma geral, formulado sob duas hipdteses: a hipdtese

nula e hipdtese alternativa. Mood, Graybill e Boes (1974) definem como hipdtese nula
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(Hp) a afirmacdo ou suposicao que esta sendo testada, enquanto a afirmagao que nega a
alegagao de Hy é denominada de hipotese alternativa (H;). O interesse é testar Hy versus
H;.

Se 6 denota um parametro populacional e ©¢ é algum subconjunto do espaco
paramétrico, Casella e Berger (2001) determinam, sem pormenorizar, as hipdtes nula e
alternativa como sendo: Hy : 0 € ©Og e H; : 0 € ©F. Ainda de acordo com Casella e Berger
(2001) a finalidade de um teste de hipo6teses é decidir, com base em uma amostra da
populagao, qual das duas hipoteses complementares é verdadeira. A concepgao é que se a

hipétese de nulidade é falsa, entdo a hipotese alternativa é verdadeira, e vice-versa.

No entanto, ao tomar essa decisao é possivel que se cometa erros. Esses erros
sdo denominados erro do tipo I e erro do tipo II. Definidas a hip6tese nula e a hipotese
alternativa, dadas respectivamente por Hy e Hy, o erro tipo I consiste em rejeitar H
quando esta é verdadeira e, o erro do tipo II é cometido ao nao rejeitar Hy quando
esta é falsa. Associados a esses erros temos os riscos « (também denominado de nivel
de significAncia) e 3, que sdo definidos pelas probabilidades dos erros dos tipos I e II,
respectivamente (CASELLA; BERGER, 2001; ROUSSAS, 2014).

Erros do tipo I e II nao podem ser totalmente evitados, mas ¢é indispensavel que se
busque manté-los com probabilidadedes de ocorréncia relativamente pequenas (MEYER,
1983). Controlar os erros de modo que seja garantida essa condi¢ao é um fenémeno de
dificil alcance, uma vez que a reducao da probabilidade de um tipo de erro ocasiona
o aumento da probabilidade do outro para um determinado tamanho de amostra. No
entanto, a diminuicao simultanea desses erros pode ser atingida pelo aumento do tamanho
da amostra (CARMER, 1976).

O poder de um teste é descrito como sendo 1 — . Isto é, 1 — P(Erro tipo II)=
1 — P(Aceitar Hy|H, ¢ falsa)=P(Rejeitar Hy|Hy nao é verdadeira) (CASELLA; BERGER,
2001; ROUSSAS, 2014). Formalmente, considerando f(-,6) a fun¢ao de distribuicao da
amostra parametrizada por 6 pertencente ao espago paramétrico © e, T um teste de
hipétese nula Hy. Entdo, a fungao poder de teste T, denotada por mv(6), é a probabilidade
que Hj seja rejeitada quando a distribuicao da qual a amostra foi obtida é parametrizada
por § (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974).

Nesse entendimento, considera-se um bom teste ou um teste poderoso, aquele
que apresenta alta probabilidade de aceitacao para a hipotese Hy quando o parametro
populacional em estudo pertence ao espago paramétrico estabelecido pela hipdtese de
nulidade. Além disso, tem uma probabailidade elevada de rejei¢ao para a mesma hipdtese

quando o parametro nao pertence ao espaco paramétrico pré-fixado.
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3 Distribuicao Slashed Lomax: contribuicoes

A seguir descrevemos as contribui¢oes para a distribuicao Slashed Lomax.

3.1 Momento de ordem r

Proposigao 1. O r-ésimo momento da distribuicao de Y, definido Vr € N* e r < 2, é

determinado por:
200" T (o — r)(r 4+ 1)

(22X — r)[(a) ’

= E(Y7) = (3.1)

em que I'(+) é a fungao gama.

Demonstracao. Como X e V sao variaveis aleatérias independentes, temos:

pe=E(") =EX"E (V).

Apoiado nas propriedades da distribuicdo beta e da distribuicdo Lomax, temos que

E(X") = % e E (V*Q) = ;22 para r < 2. Por conseguinte, o resultado é

obtido. O

Observacgao: O r-ésimo momento do artigo de Li e Tian (2020) esta errado!

3.2 Estimacao pelo método dos momentos

Seja o j-ésimo momento amostral de uma amostra aleatéria com distribuigao

Slomax (a, §, A), com j > 1:
1S
m;=—>Y Y/
J n ; 7
Seja também, o j-ésimo momento populacional

pj=EY7], j>1
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De acordo com (2.1) os estimadores de 8 = (a, 3, A) s@o obtidos resolvendo-se o

sistema de equagoes a seguir:

1\ _ 22T (a—1)I'(2)
n 2i=1Yi = T @)

1 <n 2 _ 2082T(a—2)I'(3)
n i Y = T @222 (a)

1 «—n 3 _ 2AB3T(a—3)T'(4)
n i1 Y = Tomiane

3.3 Estimacao de maxima verossimilhanca

Sejam Y7, ...,Y, uma amostra aleatéria de uma variavel aleatoria ¥ ~ Slomax

(ar, B, A), a funcado de log-verossimilhanga associada é dada por:

1(0) = nlog(2) +nlog(A) + nlog(a) + 2 nlog(5) — (2A + 1) ilog(yz-)
+ glog [/05 A+ w)pert +w)aﬂdw] :

Sendo 6@ o vetor de pardmetros da distribuigao, isto é, @ = (a, 3, A), os componentes

do vetor escore sao dados por:

0l(0) 01(0) 81(0>> ’ (3.2)

U(0> — (UaaU,BaU/\) = ( o ) 85 ) O\

em que as equagoes de (3.2) sao:

oe) n z": a% {foﬂ w? (1 + w)(aﬂ)dw} (3:3)
STy - : 3.3
da @ = foﬁ w (1 + w)~ (et dw
ol(6) _ 2Xn i 5 [foﬁ w? (14 w) = dw a4
ap B =1 fo% w? (1 + w)~ (et dw '
e
2 [fyﬁl w? (1 4+ w) =@+ dw
8[8(5) = % + 2nlog 8 — 2 log(y:) + 7 : (3.5)
i=1 i=1 Jo? w2 (1 4+ w) (et dw

As expressoes para o vetor escore aqui determinadas nao foram obtidas anterior-

mente. A prova de (3.3), (3.4) e (3.5) é apresentada no Apéndice B.
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Neste caso, é notério que os estimadores de maxima verossimilhanga para o modelo
especificado nao possuem expressoes em forma fechada, fazendo necesséario o uso de métodos
iterativos para realizar a estimagdo. Assim, utilizaremos o algoritmo BFGS (Broyden
Fletcher-Goldfarb-Shanno) (NOCEDAL; WRIGHT, 1999) para determinar as estimativas

dos parametros.

3.4 Transformada de Mellin

Teorema 1. Seja Y € RT uma varidvel aleatéria seguindo o modelo Slashed Lomax com

fdp dada por fy(y). A primeira fungao caracteristica do segundo tipo de Y, expressa pela

TM de Y, é dada por:

2087 (s)D(a — s+ 1)
B 22X — s+ 1(«a)

Py (s)
Demonstragio. De acordo com (2.2),
or(s) = [y v )y = B,

Considerando o resultado dado em (3.1) e fazendo r = s — 1, temos que:

2AB5 T (s) TN — s + 1)

By = 2\ — 5+ I (a)

]

Proposigao 2. A segunda fungao caracteristica do segundo tipo de Y ~ Slomax («, 3, \)

¢é definida como:

Yy(s) = log(2) +log(A) + slog(B) — log(B) + log [I'(s)] + log [I'(a — s + 1)] — log [I'(cv)]
— log(2A —s+1).

A demostragao é imediata do log(dy (s)).

3.5 Diagrama de log-cumulantes

O diagrama de Pearson, abordado em Tison et al. (2004) consiste em escolher o

modelo que melhor se adequa a amostra em anélise com base nos coeficientes de assimetria
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(B1) e curtose (P2). Essas medidas sdo definidas em termos dos momentos centrais de

segunda (M), terceira (M3) e quarta ordem (My):
2
pr = % e o= f\\/%z’

em que M = E [(X —E [X])k}

No entanto, a quadratura do momento de terceira ordem em 3; nao permite diferir
as distribuicoes que tem assimetria de mesma magnitude, mas com sinal oposto, impos-
sibilitando separar modelos com normalidade e modelos com cauda pesada (NICOLAS,
2002).

A vista disso, Nicolas (2002) classificou esse diagrama como mal-adaptado as
distribui¢oes definidas em R e como solu¢ao propos o diagrama, (/53, /52) (diagrama de
log-cumulantes). Semelhante ao diagrama de Pearson, este diagrama, em vez de utilizar os
coeficientes de assimetria e curtose, faz uso dos LCs, ou seja, as estatisticas ks versus ko. A
representacao dos modelos no diagrama (/53, /;;2) ¢ dada por subespacos e suas dimensoes
determinadas pelo niimero de pardmetros contidos nas expressdes dos LCs (ANFINSEN;
ELTOFT, 2011; ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011; VASCONCELOS; CINTRA;
NASCIMENTO, 2021).

Posteriormente, Anfinsen e Eltoft (2011) introduziram o diagrama da matriz de LCs,
visto como uma extensao do diagrama de LCs para a Transformada de Mellin univariada
discutido em Nicolas (2002). A nova ferramenta propoe uma forma de visualizar o espago
multidimensional, cada dimensao é representada por uma matriz log-cumulante de ordem
n. Em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011), Anfinsen e Eltoft (2011), Li et al. (2011),
Bombrun, Anfinsen e Harant (2011), Khan e Guida (2013), Deng e Lépez-Martinez (2016)
e Deng et al. (2018) o diagrama de LCs é apresentado como critério para classificar modelos
probabilisticos para dados de imagens SAR e PolSAR. Por outro lado, em Vasconcelos,
Cintra e Nascimento (2021) o diagrama (ks, k;) é utilizado para dados reais de sobrevivéncia

através da classificacdo das distribui¢oes beta-G.

Neste trabalho, empregamos o digrama (/;:3, 12:2) como critério para avaliar o ajuste

da distribuicao Slashed Lomax aplicada a dados de sobrevivéncia.

Os LCs do modelo Slashed Lomax, obtidos a partir de (2.4), estao assim definidos:

log 8+ ¥(1) — ¥(a) + 5, sev = 1;

T
N
I

(3.6)

\Il(ufl)<1) + (_1)’/\1/(”*1)(&) + ((”2;)12!, sev > 2.
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e, encontram-se em termos das fun¢des digama e poligama, dadas por ¥(z) = -LlogI'(z)
e U (x) = d‘i—mmllf(x) (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1948), respectivamente.

Proposicao 3. Seja Y ~ Slomax («, 5,\) e ¥y (s) a segunda funcao caracteristica do

segundo tipo de Y. Entao, Vn € N,n > 1, temos:

7. anpY(S) _ n—1 N1 (n—1 (TL - 1)'
= — = T (1) 4 (=1)" T D(a) + 2 (3.7)
onde
dan(S) _ n—1 nyy(n—1 (Tl — 1)'
o = U (s) 4 (—1)"w! )(a+1—s)+m.

Demonstracao. Por se tratar de uma propriedade definida para ntimeros naturais, utiliza-
remos o Principio de Indugao (LIMA, 2014) para demonstra-la. De acordo com o método
de indugao (LIMA, 2017), se a propriedade k, é valida para n = 2 e ao supor sua validade
para n = v resultar k, vdlida para v + 1, entdo a propriedade é vélida para todos os

ntmeros naturais n > 1. De fato:

i) Para n = 2, temos:

d*y (s) 1
Z ) g g 1— - -
e (s) + (o + s)+(2)\_8+1)2,
e quando s =1,
d%ﬁy(S) 1
v (1) + gl

| =YW@+

Entao,
- diy(s) 2-1!
— — ‘11(271) —1 2 1 \Ij(271)
=g D) + 2V 0) + S

ii) Supondo valida a igualdade (3.7) para n = v, temos:

d"y (s)
ds”

(v—1)!

_ \Ij(llfl) -1 I/\Il(ufl) 1 — o\ )
(S)+( ) (Oé—l- S)+<2)\—S+1)V7

(3.8)

e para s = 1,

_ A"y (s)

k.
dsv
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iii) Derivando (3.8), obtemos:

dy+1’l,by (8)
dsvtl

v!

=y® —1)r+hp®) 1— i .
(s) +(—1) (a+ S)+(2/\—s+1)”+1

Assim, para s = 1,

d" Ty (s) V!
_ =01 —1)7g®) .
dsll-l-l — ( ) + ( ) (Ol) + (2A)V+1
Logo,
: d" iy (s) [(v+1) —1]!
_ v YYi2) _ wlv+1)—1] 1\l l(v+1)—1] A A
k1= | =v (1) + (=1)"w (o) + OVGE

O

A Figura 3 exibe a regiao do diagrama (1233, 12:2) vinculada a distribui¢ao Slashed
Lomax. A area é simbolizada por um subespacgo bidimensional, cuja dimensao foi fixada

pelos dois pardmetros dos quais os LCs apresentados em (3.6) estdao associados.

(o)
.
o
g
AN

¢
0
3 — [ Slashed Lomax

I I I I I
-2.5 -1.0 0.5 2.0 3.5
K3

Figura 3 — Diagrama dos LCs (123, l::z) para o modelo Slashed Lomax
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3.6 Teste de bondade de ajuste para a distribuicao Slashed Lomax

Aqui, propomos uma medida de bondade de ajuste quantitativa através da insercao

dos LCs na estatistica 72 de Hotelling. Com essa ferramenta, pretende-se classificar o

A A

A AT
ajuste do modelo aos dados de acordo com a localizagao dos L.Cs estimados |:k72 k?3:| sobre
o diagrama (ks, ks).

Para isso, carecemos de uma estatistica de teste para a hipdtese de nulidade
Hy: E <[l~€2 ];33:|> = [12:2 2:3} Este teste deve aceitar ou nao as estimativas dos LCs para

a regiao tedrica do diagrama (7’1;}2, 7;;3), indicando assim a adequacao ou discrepancia do
modelo em teste. Os LCs tendem a ser quantidades analiticamente bem definidas e, para
a distribuigdo Slashed Lomax, admitem expressdes em forma fechada (Equacao 3.6). Tal
relacdo entre parametros do modelo e LCs pode ser usada para derivar estimadores para
os LCs. A vista disso, consideraremos as seguintes medidas:

mo=(my,...,my) " em=(my,...,m,) .

Pelo teorema do limite central de Cramér-Wold (BILODEAU; BRENNER, 2008),

obtemos a relacao a seguir:
\/5(7721 - m) ﬁ Nv(07 Mv)v

em que a amostra segue a distribuicao normal multivariada de média g e matriz de

n D . e~
covariancia X, expressa por X ~ N, (u, ) e — denota convergéncia em distribuicao.
n oo

Além do que, M, é definido por:
nE {(m —m)(m — )"} = {1ty — e
ri=1
Ainda, levando em conta as fun¢oes compostas que transforma os LCs em polindmios
dos LMs (DENG et al., 2018), temos que:

ky, = go(ma,...,my) € k, = Go(ma, ..., my).

Dessa forma, pelo teorema do limite central de Cramér-Wold, temos

A

Vn(k — l};) P~ N, (0, K,),

n—o0

D A e~ .
com —— denotando convergéncia em distribuicao e K, determinado por:
n o0

K,=J,  -M,-J,, (3.9)
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Jo =Vl |V )

V%Zl

dgu(m) ~ Ogu(m)
om, 7 Om, |
Para mais, de acordo com o método delta (CASELLA; BERGER, 2001; BILODEAU;
BRENNER, 2008), se considerarmos grandes amostras, é conhecida a distribui¢ao do vetor
S 2 T ~ ~ T
estimado [ ko ks } , que tém distribuicdo gaussiana bivariada com média [ ko ks } e

uma matriz de covariancia assintotica K. Isto é:

]/22 ]%2 a
([5]-2]) a0 -

v

a . . . . . o~ . 7. A A ~ ~ ~
em que ~ indica distribuigao assintética e K = Cov(m,., m;) = %(mrﬂ- — Mmy).

ri=1
Neste caso, comparando o resultado obtido na Equacao (3.10) com a estatistica 7
de Hotelling expressa por (2.6), temos que p = [ ko ks }T e X = { /2{2 ]zg }T. A matriz
S em (2.6) serd substituida pela matriz de covaridncia assintotica estimada K. Assim
sendo, para um nivel de significancia 7 fixado, temos a seguinte estatistica de teste:

() ) e

em que K - 6 a inversa de K se a matriz é nio singular, do contrério, utiliza-se a inversa
generalizada de Moore-Pearson (RAO et al., 2008; SEBER, 2008).

Conforme mencionado em Anfinsen e Eltoft (2011) e Anfinsen, Doulgeris e Eltoft
(2011), para grandes amostras, a variavel aleatéria T2 tém distribuicio Qui-quadrado
com v graus de liberdade (x2). Dessa forma ¢é possivel adotar em (3.11) a aproximagao
Fou(-) = X2(+), em que x2(-) é o percentil superior da distribuigdo x2. Além disso,

podemos obter elipses de confianca com um nivel de significincia especificado 7, que sao

22 by ! 122 ks 2(n—1) ,
([k:a]_[kg]) K ([;@J‘{gJ)SMXQ(n), (3.12)

sendo x2(n) o percentil superior para x3. A elipse descrita em (3.12) possui centro em

dadas por:

T

(ks k3) e eixos direcionados de acordo com os autovetores da matriz K (JOHNSON;
WICHERN, 2007; HARDLE; SIMAR, 2019).

A proposicao a seguir expressa a estatistica de teste 7% de Hotelling para a distri-

buicao Slashed Lomax.
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Proposicao 4. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicdo Slomax («, 5,\). En-

tao, a estatistica 72 de Hotelling de Y, baseada nos LCs, é dada por:
9 n ~ = ~\2 N = ~\2 ~ S ~ 2 ~
T2 = [533 (k:z - k:2> + by (k:3 - kg) 2 (k:2 - k:2> <k3 - kg)] .
022033 — 033

A prova desta proposi¢do juntamente com os algoritmos para gerar a estatistica de

teste encontram-se no Apéndice C.
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4 Aplicacao

4.1 Conjuntos de dados e estatisticas descritivas

Selecionamos dois conjuntos de dados reais a serem submetidos a metodologia
abordada, determinando, de acordo com o critério de bondade de ajuste introduzido, se a
distribuicao Slashed Lomax é um modelo adequado para estudar esses dados. A seguir,

descreveremos brevemente as bases de dados.

i) Sobrevivéncia (SO): 33 observagoes sobre os tempos de sobrevivéncia, em semanas,
de pacientes que sofrem de leucemia miel6ide (SELIM, 2018). Os dados sdo: 65, 156,
100, 134, 16, 108, 121, 4, 39, 143, 56, 26, 22, 1, 1, 5, 65, 56, 65, 17, 7, 16, 22, 3, 4, 2,
3, 8, 4, 3, 30, 4, 43;

ii) Falha (FA): 18 observagoes que fornecem o tempo até a falha de dispositivos eletrd-
nicos (WANG, 2000). Os dados sdo: 5, 11, 21, 31, 46, 75, 98, 122, 145, 165, 196, 224,
245, 293, 321, 330, 350, 420.

Dados Média Mediana ~ DP  Assimetria Curtose CV (%) ks ks
SO 40.88 22 46.7 1.11 -0.06 114.25  2.29 -0.73
FA 172.11 155 131.54 0.29 -1.35 76.43  1.57 -1.94

Tabela 1 — Estatisticas descritivas dos dados

A Tabela 1 contém as estatisticas descritivas para cada conjunto de dados. Os
dados SO e FA estao bem distribuidos em torno da média, apresentando desvio-padrao
(DP) de 46.7 e 131.54, respectivamente. Além disso, possuem média maior que a mediana,
resultando em uma assimetria positiva. Com relagdo a curtose, ambos os dados tém medidas
de curtose menor do que 3, ou seja, tem curva de inclinagao negativa com distribuicao
platicirtica. Os dois conjuntos de dados sao heterogéneos apresentando coeficiente de
variacdo (CV) de 114.25% e 76.43%. As quantidades Eg e 23 representam os LCs estimados

da amostra.

A Figura 4 apresenta os histogramas e a densidade estimada para os conjuntos de

dados SO e FA. As estimativas para os parametros foram obtidas através dos seguintes
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métodos de estimagao: MLC, MM e MV. A estimacao pelo MV mostrou-se mais adequada

para ambos os conjuntos de dados.

0.04
Método
0.03 — MLC
— MM
—_ MMV

Densidade
o
o
N

0.01 ~ \

0.00-
0 50 100 150
Dados SO
0.008 -
Método
0.006 — MLC
— MM
S
3 — MMV
2 0.004 1 \
C
()
a
0.0021 \ \\
\
——
\\ \\~
0.000-
0 100 200 300 400
Dados FA

Figura 4 — Histogramas e densidade estimada

4.2  Diagrama (7%3; ];2)
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A Figura 5 exibe os diagramas de LCs (INfg, 152) enquanto medida de qualidade de
ajuste. Para ilustrar cada conjunto de dados, calculamos os LCs amostrais considerando
uma amostragem via bootstrap, na qual geramos 1.000 réplicas com tamanhos amostrais
de 95% da amostra, ou seja, para o conjunto de dados SO tivemos uma amostra de 31 e
para o segundo banco de dados, uma amostra de 17. A utilizacao da técnica de bootstrap
se justifica uma vez que cada conjunto de dados produz um log-cumulante que é associado
a um unico ponto no Diagrama (1253, 12;2). Observamos que para o conjunto de dados SO, a
maioria dos pontos estao localizados na regiao vinculada ao modelo Slashed Lomax. J&
para o conjuto de observacoes FA apenas parte dos pontos estdo sob a area tedrica do
diagrama. Como em ambos os conjuntos de dados as nuvens de pontos nao estao sob a
regiao do modelo de probabilidade, vamos nos debrugar sobre a estatistica (de teste) T
de Hotelling para verificar se de fato o modelo de probabilidade Slashed Lomax ¢ ajustavel

aos bancos de dados.



|7 slashed Lomax

[ [
25 10 05 20 35

1.0

(a) Dados SO

[ Slashed Lomax

’ | |
25  -1.0 0.5 2.0 3.5

(b) Dados FA

Figura 5 — Diagrama (ks, k) e os LCs amostrais estimados
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4.3 Estatistica T de Hotelling

Na Tabela 2 temos as estimativas dos parametros «, 5 e A obtidos pelo MLC e
a estatistica T? de Hotelling para cada conjunto de dados, bem como seus respectivos

p-valores. Essas estatisticas podem ser vistas como uma medida de distancia entre o modelo

Dados & I&; A T? de Hotelling p-valor
SO 16.49  255.05 0.53 0.75 0.70
FA 117.09 160.14 0.81 1.25 0.57

Tabela 2 — Estimativas, estatisticas 7% de Hotelling e p-valores para os conjuntos de dados

em teste e os conjuntos de dados. Valores mais baixos para a estatistica 72 evidenciam

uma proximidade entre o modelo e os dados, sugerindo, portanto, um bom ajuste.

4.4  Elipses de confianca

Para o complemento da aplicagao anterior, exploramos novamente o campo da
analise visual esbocando as elipses de confianga para cada conjunto de dados. Além disso,
quantificamos o grau de cobertura (GC) para cada uma dessas amostras. A construgao
das elipses é dada a partir de (3.12). Para isto, empregamos o menor valor da estatistica
T? de Hotelling apresentado na Tabela 2, a distribuicao Slashed Lomax utilizando os LCs
(ks, k2) e a matriz de covarincia assintética K. Para os dados SO, a elipse apresentou
uma cobertura de 82.58% dos dados, enquanto para os dados FA o grau de cobertura ¢é de

91.73%. A Figura 6 contém as elipses obtidas e seus respectivos graus de cobertura.
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Figura 6 — Elipses de confianga para os conjunto de dados

4.5 Bootstrap da estatistica de teste

Nesta se¢ao, conduzimos estudo de bootstrap para avaliar a eficiéncia da medida
de bondade de ajuste quantitativa aplicada a dados reais. Tal “eficacia” serda mensurada
pelo poder do teste da estatistica 72 de Hotelling. Consideramos os procedimentos MLC,
MM e MV para o calculo da estatistica de teste, objetivando analisar o efeito do uso das

estimativas para a nova ferramenta de ajuste.

Através dos conjuntos de dados SO e FA, trabalhamos a técnica bootstrap para
verificar a eficicia da estatistica de teste 72 com a seguinte configuracao: com 1000
réplicas de bootstrap tomamos os tamanhos amostrais n; € {100,200, 300,400,500} e
ny € {100,200, 300, 400, 500,600}, em que n; e ny correspondem ao primeiro e segundo

banco de dados, respectivamente.

No que tange ao poder do teste, fixamos niveis de significincia n € {1%, 5%, 10%} e
calculamos a probabilidade de decisao correta, isto é, a probabilidade de rejeitar Hy quando
esta nao é verdadeira. A seguir, no Algoritmo 1, apresentamos um resumo contextual do
bootstrap nao paramétrico utilizado para ilustrar eficiéncia da estatistica de teste dada na

Proposicao 4.

A Tabela 3 exibe o poder do teste da estatistica 72 de Hotellig aplicada as bases



30

Algoritmo 1: Bootstrap da estatistica de teste T? de Hotelling

Passo 1. Determine o nivel de significancia n;

Passo 2. Obtenha as estimativas de o, # e A\ da distribuicao de probabilidade Slashed
Lomax empregando o MLC, MM e MV e determine os LCs deste modelo;

Passo 3. Gere a matriz de covariancia assintotica;

Passo 4. Calcule os LCs da amostra por meio da transformagao de momentos para
cumulantes;

Passo 5. Obtenha a estatistica 72 de Hotelling dada na Proposicao 4, aqui
denominada T, ;

Passo 6. Gere aleatoriarmente, com reposicao, 1000 amostras de tamanho n sob a
base de dados estudada. Para cada amostra, repita os Passos 2-5 e armazene as
estatisticas de teste simuladas como {T2(:)},",;

Passo 7. Some as estatististicas de teste simuladas que sdo maiores do que a
estatistica de teste Tp2 obtida no Passo 5 e calcule a fracao em relagdo ao niimero
de réplicas. Isso fornece o p-valor, ou seja,

_102: ( >T2)

em que [(+) é a funcdo indicadora. O p-valor simulado P é entao comparado com o
nivel de significancia 1 determinado no teste, rejeitando Hy se P < n;

Passo 8. Execute o teste de hipéteses comparando o p-valor com o nivel de signifi-
cancia adotado;

Passo 9. Calcule o poder do teste.

de dados SO e FA. Observa-se que para 10% de significiAncia tém-se um teste mais flexivel,
resultando em um elevado poder de teste, enquanto que 1% e 5% de significAncia produzem
testes mais rigorosos, reduzindo o poder do teste. No geral, para ambos os valores de
significAncia assumidos, o poder de teste da estatistica 72 de Hotelling forneceu altas
probabilidades de tomada de decisao correta, confome aumenta o tamanho da amostra,

demostrando assim a eficiéncia da medida de bondade de ajuste proposta.

Além disso, é possivel constatar um teste mais poderoso quando as estimativas
dos parametros sao produzidas pelo MLC, evidenciando assim um melhor desempenho do

MLC enquanto critério de estimacao.



MLC MV MM
Poder-SO
n 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
100 0 0 0,019 0 0 0 0 0 0,003
200 | 0,015 0,563 0,981 0 0 0 0 0,006 0,26
300 | 0,346 0,995 1 0 0,052 0,592 0 0,175 0,851
400 | 0,78 1 1 0,049 0,862 1 0,015 0,562 0,989
500 | 0,947 1 1 0,348 0,995 1 0,069 0,845 1
Poder-FA
N 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
100 0 0 0,021 0 0 0 0 0 0,005
200 0 0,115 0,765 0 0 0 0 0,018 0,392
300 | 0,034 0,718 0,998 0 0 0 0,002 0,265 0,922
400 | 0,188 0,97 1 0 0 0 0,024 0,7 0,999
500 | 0,451 0,998 1 0 0,079 0,656 | 0,106 0,951 1
600 | 0,682 1 1 0,478 0,998 1 0,264 0,993 1

Tabela 3 — Poder de teste da estatistica 72 de Hotelling
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5 Consideracoes finais

Neste estudo, fizemos uma revisao de literatura com respeito ao modelo de proba-
bilidade Slashed Lomax. Nessa revisao identificamos divergéncias no valor esperado. Neste
caso, mostramos detalhadamente uma nova expressao para o valor esperado. Determina-
mos também os elementos do vetor escore, ainda nao obtidos anteriormente. Apds esse
desenrolar focamos na parte principal dos nossos objetivos que foi desenvolver medidas
de qualidade de ajuste através dos LCs do segundo tipo e da estatistica 72 de Hotelling
para o modelo de probabilidade Slashed Lomax. Proporcionamos analises qualitativas e
quantitativas para as ferramentas de ajuste desenvolvidas. Encontramos expressoes de
forma fechada para as funcoes caracteristicas do segundo tipo, LCs e estatistica T2 de
Hotelling do modelo estudado. Derivamos elipses de confianca para os LCs da distribuicao
Slashed Lomax. Aplicagoes com dois bancos de dados reais no contexto da andlise de
sobrevivéncia foram feitas afim de demonstrar a eficiéncia dos critérios de ajuste desenvol-
vidos. Experimentos de bootstrap foram realizados para avaliar o poder do teste da medida
de bondade de ajuste quantitativa. Essas andlises indicaram um bom desempenho das

ferramentas de ajuste e a efetividade do MLC enquanto técnica de estimacao.

Como trabalhos futuros, pretendemos avaliar, utilizando simulagao de Monte Carlo,
o desempenho da medida de bondade de ajuste quantitativa, comparando-a com testes ja
estabelecidos (por exemplo: Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling).
Nesse estudo vamos inicialmente em busca de um método de otimizagao razoavel porque
os estimadores nao tem forma fechada. Depois escolher um bom estimador para enfim
comparar a estatistica de teste T2 com esses testes j existentes na literatura. Um segundo

artigo que pretendemos trabalhar é correcao de viés de Cox-Snell.
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APENDICE A - Primeiro apéndice

A.1  Convergéncia da integral

Um método classico para verificar a convergéncia de integrais é o critério da
comparagao (GUIDORIZZI, 2014), em que dado duas fungoes f e g integraveis em |[a, s,
V' s > a, e que, para todo z > a, 0 < f(x) < g(x) é valido: [;° g(z)dz convergente =
Jo° f(x)dx convegente. Temos para «, 5, A\, y; > 0 e w >0,

2

w
0 < ___ - @ < 2
= @ +wyptt =Y
Por outro lado,
% (%)2)\4-1
2
dw = ~———. Al
/0 R W (A1)
Entéao, visto a convergéncia da integral dada em (A.1), conclui-se, pelo critério da compa-
racao, que
Y w?
—d A2
/o (1 +wpert (A.2)

é convergente.
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APENDICE B - Segundo apéndice

B.1  Log-verossimilhanca

As fungoes de verossimilhanca e de log-verossimilhanca para o modelo Slashed

Lomax sao dadas por:

3 Yi w2)\
L( 0) —_ 2n)\n nﬁ2/\n H [ (2A+1) /Oﬁ de]

(@) = nlog(2) +nlog(A) + nlog(a) + 2Anlog(8) — (2A + 1) ilog(yi)
22

1 /éwd .
R

B.2  Vetor escore

As derivadas parciais da fungao de log-verossimilhanca na direcao de a, 8 e A sdo

dadas por i), ii) e iii), respectivamente:

i)
ol n 2z {foﬁl w? (1 + w)‘(a“)dw}

0 n
0O) _n )l
Oa > = Jo wP(1 4 w)~ e dw

Pela convergéncia da integral dada em (A.2), temos que:

0 7 2\ —(a+1) _ 70 2) —(at1)
21w [ 2 e

Assim,

0le) n z:: {fﬁ w? (1 + w)~ @+ og(1 +w)dw} |

O a foﬁl w? (1 + w)~@+Ddw

if)
ol6) 2m & —aaﬁ {foﬂ w1+ w)_(o‘“)dw}
=4

ap B i1 fo% w (1 + w)~ D dw
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Utilizando o Teorema Fundamental do Célculo (GUIDORIZZI, 2014), temos que

O [[% (act1) A g—(2242) ZAN
e 2 1 704+1d —_ 2+1 — (2242 1 Jt )
5 VO w(1 + w) w] yP ( +ﬁ>

Desse modo,

o8 B8 =

_ N\ —(a+1)
oUO) _2wn .|y AT (1+%)
foﬁ w (1 + w)~ (et dw
iii)
al(0> B Q n % |:f0B wz’\(l + UJ)_(O[+1)dU}:|

— = +2nlogﬁ—2210g(yi)+z 7
OA A i=1 i=1 Jo” w1 4 w)~(e+tDdw

O célculo de % {foﬁl w1+ w)(a+1)dw], é dado por:

I 9 Twt (14 w) @] du = 2 |7 w1 w) e log(w)duw.
0o O\ 0

Assim sendo,

o) n
X A

n n % 2X 1 7(a+1)1 d
+2nlog B —2 log(y) + > 2fo wﬂ (1+w) og(w)dw
i=1 i=1 Jof w1+ w) (@D dw
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APENDICE C - Terceiro apéndice

C.1 Estatistica 77 de Hotelling

Neste apéndice, fornecemos as expressoes para os elementos da matriz assinética
dos LCs estimados. Considere a relagao analitica entre LMs e LCs dada em (2.5), M4 em
(3.6) e K7 em (3.9). Entao, temos:

Ki=J," - M- Jy,

com a matriz jacobiana das transformacoes de momentos para cumulantes dada por
(ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011)

1 0 0
J, = —2m 1 0 (C.1)
—3(my —2m?) —3my 1
€
ks ks + 2k1ks Mg
My = | ky+ 2kiks Moo Moy |, (C.2)
M31 M32 M33
em que

Mg = ky + 3kiks + 3k2 + 3k2k,,
Moy = ky + 4k1ks + 2k2 + 4k2k,
My = ks + bkiky + Okoks 4+ 9k ks + 12k, k2 + 6k3k,
Mss = kg + 6kyks + 15koky + 15k3ky + k3 + 5dkykoks + 18K3 ks + 15k3 + 36k2k3 + 9k k».
Portanto,
oo ks ks
K= | ks ky+2k3 ks 4 6kyks : (C.3)
ky ks + 6koks ke + 9koky + K2 + 6K3

Com base na matriz (C.3), derivamos a matriz de covaridncia assintética para o

_ 522 523
532 633 ’

modelo Slashed Lomax, isto é:
kg + 2k3 ks + 6koks
ks 4 6koks kg + koky 4 K2 + 6k3
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em que

622 = ¢(37 1) + ¢(3’ O./) +

i + 2P0 v+ ]

b = B2 = V(4. 1) = Ul a) 4 s 6 oL 1)+ (L) +

Jpen - v+ i)

23
G = 0(5. 1)+ 0(5.0) + [w(1,1>+w<1,a>+(2§)2] [w<3,1>+w<3,&>+<2§>4

+9[¢(2,1)—¢(2,a)+ (Qi)gl +6[@/J3(1,1)+¢3(1,a)+ (2;2] .

Se K é uma matriz ndo-singular, entao seu inverso é dada por:

P 1 [ 033 —039 ] '

633 622 - 5%3 - 523 522

Do contrario, se | K| = 0, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Pearson (RAO et al.,
2008; SEBER, 2008). Por fim, a estatistica 72 de Hotelling ¢ dada por:

()

o [533 (o - k;2 ~ 2y (ks ) (ks - kg)] |

522 633 - 5%3

v

\_/
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C.2 Calculo das estatisticas

A seguir, listamos a sequéncia de algoritmos utilizados para determinar na pratica a
estatistica T2 de Hotelling. De acordo com (3.11), inicialmente obtém-se ks e ks (estimativas

de ks e 153), seguido da matriz K; '

Algoritmo 2: Computo de ky e k3

Passo 1. Considere o vetor de parametros 8 = [a 3 )\]T;

Passo 2. Compute os trés primeiros LCs e os trés primeiros LMs;

Passo 3. Determine 8 utilizando a funcdo BBsolve para resolver o sistema de
equacoes;

Passo 4. Obtenha 1?;2 e 253 de acordo com /?;v = go(y, ..., My).

Algoritmo 3: Computo de I/{\l_l

Passo 1. Compute a matriz J; conforme (C.1);

Passo 2. Compute a matriz M; de acordo (C.2);

Passo 3. Compute I/(\l_l =J, M Jq;

Passo 4. Se I/{\l ¢ nao-singular, compute a sua inversa usual K !, do contrério,
compute a inversa generalizada de K.
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