Natalia Moraes Cordeiro

CLASSE NORMAL UNIVARIADA E}ERADA A PARTIR DE DUAS
DISTRIBUICOES-BASE

Recife
2021



UFRPE

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM BIOMETRIA E ESTATISTICA
APLICADA

CLASSE NORMAL UNIVARIADA GERADA A PARTIR DE DUAS
DISTRIBUICOES-BASE

Dissertagao apresentada ao Programa de Pés-
Graduacao em Biometria e Estatistica Aplicada
como exigéncia parcial para obtencaoo do titulo
de Mestre.

Area de Concentragao: Biometria e Es-
tatistica Aplicada

Natalia Moraes Cordeiro

Orientador: Prof. Dr. Frank Sinatra Gomes da
Silva

Coorientador: Prof. Dr. Cicero Carlos Ramos de
Brito

Recife
2021



Dados I nternacionais de Catal ogacéo na Publicacio
Universidade Federal Rural de Pernambuco
Sistema Integrado de Bibliotecas
Gerada automaticamente, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

C79%c

Cordeiro, Natalia Moraes

CLASSE NORMAL UNIVARIADA GERADA A PARTIR DE DUAS DISTRIBUIQOES—BASE/ Natdlia Moraes
Cordeiro. - 2021.

58f. :il.

Orientador: Frank Sinatra Gomes da Silva.
Coorientador: Cicero Carlos Ramos de Brito.
Inclui referéncias.

Dissertagé@o (Mestrado) - Universidade Federal Rural de Pernambuco, Programa de Pos-Graduagéo em Biometriae
Estatistica Aplicada, Recife, 2021.

1. Classe Normal Generalizada. 2. Distribuicdo Normal. 3. Gerador. I. Silva, Frank Sinatra Gomes da, orient. I1.
Brito, Cicero Carlos Ramos de, coorient. I11. Titulo

CDD 5195




UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
PRO-REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM BIOMETRIA E ESTATISTICA
APLICADA

CLASSE NORMAL UNIVARIADA GERADA A PARTIR DE DUAS
DISTRIBUICOES-BASE

Natalia Moraes Cordeiro

Dissertacao julgada adequada para obtencao
do titulo de Mestre em Biometria e Estatistica
Aplicada, defendida e aprovada em 24,/02/2021

pela comissao examinadora.

Banca examinadora:

Prof. Dr. Frank Sinatra Gomes da Silva (Orientador)
(PPGBEA-UFRPE)

Prof. Dr. Cicero Carlos Ramos de Brito (Coorientador)
(IFPE-DAFFG)

Profa. Dra. Maria do Carmo Soares de Lima
(PPGE-UFPE)

Recife
2021



Com todo o meu amor, aos meus pais, Josefa Josineide e

Carlos Cordeiro, a minha irma, Naiara Moraes e as minhas avds,
Iraci e Maria, pela paciéncia, cuidado e carinho que a mim
dedicam, por serem a minha base e por estarem sempre comigo.



Agradecimentos

Agradego primeiramente a Deus, pois sem Ele e a Sua infinita bondade para comigo, nada
disso seria possivel. Aos meus pais, por me educarem e amarem sem nunca medir esforcos. A eles,
devo quem sou e tudo que até hoje realizei. A minha irma, Naiara Moraes, pela paciéncia e apoio
incondicional.

As minhas avos, Vo Iraci e V6 Maria, por me colocarem constantemente em suas oracoes, e por
todo carinho e cuidado que a mim elas dedicam, em especial Vo Iraci, que é, além de V6, minha
confidente e conselheira, e sempre me acalenta com seu carinho e palavras afetuosas. A minha tia
Joseane que, ainda que de longe, se faz presente acompanhando cada passo meu.

Ao meu primo, Leandro Dias, por todo apoio, incentivo e afeto que tem por mim. Aos meus
amigos, José Isaac que alegra os meus dias e supera a distancia fisica, dividindo das lagrimas
as melhores gargalhadas, amo vocé bem muito. A Epaminondas Soares por me ouvir, acalmar,
aconselhar, por acreditar em mim e sempre me tirar um sorriso. A Jonnathan Felipe por me
apoiar incondicionalmente, por me incentivar e por nunca me deixar. A Lucas Lima, pelas longas
conversas, os conselhos, as risadas e até os choros.

A Daniela Neves que ilumina a minha vida desde que nos conhecemos e fui presenteada com
a dadiva da sua amizade. A Tais Cristina, Ana Maria e Géssica Simoes, que apesar de todos os
quilometros que nos separam, estao sempre pertinho no meu coracao. A Marciele Lima que dividiu
comigo o curso, as angustias, as alegrias, a casa e a vida. Obrigada por tudo e por tanto, vocé fez
os meus momentos dificies ficarem mais faceis. Amo vocé. Ao meu amigo, Lucas Amaral pela sua
generosidade e coracao enorme. Amo a sua amizade.

Aos ”véi”do Deinfo, Eduardo, Henrique e, de modo especial, Joao, que é o meu exemplo de pes-
soa incrivel. Nunca serei grata o suficiente por todo afeto. Pela paciéncia em me ouvir, aconselhar,
corrigir meus trabalhos um milhao de vezes, e, principalmente por me aproximar de Deus, voceé é
parte fundamental de tudo isso. Obrigada por todo carinho e cuidado. A Camila pela paciéncia
e dogura que tem comigo, pela boa vontade em ajudar, vocé é luz na minha vida, é mais uma
prova do amor de Deus para comigo. A Gabi, pela sua amizade, as caronas, conversas, risadas,
pela energia boa que vocé transmite.

A todos os Professores do Programa de Pés-graduacao em Biometria e Estatistica Aplicada,
em especial, ao meu orientador prof. Dr. Frank Sinatra Gomes da Silva, ao prof. Dr. Jader da
Silva Jale pelas contribuicoes, e ao meu coorintador prof. Dr. Cicero Carlos Ramos de Brito por
ter acreditado em mim, bem como pela constante assisténcia, atencao, motivacao e ensinamentos
que me fizeram seguir adiante.

A Universidade Federal Rural de Pernambuco, em especial ao Departamento de Estatistica e
Informética e a Coordenacao do Programa de P6s—Graduagao em Biometria e Estatistica Aplicada,
por ter dado todas as condicoes necessarias para o desenvolvimento do curso. A CNPq pelo apoio
financeiro.



A profa. Dra. Maria do Carmo Soares de Lima por fazer parte da banca, como avaliadora
externa e por dedicar parte de seu tempo para a leitura e contribuicoes para este trabalho.

Ao prof. Dr Luciano Souza e ao colega Renan Fernandes pela disponibilidade e boa vontade
que tiveram para comigo. Sou grata em té-los conhecido.

E, por fim, a todos que até aqui conservaram esperanca, acreditaram e torceram por mim.



Nao temas, porque eu sou contigo; nao te assombres,
porque eu sou o teu Deus; eu te esforco, e te ajudo,
e te sustento com a destra da minha justica.

- Isaias 41:10.



Resumo

Tomando a distribuigao normal, foi proposto um novo gerador de distribui¢oes continuas,
a apartir das funcées monotonicas tg (gGl) e log (1 — Gy), em que Gy e Gy sdo as
distribuicoes-base para a classe. A partir da ideia proposta, realizou-se o estudo de
identificabilidade, desenvolveu-se as expansoes para a funcao de distribuicao acumulada
e para a funcao densidade de probabilidade. Além disso, foram mostradas propriedades
de caracterizacao da classe e suas respectivas expansoes, como funcao de risco, momentos
e momentos centrais de ordem m, funcao geradora de momentos, funcao caracteristica,
coeficiente geral e os desvios, médio e quantilico. Assim como as derivadas da funcao
de log-verossimilhanga e o estudo do suporte. Fez-se também uma aplicacao tedrica da
Classe, seguida de uma aplicacao a dados simulados e a um conjunto de dados reais,
comparando o modelo proposto com outros modelos ja existentes verificando assim,
também, o seu potencial em relagao aos demais. Ressaltamos a vantagem da nova classe
acoplar em suas distribuigoes-base, distribuicoes que podem ser continuas ou nao, além
de apresentar bimodalidade e nao possuir problemas de identificabilidade.

Palavras-chaves: Classe Normal Generalizada; Distribuicao Normal; Gerador.



Abstract

Taking the normal distribution, a new generator of continuous distributions was propo-
sed, starting from the monotonic functions tg (gGl) and log (1 — Gy), where G; and
G, are the base distributions for the class. From the proposed idea, the identifiability
study was carried out, the expansions for the cumulative distribution function and
for the probability density function were developed. In addition, properties of class
characterization and their respective expansions were shown, such as risk function,
central moments and moments of order m, moment generating function, characteristic
function, general coefficient and deviations, mean and quantile. As well as those derived
from the log-likelihood function and the study of support. A theoretical application
of the Class was also made, followed by an application to simulated data and a set
of real data, comparing the proposed model with other existing models, thus also
verifying its potential in relation to the others. We emphasize the advantage of the new
class coupling in its base distributions, distributions that can be continuous or not, in
addition to presenting bimodality and not having identifiability problems.

Keywords: Generalized Normal Class; Generator; Normal Distribution.
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1 Introducao

As distribuigoes de probabilidade sao importantes ferramentas para descrever fenomenos, posto
que fornecem modelos eficazes que ajudam a representar problemas reais. Elas podem ser utili-
zadas em um vasto campo de aplicagdes, com diferentes propdsitos. Na area da saiude (VELOSO
& MALIK, 2010; SANTOS & CUNHA, 2016), no campo ambiental (BERNARDI et al., 2001;
SABINO et al., 2014), social (DRACHLER et al., 2003; ALVES et al., 2010), nas ciéncias agrarias
(SANTOS, 2019; SILVEIRA, 2019) dentre outras.

Nos ultimos anos, diversos métodos geradores de novas distribuicoes e, consequentemente, novas
distribuicoes, tém sido propostos a fim de fornecer uma boa flexibilidade e adequacao a conjuntos
de dados reais. Remetemos o leitor a Lee et al. (2013) para uma revisao de alguns métodos e Tahir
e Nadarajah (2015) para um levantamento detalhado sobre classes generalizadas de distribuigoes
continuas que sao amplamente utilizadas, dentre as quais destacamos a beta normal de Eugene
et al. (2002); a McDonald-G (Mc-G) de Alexander et al. (2012); a familia exponencializada
exponencial-Poisson de Ristic e Nadarajah (2014); a logistic-X e a nova Weibull-G de Tahir et al.
(2015); a beta-G de Souza (2016) ¢ a Normal-G de Silveira (2019). Além destes, existe o gerador
T-X definido por Alzaatreh et al. (2013), que origina diversas classes generalizadas, através de
distribuicoes continuas.

Neste trabalho, apresentamos uma nova classe geradora de distribui¢oes chamada Classe Nor-
mal (tg (5G1),log(1 — Gg)), dependente de duas fungoes disjuntas e monétonas de Gy e Gg, ge-
neralizada a partir da distribuicao normal através do método gerador de métodos geradores de
distribuicoes de probabilidades e classes de distribuicao de probabilidades apresentado nos tra-
balhos de Brito et al. (2019) e Brito (2014). A classe aqui proposta apresenta vantagens sobre
os geradores citados anteriormente, pois permite que as distribui¢oes-base, G; e Gg contemplem
distribuicoes continuas e nao continuas, diferentemente, do que ocorre com o gerador T-X. Além
disso, como veremos mais adiante, nao possui problemas de identificabilidade, o que acontece, por
exemplo, com as misturas convexas (TEICHER, 1961), e apresenta bimodalidade. A bimodalidade
caracteriza distribuigoes que apresentam duas curvas, com duas modas diferentes. Estas aparecem
como picos distintos (maximo local) na func¢ao densidade de probabilidade (fdp), garantindo maior
flexibilidade na modelagem de dados, em situacoes em que estao presentes, por exemplo, duas
amostras diferentes.

Nas linhas que seguem, detalhamos a estrutura desta dissertacao, que apresenta carater teérico
e contempla seis capitulos, incluindo este. No segundo capitulo apresentamos os objetivos, geral e
especificos deste trabalho, o terceiro trata do referencial teérico. Nele mostraremos alguns modelos
probabilisticos continuos e discutiremos sobre os modelos de misturas. Faremos uma revisao sobre
o método de estimagao de maxima verossimilhanca, bem como algumas estruturas matematicas,
tais como funcao geradora de momentos, momentos de ordem m, momentos centrais de ordem m e
funcao caracteristica. Além disso, apresentaremos os critérios estatisticos utilizados para comparar
o ajuste dos modelos nas aplicagoes a dados reais, a simulagao de Monte Carlo, que sera usada
para avaliar o comportamento assintético das estimacgoes e por fim, apresentaremos o estudo do
suporte para as classes de distribuig¢oes probabilisticas e o algoritmo de expectativa e maximizagao
(EM), usado nas aplicagoes para as misturas convexas.
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No quarto capitulo iremos apresentar a Classe Normal (tg (5G1),log(1 — Gg)), logo apds fa-
remos o estudo de identificabilidade, e calcularemos as expansoes para a funcao de distribuigao
acumulada (fda) e para a fdp. Além disso, mostraremos algumas propriedades de caracterizacao
da classe e suas respectivas expansoes, tais como funcao de risco, momentos e momentos centrais
de ordem m, funcao geradora de momentos, funcao caracteristica, coeficiente geral e os desvios,
médio e quantilico. Além das derivadas da fungao de log-verossimilhanga da classe e o estudo do
suporte.

No capitulo cinco traremos uma aplicacao tedrica da Classe, seguida de uma aplicagao em dados
simulados, bem como a um conjunto de dados reais, relacionados a tensao de ruptura de fibras de
carbono (em Gba). Faremos a comparacao do modelo proposto com outros modelos jé existentes
e as misturas convexas normal-normal (NN) e weibull-weibull (WW), verificando assim, também,
o seu potencial em relagao aos demais. No sexto e ultimo capitulo, exibiremos as consideracoes
finais, baseadas nas andlises dos resultados adquiridos, e, adicionalmente, algumas sugestoes para
possiveis pesquisas futuras.
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2

2.1

Objetivos

Objetivo Geral

O presente trabalho tem por objetivo geral desenvolver uma nova classe de distribuigoes de
probabilidade, dependente de duas fungoes monodtonas de G; e Gy, denominada Classe Normal

2.2

Objetivos Especificos:

Estudar estruturas matematicas da classe, tais como fungao de risco, momentos e momentos
centrais de ordem m, funcao geradora de momentos, fungao caracteristica e o coeficiente
geral;

Verificar a identificabilidade da classe;
Realizar as estimativas de maxima verossimilhanca;
Fazer o estudo do Suporte da Classe;

Aplicar o novo modelo a um conjunto de dados reais comparando os resultados com outros
modelos ja existentes verificando assim, também, o seu potencial em relacao aos demais.
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3 Revisao de Literatura

3.1 Introducao

Alguns topicos se fizeram necessarios para o desenvolvimento deste trabalho como um todo,
neste sentido, no presente capitulo apresentaremos alguns deles, de modo a revisar conceitos e de-
finicbes que irdo facilitar a compreensao do leitor nos capitulos que sucedem. Assim, discorreremos
sobre modelos probabilisticos, modelos de misturas e o método de maxima verossimilhanca.

Falaremos dos momento e momentos centrais de ordem m, os momentos ponderados de pro-
babilidade e a funcao caracteristica. Além dos critérios para selecionar modelos e os testes de
Anderson-Darling e Cramér Von Mises e o método de Monte Carlo. Apresentaremos o suporte
para as classes de distribui¢oes probabilisticas, algumas classes de distribuicoes generalizadas e por
fim, o algoritmo EM.

3.2 Modelos Probabilisticos

Um modelo probabilistico é uma expressao matematica que descreve fenomenos tanto naturais
quanto sociais, permitindo, assim, realizar previsoes e fazer interpretacoes a respeito dos mesmos
com um consideravel nivel de confiabilidade. Estes podem ser utilizados nas mais variadas areas
do conhecimento. A seguir, serd apresentado brevemente, alguns dos principais modelos.

3.2.1 Modelo Normal

O modelo normal (N), também chamado de modelo gaussiano, foi primeiro introduzido por
Abraham de Moivre (1667-1754), um matemético francés, num artigo reimpresso na segunda
edicao do seu livro “A doutrina do acaso” de 1738. Mais tarde seus resultados foram estendidos
pelo francés Pierre Simon de Laplace(1748-1827) em seu livro “Teoria Analitica da Probabilidade”
de 1812, num resultado que hoje é conhecido como Teorema de Moivre-Laplace. De forma in-
dependente os matematicos alemaes Robert Adrian (1775-1843) em 1808 e Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) em 1809 desenvolveram a equagao da distribuigao e mostraram que ela modelava bas-
tante bem os erros de observagoes astronomicas.

Ele é um dos mais importantes entre os modelos probabilisticos continuos (SOUZA e POPOVIC
et al., 2017), posto que varios dos fenémenos naturais apresentam sua distribuigdo de probabili-
dade tao proximamente normal, que ela se ajusta como se fosse.

Seu grande destaque na &area de estatistica se deve ao Teorema do Limite Central, pois ele
garante que o comportamento probabilistico de vérios estimadores possa ser descrito com boa
aproximacao pela distribuicao normal. Além disso, muitas variaveis encontradas na natureza ten-
dem a apresentar comportamento normal (BITTENCOURT, 2006), a medida que o nimero de
dados aumente, como consequéncia deste teorema.

A sua fdp é dada por (JOHNSON et al., 1995):
1 1 2
- —5 o (z—n)
r) = e 202 ,
f(z) s
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2

em que u se refere a média das observacoes na série de dados e o° a variancia. Seu gréfico é

representado pela Figura 1 a seguir.

Modelo Normal

=2
Ir:! | ; L [ppup— ”_:2, U=2.5
e T M::IJ D’=O_6
N IJ]_:AI:| U=O_2
A A 20 TR S S
o
o | _. ot —
0 1 < 2 ) °

Figura 1: Funcao densidade de probabilidade da distribuicao Normal

Note que a curva tem forma de "sino”, e a medida que aumentamos o valor de u, acontece o
achatamento da curva. Além disso, quando = 0 e 02 = 1 ela é chamada de distribuicdo normal
padrao.

Sua fda é representada por

para todo = € R.

3.2.2 Modelo Weibull

Proposto por Waladdi Weibull (1954), o modelo probabilistico Weibull (W) é comumente usado
para modelar o tempo de vida médio e a taxa de falha em funcao do tempo da populagao analisada.
Uma das suas caracteristicas mais significativas é que ele assume varias formas, todas com uma
propriedade basica, sua funcao taxa de falha ¢ monétona. Isto é, ela pode ser crescente, decrescente
ou constante.

Sua fdp ¢é dada por (JOHNSON et al., 1995):

fla) = goaemte )
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em que z > 0 e o, > 0 sao os parametros de forma e de escala, respectivamente.

O grafico é representado pela Figura 2 a seguir.

Modelo Weibull

o
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(o] _'_...-n.:- --‘-'ln--‘-

Q - - -""-—_——n: ------ -:_.--_-'-;"-'—-—-

o T T T T T T

0 1 2 3 4 5
X

Figura 2: Funcao densidade de probabilidade da distribuicao Weibull

Observe que a medida que variamos os valores para a e 3 percebemos as diversas formas que
ela pode assumir.

Sua fda é representada por
F(z)=1- e_(%)a.

A distribuigao Weibull nao tem uma forma fechada para a fungao geradora de momentos,
entretanto, é possivel encontra-la fazendo

k
Myl =BCe) = (14.2)),
o
em que I'(+) é a fun¢do gama, e pode ser definida da seguinte forma I'(a) = (o — 1)!.

Sua média e variancia podem ser expressas como

MX):ﬁF(L+é)



3.2.3 Modelo Gama

Geralmente utilizado em estudos de sobrevivéncia e confiabilidade, o modelo gama (Ga) é um
dos modelos probabilisticos continuos mais gerais quando comparado aos demais. Sua fdp é dada
por (JOHNSON et al., 1995):

Baxa—le—ﬁx

(o)

em que x > 0, a > 0 é o parametro de forma e § > 0 é o parametro de escala.

fz) =

O gréfico é representado pela Figura 3 a seguir.

Modelo Gama

L
™ — =2 p=3
o | ] a=35 p=5
7 Y (e — 0=6, p=8
. N [ 0=20; =15
= - \ w=31 B=26
\
S N,
LY
o | e
= T T T T T T
0 1 2 3 4 5

Figura 3: Funcao densidade de probabilidade da distribuicao gama

O parametro « indica o formato geral da curva. Assim, analisando a Figura 3, é possivel notar
que quanto maior o valor de «, mais a distribuicao tende a se aproximar da normal. Além disso,
quando a = 1, ela se transforma numa distribuigao exponencial, e quando a = 7 ¢ # = 1 ela define
a distribuicao qui-quadrado.

A expressao da fda é representada por

Plo) = 1

em que y(«,fx) é a funcdo gama incompleta inferior.

A sua funcao geradora de momentos é dada por:

= ()
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A sua média por:

e a variancia ¢ definida como:

3.2.4 Modelo Gama Inversa

A distribuigdo gama inversa (Gal) é usada, especialmente, na estatistica Bayesiana, onde ela
surge como a distribuicao marginal posterior para a variancia desconhecida de uma distribuigao
normal (WITKOVSKY, 2001). Sua fdp é dada por:

o= oy

com x > 0. com parametro de forma > 0 e parametro de escala § > 0 .Seu grafico é representado
na Figura 4 a seguir.

Modelo Gama Inversa

=
© o=t p=1
o | Hh ] a=2 p=1
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™ =2 p=3
=
<
w
O
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(e ]
I I I I I I
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Figura 4: Fungao densidade de probabilidade da distribuicao Gama Inversa

Perceba o achatamento da curva a medida que se aproxima de zero.

Sua fda é representada por



A distribuicao gama inversa nao possui funcao geradora de momentos. A sua média é dada
por:

para o > 1, e a sua variancia pela expressao a seguir:

52
(@ =1)*(a—2)

Var(X) =

3.2.5 Modelo Gompertz

Apresentada po Benjamin Gompertz (1825), a distribuigdo de Gompertz (Go) é uma distri-
buicao de probabilidade continua. De acordo com Mazzini et al. (2005), a distribuigdo de Gompertz
foi usada, inicialmente, para descrever a taxa de mortalidade de uma populagao. No entanto, poste-
riormente, sua aplicagdo em modelos sigmodais foi sugerida por Duarte, em 1975 (MENDES, 2011).

Sua fdp é dada por (JOHNSON et al., 1995):
flz) = Heme_g(em_l),

em que x > 0, 6§ > 0 é o parametro de escala e A > 1 é o parametro de forma.

O seu grafico é representado pela Figura 5 a seguir.

Modelo Gompertz

o
o
o
= 2
o
Lo ]
o
o
| | | | | |
0 1 2 3 4 2
X

Figura 5: Funcgao densidade de probabilidade da distribuicao de Gompertz
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Note que quanto menor o valor de #, mais achatada serd a curva, isto é, maior o coeficiente de
curtose.

E a sua fda é definida pela seguinte expressao:

Flz)=1—e x(¥1),

A sua funcao geradora de momentos é obtida fazendo:
Mx(t) = /\eUEt/g()\),

em que,

Ey/o(N) :/ e ™o,
1

com t > 0.

E a sua média é dada por

E(X) = 5eAEz(—/\),
em que
()Oev
Ei(z) = —d
@)= Sa

3.3 Modelos de misturas

Um modelo estatistico permite descrever conjuntos de dados em termos de suas caracteristicas.
No entanto, estes dados podem pertencer a uma populacao composta de subpopulagoes, fazendo
da modelagem um processo dificil, Neste sentido, pode-se utilizar varias distribuicoes de probabi-
lidade, em que cada uma descreve o comportamento de cada subpopulagao. Estas distribuicoes,
geralmente, fazem parte de uma unica familia, formando assim, o modelo de misturas de distri-
buigoes.

McLachlan e Peel (2004) definem mistura de distribuigdes para uma varidvel aleatéria X como

K
flz:p0) = Zpkfk(ku Or),
k=1

em que fi(zg; Ok) é a funcao densidade do k-ésimo componente da mistura, 6 sdo os parametros
da k-ésima componente, pr > 0 a proporcao de cada componente com restricao Zszl e = 1,
0<p. <1, parak=1,.,K e K aquantidade de componentes do modelo.

Pearson (1894) foi o precursor da mistura NN, ou gaussianas, como também sdo conhecidas.
Desde entao, estas ocupam um lugar de destaque no estudo de misturas, devido a importancia
dessa distribuicao dentro da estatistica. Além disso, a mistura WW também é bastante utilizada,
posto que esta generaliza as misturas de exponenciais, conforme referido em Everitt e Hand (1981).
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3.4 Método de maxima verossimilhanga

O Estimador de Méxima Verossimilhanca (EMV) é um método para estimar os parametros de
um modelo utilizando as estimativas que tornam maximo o valor da fun¢ao de verossimilhanca.
Sendo apresentado nas linhas seguir.

Seja X = (Xj,...,X,,) uma amostra aleatéria de tamanho n da varidvel aleatéria X com fdp
dada por f(x]0), 8 € ©, em que © é o espago paramétrico. A func¢ao de verossimilhanga de 8
correspondente & amostra aleatéria observada z = (zy,...,2,,) é dada por (CASELLA & BERGER,
2002):

L(6;x) = [ [ f(xil0),
i=1

em que 0 € ©O.

Perceba que a fungao de verossimilhanga ¢ a fdp conjunta de X avaliada na amostra observada
x, vista como funcao do parametro 6.

Os estimadores de méxima verossimilhanca (EMV) sao os valores de 8 que maximizam L(6; ).
Em geral, o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga ¢(0; x) = log(L(; x)), denominado funcao de
log-verossimilhancga, é usado com esse objetivo. Entao, como a funcao logaritmo é mondtona cres-
cente, maximizar ¢(0; x) ou log(L(€;z)) em O sado atividades equivalentes.

Portanto, a funcao de log-verossimilhanca, é dada por:

log(L(6; 7)) = Zlog(f(scAe))-

3.5 Momentos e momentos centrais de ordem m

Para que uma varidavel aleatéria seja completamente descrita, é preciso que se conheca a sua
funcao de distribuicao. Para isto, a depender da complexidade do problema ou da falta de in-
formacoes a respeito do mesmo, se faz necessario uma descrigao parcial através de indicadores
capazes de caracterizar os principais aspectos da distribuicao da variavel. Esses indicadores sao os
chamados momentos.

O m-ésimo momento ou momento de ordem m de uma variavel aleatéria X cuja funcao densi-

dade é dada por f, é definido por (CASELLA BERGER, 2002):

i = E[X™] = / o f(a)d,

em que [E indica a operacao de valor esperado.

Além disso, para cada numero inteiro m, o momento central de ordem m de uma variavel

aleatéria X, é definido como (CASELLA BERGER, 2002):
pm = B [X —E(X)]™ .
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3.6 Momentos Ponderados de Probabilidade

Apresentado por Greenwood et al. (1979), os Momentos Ponderados de Probabilidade (MPP)
sao uma generalizacao dos momentos habituais para as distribui¢oes de probabilidade. Os MPP
sao uma alternativa para realizar estimagoes quando nao é possivel através dos métodos dos mo-
mentos e da maxima verossimilhanca.

Os MPP sao definidos por (GREENWOOD et al., 1979):

Tiga = E{X'[F(2)/[1 = F(2)]"} = /0 QIF (@) F()[1 — F(x)]*dF(x),
em que i, j, k € R e Q(+) representa a funcao quantilica de F(+).

Perceba que fazendo j = k = 0 e 7 um inteiro nao negativo, 7; o o € a generalizacao dos momentos
usuais. Portanto, se 7, for finito, 7;;, ¢ bem definido para todo i, j, k € R. A vantagem de
calcular os momentos em termos dos MPP ¢é que a maioria das distribuicoes, ou pelo menos as
principais delas, ja tem esse resultado definido na literatura (GAUSS; NADARAJAH, 2011).

3.7 Funcgao geradora de momentos

A funcao geradora de momentos (fgm) possui esse nome pois, a partir dela, pode-se encontrar
todos os momentos da variavel aleatéria X, quando estes existem. Para isto, a funcao precisa estar
definida em uma vizinhanca do ponto zero, pois os momentos serao obtidos através de sucessivas
diferenciacoes aplicadas em zero. Neste sentido, seja X uma variavel aleatéria, sua fgm é definida
como (CASELLA & BERGER, 2002):

Mx (t) = E(e"),

desde que E(e'X) exista em algum intervalo do tipo (—a,a) para algum nitimero real a > 0.

Como E(e™") estd definido para t € (—a,a) para algum h € R, tem-se que
d" d"

— tX — X — XntX ]

B (%) =B (o) =B (xre)

Além disso, considerando X uma varidvel aleatdria continua, sua fgm, M (t) é obtida fazendo-
se (CASELLA & BERGER, 2002):

M (1) =

Mx(t) =Be¥) = [ e (o

—00

em que f(z) é a fdp de X.

3.8 Funcao caracteristica

Também chamada de transformada de Fourier, a fungao caracteristica, tem aplicagoes nas mais
diversas areas do conhecimento cientifico, como por exemplo, no processamento de sinais e ima-
gens, na fisica quantica, entre outros. Neste sentido é um operador relevante dentro da area de
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probabilidade.

Assim, seja X uma variavel aleatdria, entao a sua funcao caracteristica é uma funcao R — C

definida por (CASELLA BERGER, 2002):

o(t) = px(t) = E(e*X) = / ) I Fy (1),

em que
E(e"*) = E(cos(tX)) + i E(sen (tX)),

com t € R.

3.9 Ciritérios para selecionar modelos

A escolha do modelo apropriado, do ponto de vista estatistico, é fundamental na andlise de
dados (BOZDANGAN, 1987). Busca-se o modelo mais parcimonioso, isto é, o modelo que melhor
explique o comportamento do fendmeno estudado. Neste sentido, muitos procedimentos comuns
na literatura podem ser utilizados para selecao de modelos. Estes devem levar em consideracao a
complexidade do modelo no critério de selegao.

O EMV se torna assintoticamente eficiente e a funcao de verossimilhanca tende a ser um
critério com maior sensibilidade a pequenos desvios dos parametros, caso o tamanho da amostra
seja grande e as condigoes de regularidade forem mantidas. Assim, dentre os modelos a serem se-
lecionados, aquele que obtiver o menor valor, em qualquer um dos critérios apresentados a seguir,
serda indicado como o que melhor se ajustard aos dados.

Na literatura ha uma divisao de pensamentos quanto ao uso de medidas de bondade de ajustes.
Alguns autores como Cox (1962), acreditam que estes critérios nao sao indicados para modelos
nao encaixados, isto é, modelos que nao podem ser obtidos de outro por meio de restricoes sobre
os parametros que os indexam. No entanto, outros, como Pinheiro e Bates (2000), acreditam
que também seja valida a comparacao usando esses critérios. Em vista disso, resolvemos, neste
trabalho, usar todas as medidas de bondade de ajuste, assim como as estatisticas de Anderson-
Darling (A*) e Cramér Von Mises (W*).

3.9.1 Critério de informacao de Akaike

Akaike (1974) propos utilizar a informacao de Kullback-Leibler para a selegao de modelos.
Ele estabeleceu uma relagao entre a maxima verossimilhanca e a informagao de Kullback-Leibler

desenvolvendo entao um critério para estimar a informacao de KullbackLeibler, posteriormente
chamado Critério de Informagao de Akaike (AIC).

A~

Considerando uma amostra aleatoria Xi,...,X,, de tamanho n e o vetor de parametros #, a
estatistica AIC pode ser calculada por:

~

AIC = —2log(L(9)) + 2(p),

em que log(L(#)) é a fungao de log-verossimilhancga e p é o niimero de parametros a serem estimados.
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3.9.2 Critério de informacao de Akaike corrigido

O critério de informagao de Akaike corrigido (AICc) foi proposto por Liang e Zou (2008). De
acordo com este, se X1,...,X,, é uma amostra aleatoria de tamanho n e o vetor de parametros 6,
entao a estatistica AICc é dada por :

AICe = AIC + 2

em que p é o numero de parametros a serem estimados e n é o nimero de observagoes da amostra.

3.9.3 Critério de informacao bayesiano

O critério de informagao bayesiano (BIC) foi proposto por Schwarz (1978). E um procedimento
de avaliacao de modelos definido em termos da probabilidade a posteriori, e é conhecido também
como critério de Schwarz, posto que Schwarz forneceu um argumento bayesiano para prova-lo.

~

Dada uma amostra aleatéria X;,...,X,, de tamanho n e o vetor de parametros #, entao a
estatistica BIC é obtida através da expressao

BIC = —2log(L(0)) + plogn,

em que em que log(L(f)) é a fungao de log-verossimilhanga, p é o nimero de parametros e n é o
nimero de observacoes da amostra.

3.9.4 Critério de informacao de Hannan-Quinn

Proposto por Hannan e Quinn (1979), o critério de informacao de Hannan-Quinn (HQIC) é
um critério de selecao de modelos alternativo ao AIC e BIC. E definido como:

~

HQIC = —2plog(logn) — 2log(L(0)),

em que log(L(f)), p e n sdo respectivamente a fungao de log-verossimilhanga, o nimero de
parametros e o numero de observagoes da amostra.

Este critério tem pouco uso pratico pois, a maioria dos conjuntos de dados tem poucas ob-

servacoes. Assim como os critérios anteriores, a selecao do modelo é através da comparacao do
HQIC de todos os modelos possiveis, selecionando o de menor valor (BURNHAM; ANDERSON,
2002).

3.10 Testes de Anderson-Darling e Cramér Von Mises

Seja x = (x1,...,x,) uma amostra aleatéria observada da funcao de distribuicao Fx. A funcao
de distribuicao associada a X* que atribui uma mesma probabilidade aos valores da variavel,
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é dita funcao de distribuicao empirica, e é denotada por F,.

Dito isto, outros dois critérios para selecionar modelos sao as modificagoes das estatisticas
de Cramér Von Mises (W*) e Anderson-Darling (A*). Estes, sao testes baseados na funcao de
distribuicao empirica dos dados, e apresentam vantagens sobre o teste de aderéncia qui-quadrado,
incluindo maior poder e invariancia em relagao aos pontos médios dos intervalos escolhidos (CHEN;
BALAKRISHNAN;, 1995). Quanto menor for as estatisticas (W*) e (A*), melhor serd o ajuste dos
dados.

3.10.1 Teste de Anderson-Darling

Proposto por Anderson e Darling (1952), e posteriormente, modificado por Chen e Balakrish-
nan (1995), o teste de Anderson-Darling modificado é mais utilizado quando o tamanho da amostra
nao é superior a 25.

Considere ¢; = F(x(;;0) uma fda, com z(; em ordem crescente. Faga y;) = ®71(4;) em que @
representa a distribuicao acumulada da normal padrao.

Seja pu) = @ <[y(’)y y]> em que j ¢ a média e S, o desvio padrao dos y.

Assim, a expressao da estatistica de teste é dada por:

n

1
A2 = —n—— 2i — 1)1 A+ (2n + 12i) log(1 — pg;
n n;[(z )log(pgi) + (2n + 12i) log(1 — p)|

em que as quantidades p(; sao percentis ordenados da distribuicao normal padrao. A estatistica
de Anderson-Darling ¢ calculada fazendo A* = A%(1 + % 4 229y,

n2

3.10.2 Teste de Cramér Von Mises

O teste de Cramér Von Mises foi proposto por Darling (1957). A modificagao desta estatistica
de teste, proposta por Chen e Balakrish-nan (1995), tem a seguinte expressao

W= g+ 3 (- 252

em que p(;) ¢ definido de modo analégo a secao anterior. Assim, a estatistica de Cramér Von Mises
é dada por W* = W2(1 + 22).

3.11 Meétodo de Monte Carlo

Lustosa et al. (2010) definem que “o Método de Monte Carlo, consiste numa técnica que uti-
liza a geracao de numeros aleatorios para atribuir valores as variaveis do sistema que se deseja
investigar.” Isto é, repetindo sucessivas simulacoes um elevado nimero de vezes, para que se possa
calcular as probabilidades que estao sendo estudadas.
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Assim, suponha que se quer estimar 6, o valor esperado de alguma variavel aleatoria X é
0 = E(X), além disso, suponha que possam ser gerados valores de varidveis aleatérias indepen-
dentes com a mesma distribuicao de probabilidade de X. Cada vez que for gerado um novo valor,

diz-se que uma simulacao foi concluida. Suponha que vao ser realizadas n simulacoes, assim, serao
gerados X1,Xo,...,X,.

n
Se X = % E X, for sua média, entao pela lei forte dos grandes ntimeros, sera usado como um
i=1
estimador para . Seu valor esperado e sua variancia sao dados a seguir.

Para o valor esperado tem-se
1 n
E(X)=- E(X;) =6.
(X) = & B

Agora, fazendo 0? = Var(X), tem-se
2
. O
Var(X) = —.
ar(X) "

Além disso, decorre do Teorema Central do Limite que, para n grande, X terd uma distribuicao
normal aproximada. Assim, se \/iﬁ é pequeno, entao X tende a estar proximo de 0 e, quando n for

grande, X serd um bom estimador para 6.

3.12 Suporte para as classes de distribuicoes probabilisticas

Neste topico comentaremos sobre o suporte da classe, estudo apresentado em Brito et al. (2019)
e Brito (2014), para as classes e as distribuigdes originadas pelo método gerador por eles proposto.

Por definicao de suporte de distribuicao de probabilidade, tem-se que para qualquer distribuigao
F, o seu suporte, Sr é dado por:

Sp={x€R:F(x)— F(x—¢)>0Ve>0}.

Sabe-se que

el(Glr . 7Gm)
Fle- .- 7Gm ('r) = / Qb(t)dt, — o0 < t < +OO
p1(G1,. .. ,Gm)

Considerando o Teorema 3.4 (BRITO, 2014, p. 60) que mostra condigdes em que SHa,. . am =
UjL,Sg;, temos que

1. S for um conjunto convexo;
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2. (a) pa(1,..,1) =sup{r e R: F(z) <1}.,0,(1,...,1) =inf{xr € R: F(z) > 0};
U()(x) > 0,Vz € R, e p;(-)(z) ou ¢;(-)(x), para algum j = 1,2,...,n, forem, estrita-
mente monotonicas ou v,(0,...,0) = sup{r € R: p < 1};
(b) my(0,...,0) = inf{r e R:eR:p>0}9()(z) > 0Vz € R, e v;(-)(z) ou m;(-)(z),

para algum j = 1,2,...,n, forem estritamente monotonicas ;

entao S Fo,
distribuicoes-base.

= UjZ,S¢. Isto é, o suporte da nova distribui¢ao ¢ a uniao dos suportes das

3.13 Classes de distribuicoes generalizadas

Os estudos em busca de novos geradores ou classes de distribuigoes generalizadas tém aumen-
tado significativamente nos iltimos anos. A forma generalizada de uma distribuicao flexibiliza, de
maneira razoavel, a modelagem de dados que apresentam assimetria. Isto se deve a capacidade
que essas distribui¢oes possuem de englobar um grande nimero de submodelos.

Neste sentido, sera apresentado a seguir, algumas das principais distribuicoes generalizadas ja
existentes.

3.13.1 Classes de distribuicao exponencializada

A classe exponencializada passou a existir quando Gompertz (1825), elevou a funcao de distri-
buicao acumulada da exponencial a um expoente o > 0. Isto é,

F(x) = (1 —eM)?,
parax > 0, A > 0 e a > 0 sao parametros de forma.

Para definir a distribuicao exponencializada generalizada, tem-se que:

Seja G(x) uma distribuigao-base arbitraria, diz-se que X ~ Exp — G(«), com a > 0, se a fda
e a fdp de X sao, respectivamente

Galr) = G*()

gal(w) = ag(z)G*" (),

em que g(x) = degf).

3.13.2 Classe de distribuicao Beta Generalizada

Eugene, Leeet al. (2002) foram os propulsores dos estudos sobre a generalizagao da classe de
distribuigao Beta, a Beta-G (beta tipo 1). Eles definiram a distribuigdo beta-normal inserindo a
acumulada da normal no limite superior da integral da distribuicao classica da beta. Obtendo,
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desta feita, uma distribuicao mais vantajosa que a normal.

Assim, dado uma varidvel aleatdria continua X com fda G(z), define-se a classe Beta-G como:

1

F ¢ a—1 b—ld

em que a > 0 e b > 0 sdo parametros de forma e B(a,b) = [ 2" (1 — x)*~'dz é a fungiio beta.

0

3.13.3 Classe de distribuicao McDonald

McDonald (1984) apresentou duas distribui¢oes da Beta-G, a Beta Generalizada do tipo 1 e a
Beta Generalizada do tipo 2. Posteriormente, Alexander et al. (2012) trocou o limite superior da
integral na equacao da beta generalizada (tipo 1), por G°(z), em que ¢ > 0 é o terceiro parametro
adicional de forma. A partir dai, definiram uma nova classe de distribuicdo, denominada beta-
gerada generalizada ou McDonald-G (Mc-G) cuja fda é dada por

1 G°(x) o B
F(I) = Igc(x)(a,b> = m/o' t 1(]_ — t)b ldt,

e a fdp correspondente definida como
c
fl@) = (@) = g

em que a,b,c > 0 sao parametros que definem a forma da distribuicgao.

g(2)G* Hz)[1 — Gc(x)]b_l x>0,

3.13.4 Classes de Distribuicoes Kumaraswamy

Proposta por Cordeiro e de Castro (2011), a classe de distribuigao Kumaraswamy generalizada
(Kw-G), tem por base a distribuigao Kumaraswamy (Kw), apresentada por Kumaraswamy (1980).
Sua fda é dada por:

F(z)=1-[1-G(x)7",

em que o > 0 e f > 0, sao os parametros de forma.

Sua fdp é dada por:
f(@) = afg(x)G(x)* " [1 = G(a))" "

Quando a = 8 =1 tem-se a densidade da distribuicao-base.

3.13.5 Classes de distribuicoes da Gama-G generalizada

A familia gama-generalizada de distribuigbes foi introduzida por Zografos e Balakrishnan
(2009). Sua fda (para x € R) é definida por:

| pedls@)
F = — e dt
® =17, et

em que S(z) = 1 — G(x) ¢ a funcao de sobrevivéncia da distribuigao-base e T'(8) = [;7 2° 'e "dx
¢ a funcao gama.
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3.14 Algoritmo EM

Apresentado por Dempster et al. (1977) o algoritmo de expectativa e maximizacao, ou sim-
plesmente, algoritmo EM é um método iterativo usado para estimar parametros em modelos es-
tatisticos, quando este depende de varidaveis ndo observadas (varidveis latentes). A iteracao EM
alterna entre executar uma etapa de expectativa (E), e uma de maximizac¢ao (M). A etapa de ex-
pectativa cria uma funcao para a expectativa da verossimilhanca logaritmica usando a estimativa
atual para os parametros. A etapa de maximizacao (M), calcula parametros para maximizar a
verossimilhanca logaritmica encontrada na etapa E. Essas estimativas de parametro sao usadas
para determinar a distribuicao das variaveis latentes na préxima etapa E, e o algoritmo se repete
vérias vezes (por isso é chamado iterativo).

3.14.1 Descricao do EM

Dados o modelo estatistico que gera um conjunto X dos dados observados, um conjunto de da-
dos nao observados Z, um vetor de parametros desconhecidos #, e uma funcao de verossimilhanga

L(6; ).

Os dados gerados de Y = (X,Z) sao chamados dados completos. Se Z é latente, ele pode ser
visto como tendo sido removido do Y completo por meio da aplicagdo de uma funcao X = M(Y).
Sejam fx(z|@) e fy(y|@) as densidades dos dados observados e os dados completos, respectiva-
mente, a densidade condicional dos dados faltantes dado os dados observados é dada por:

fr(y]0)

fz|X(Z|JI,0) = W

O algoritmo EM visa, iterativamente, maximizar L(0;x) com respeito a 6. Assim, seja 0"
a estimativa de maximo na iteragao t, para t = 0,1,..., e Q(0|0(t)) a esperanca da funcao de
log-verossimilhanca para dados completos, condicional aos dados observados X = z, definida por:

Q(6]6") = F [10g L(6;Y)|,0" | = / log fy (y16) fz1x(z|z,0")dz.

O algoritmo ¢ inicializado com 0 ¢ alterna entre passos de esperanca e maximizacao. Por-
tanto, pode ser descrito como:

1. Iniciar 8 e fazer t = 0;
2. Passo E: Calcular Q(8]0%);
3. Passo M: Obter 8"V a0 maximizar Q(6]0") com respeito a 6 e fazer t =t + 1;

4. Repetir passos E e M até obter convergéncia para a sequéncia de estimativas 8%, segundo
algum critério de parada pré-definido.
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4 Classe Normal (tg (5G1),log(1 — G2))

4.1 Introducao

O avanco presente nos métodos de andlise de dados, aponta a necessidade de distribui¢oes pro-
babilisticas mais sensiveis a massa de dados, isto é, que descrevam o mais fiel possivel o comporta-
mento do fenomeno estudado. Por conseguinte, a proposta de novas distribuicoes de probabilidade
tem sido um tema de pesquisa considerado por diversos autores motivados a propor distribuicoes
que tenham mais flexibilidade e que, portanto, se ajustem a uma variedade maior de dados.

Assim, tendo em vista a grande quantidade de fenomenos que podem ser descritos por novas
distribuicoes de probabilidade, o respectivo trabalho tem como objetivo propor uma generalizacao
da classe normal, a Classe Normal (tg (5G1),log(1 — Gg)) , em que Gy e Gy sdo suas distribuicoes-
base, as quais podem ser continuas ou nao.

4.2 Obtencao da Classe Normal (tg (2G1),log(1 — G3))

A generalizagao aqui proposta, é uma aplicagdo do método gerador de distribuigoes e classes
de distribuigbes probabilisticas apresentado por Brito et al. (2019) e Brito (2014). Este método é
um teorema com sete corolarios, que amplia o processo de construcoes de distribuicoes de proba-
bilidades, permitindo que as classes de distribui¢oes sejam construidas partindo de distribuicoes
conhecidas e fungdes monotonicas univariadas pré-definidas.

A partir do funcional construtor

p1(-)(x)
Fer...con (1) = / dF (1),
£1(-)(x)

em que p1(-)(z) = tg(5G1(x)) e £1(-)(z) = log(l — Ga(x)) determinar-se-a a nova classe de
distribuicao Normal Generalizada.

4.2.1 Modelo funcional da classe

Considerando as fungoes monotonicas p1 (G1,Ga,...,Gn) (x) = tg (5G1(x)), £1(G1,Ga,...,Gn) (x) =
log(1—Gy(x)) e a fdp da normal padrao, e fazendo uso do método gerador de distribuigoes e classes
de distribuigoes probabilisticas mencionado anteriormente, tem-se que para quaisquer distribuigoes-
base, G1, Gy a fda da classe sera dada por:

Hoyou (@)= [ N )
G1,G2 (T) = e 2dt.
o log(1-Ca(x)) V2T

Uma vez que, ® (z / p(t)dt e ¢ (t) = %e_% pode-se escrever a Equagao (1) como

Ho,a() = @ [tg (561(x))] = @ log (1 = Ga(x))]. 2)
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Fazendo referéncia a nomenclatura estabelecida em (BRITO, 2014, p. 64), esta nova classe
serd, denominada como Classe Normal (tg(3G1),log(1 — G2)). As fungdes tg(3G) e log(1 — Go)
nesta denominagao fazem alusao, respectivamente, aos limites superior e inferior da Equagao (1).

Além disso, sejam g1(x) e go(x) as fdp’s de G1(x) e Ga(x), nessa ordem, entdo a fdp de Hg, a,
¢ dada por:

™

hovaa(v) = HE,c,(x) = ' [ tg (5G1()) | — @' [log (1 = Ga(x)]
= a9 (SGix) o[ te (56100)] + I—LGTZ)(X)QS flog (1 - Ga(x))]. (3)

Utiliza-se a normal padrao no integrando da acumulada geradora definida na Equagao (1), em
virtude de ganhos de parcimonia. Além disso, quando G; = G2 na acumulada (1) recaimos em
um gerador completamente novo. Para registro, neste trabalho, considera-se o caso em que ambas
distribuicoes-base sao continuas, embora o gerador proposto, como ja mencionado, também possa
contemplar distribuicoes-base nao continuas, diferentemente, por exemplo, do que ocorre com o
gerador T-X proposto por Alzaatreh et al. (2013). Vale ressaltar que para cada par de distribuigoes-
base temos um submodelo novo e, além disso, quaisquer que sejam G e Go, Hg, g, # Hayqy ©
que nao ocorre para as misturas convexas, fato este que conduz a problemas de identificabilidade.

A partir de agora, a menos que seja dito o contrério, X ~ Normal (tg(3G1),log(1 — Gs)) .

4.2.2 Expansao da funcao de distribuicao acumulada

Com o objetivo de simplificar a expressao definida na Equagao (1) e os célculos que seguirao,
faremos uso de expansoes em séries de poténcia, posto que obter as expressoes de forma fechada,
para este trabalho, é inviavel.

A fda da normal estd relacionada a fungao erro (erf) da seguinte forma:

O (2) = % {Herf(%ﬂ , (4)

em que erf(z) = f f ez ds Desde que erf ( ) possa ser representado linearmente por:

2n+1
’ (i)

erf(%) - Ti —n' @n+1
- z§< )2—+1> ®)

=0

Substituindo a Equacao (5) na Equacao (4), obtem-se

L1 - I
O(z) == S
() =5+ Z( ) nl(2n+1)

n:O
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Deste modo, tem-se que

- 1 1 oo (EGI(X))]Qn-&—l
o[ ()] = L : . ;
& (3G1) 2" ;: nl (2n + 1) (6)
Note que,

o0 k22k+2 22k+2 1B "

5 S e )
k=0 ’
p—1

em que |y| < 7 e B, sao nimeros de Bernoulli em que By = 1 e B ( ) —_— Portanto,

1=0
substituindo a Equagao (7) em (6), tem-se

@[ (Sai)] = %+L2wni:0 (_%y

[i (—1)k22k+(22(l§2_’k_+22)'— 1)Bog12 [gGl(X)] 2k+1] n

C n!(2n +1)

R e
(G ()] [i (_1)k22k222(lf2—|1i+22)!_ 1)Box 2 [G1(X)]2k] n

X - n!(2n+ 1)

- rEE() O

X k=0 | (8>

n!(2n+1)

Um resultado conhecido, para uma série de poténcias elevada a um nimero inteiro positivo N
é a equacao definida por Gradshteyn e Ryzhik (2007), como

o.9] N oo
[Z ajyj] = Z iy’

§=0 k=0
J
em que ¢g = aj) e c; = j%o Z(SN —j+s)asci_s, para j > 1 e N € N. Desta forma, a Equagao

s=1
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(8) pode ser escrita da seguinte forma:

G e {[Gi ()12}

T 1 1 & (_1)n,n_4kn+2k+2n+l
o [tg <§G1(X))] =3 + o Zo okt 2k+3n+1 (20 +1)
o (F1E G (Y {[Ga ()
= 1 + ! Z k=0
2 o = Q4kn+2k+3n+1n| (2, + 1)
1 1 SN (—1)iptokt2hantl e, N
2 " 2m ; kZ:O nl (2n + 1) 24kn+2k+3n-+1 [G1(x)] 9)

o 2n4+1 - 1 k o - (_1)k22k+2(22k+2_1)32k+2
em que ¢o = ay" ", ¢ = = . (s2n+ 1) —k+ S)ascr_s, ap =1 € ay = 2R ,

parak >1en € N.

De maneira inteiramente analoga, tem-se que

1.1 & 1\ log (1= Go(x)™™"!
- ﬂ_( ) | (10)

@ flog (1 - Ga(x))] =

2 nl(2n + 1)
ad it
Além disso, a expressao log(l —y) = — Z 1 para |y| < 1. Logo, a Equagao (10) pode ser
—J
7=0

escrita como:

) . w 2n+1

1 1 & 1\" [ ; I+l

O [log (1 — Go(x))] = B + N Z (_§> n!(2n + 1)
e e e
= §+m;n!(2n+1)2n ;JT "

Usando mais uma vez o resultado de Gradshteyn e Ryzhik (2007) em que

o0 N o0
[Z aky’“] =
k=0 q=0

1
kao

E

com dy = a) e dy, = (SN — k + s)asdi_s, para k > 1 e N € N, tem-se que a Equagao

1

(11) pode ser expressa como
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- - b e [580
LS
B _+\/%;n!(2n+1)2n[ (™ ;dﬂ(}‘z(xﬂ
— 1 v (=1 S 2n-+j+1
B _+\/%Zn!(2n 1)2n [Ga(x)]

=0
1 3n+1 y G onti+l 1o
3 mZZm (G2 (x)] ; (12)
J
emquedy=1ed; = %Z(Qs(n+1)—j)asdj_s e as; = Tﬁrl para j > 1e N € IN.
s=1

Assim, substituindo as Equagoes (9) e (12) na Equacao (2), escreve-se

1 ©  © n 4nk+2k+2n+1

1 Ck 2n+2k+1
HGl,G2<‘T> = 5 ZZ?’L' 2n+1 24kn+2k+3n+1[ 1( )]
n:O k=0
1 1 © 0 3n+ld )
- - ¢l 2n-+j+1
2 \ox ;;n 2n+ 1) 7 (G2(9)]

)n 4nk+2k+2n+1 Cr

G )24

U8
Mg HM8

2n + 1) 24kn+2k+3n+1
)3n+1d.

2n+1)2”

f:

[Ga ()] (13)

. (_l)nﬂ_4nk+2k+2n+1ck . ( 1)3n+1d
Fazendo-se B 1 = @ DR T o3 T © Bonj = m, a Equacao (13) passa a ser expressa

CO1mo:

HGl,GQ _ 27T { Z Bl nk 2n+2k+1 Z 52 n,j G2 2r1+j+1} , (14>

n,k=0 n,j=0

que é a expressao equivalente a expansao para a fda da classe, a qual é dada em termos das
distribuicoes-base exponencializadas, descrita na secao 3.14.1. Isto é justificado pelo fato de que
as G’s exponencializadas foram as primeiras familias propostas, assim, encontramos diversas delas
na literatura, e, consequentemente, suas respectivas propriedades. Nesse sentido, se escrevemos a
nossa proposta em funcao das G’s exponencializadas, obteremos suas propriedades sem maiores
dificuldades a partir delas.
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4.2.3 Expansao da fungao densidade de probabilidade

A fdp é uma equacao que representa a distribuicao de probabilidade de uma variavel. Neste
caso, a fdp de X é representada pela Equacao (3). Para que sua expansao seja obtida, tome g (x)
e go(x) como as fdp’s de G;(x) e Ga(x) respectivamente, e considere

g1ontat1(X) = [20 + 2k + 1gi (%) [G1 ()" e gaonyjr1(x) = 20+ + 1ga(x) [Ga(x) .
A fdp da Hg, ¢, (), na forma expandida é dada por :

hey,eo (%) = He, g, (2). (15)
Assim, substituindo a Equagao (14) na Equagao (15), obtem-se

oo o0

Z 51,n,k(2n + 2k + 1)g1(x) [Gl(X)]2n+2k

0k

hG17G2 (l‘) =

(]

3
Il

Il
=)

Bong(2n + j + 1)ga(x) [Ga(x)]"

3
o
Il
o

J

Z 10 k81 204241 (X Z Boni82,2m4j+1(X )} (16)

n,k=0 n,j=0

%\H sl 5~
L[]8
M2

que ¢ a forma expandida para a fdp da classe.

4.3 Propriedades de Caracterizacao da Classe

Nesta secao serao apresentadas algumas propriedades matemaéticas de caracterizacao da classe
proposta.
4.3.1 Funcao de risco

A funcao de risco ou taxa de falha descreve a probabilidade instantanea do evento ”sobre-
vivéncia” ocorrer até um determinado tempo t. Isto é, ela descreve a taxa condicional de ocorréncia
do evento dado sobrevivéncia até o momento imediatamente antes do tempo t.

Sabe-se que

hGl,Gz ($)

RHGl,GQ (-T) = 1— Hgl—G2(m) .

(17)

Substituindo os valores das Equagdes (14) e (16), a Equagao (17) passa a ser dada por

\/127 { Z B1nk81 2n+2k+1 (X Z Ban.j82.2n+i+1(X )}

n,k=0 n,j=0
Rig, o, (T) =
G1,G2 :
1 2 : 2n+2k+1 2 : 2n+'+1
1_\/_*{ ﬁlnk BQn,]GQ ) }
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4.3.2 Estudo de identificabilidade

O objetivo desta secao é fazer um estudo de identificabilidade da classe proposta, a fim de
mostrar que a mesma nao possui problemas desse tipo. Neste sentido, iremos usar o Teorema 1 do
artigo (em processo de submissao) de Silveira (2021), enunciado a seguir.

Teorema da Identificabilidade para a Classe Normal (tg(Z5t), In(1 — G»))

Sejam G1(z]01) e Go(z]6) as baselines da Classe Normal (tg(™$1),In(1 — G»)) definida pela ez-
pressio Hg, ¢, (z|) = @ (tg (3G1(2))) — @ (In(1 — Ga(x))) . Além disso, 61 = (b1, ...,01,) € O,
Oy = (021,....,00m) € Oz € 0 = (011, ...,010,001, ...,00,,) € O, em que ©1,05 ¢ O sio espacos pa-
ramétricos associados a G1,G e Hg, ¢,, resspectivamente. Se Gy e Go sao identificdveis, entao
Hg, ¢, € tdentificdavel.

Diante desse resultado, propomos a seguinte demonstragao:
Tome @ (tg (£G1(x]61))) = @ (tg (3G1(x]67))), em que{6:,0;} C O1 e 6y # 0;. Como P ¢ injetiva,
G1(z|01) = G1(z|0]), mas isto é uma contradigao, posto que nega a identificabilidade de G;. Deste
modo, se 6 # 07, entdao @ (tg (2G1(x]61))) # @ (tg (2G1(z]6}))) -

Analogamente, verificamos isso para 6,05 C Oq. Se 0y # 05, entdao ® (In[l — Go(z]62)]) #
O (In[1 — Ga(x|65)]). Agora considere {6,0*} C © e suponha que Heg, ¢, (2]0) = Hg, ¢,(x]0%). Se
01 = 0; e B, # 63, entdo podemos inferir da equacao He, ,(z) = @ (tg (5G1(x)))—® (In(1 — Ga()))
que Go(z]02) = Go(z]03), a saber, um absurdo. Da mesma forma se 6, # 07 e 6y = 05, chegaremos
a uma contradi¢do semelhante, em que Gy (z|02) = G1(z|03). Se 01 # 05 e 05 # 05 entao a suposicao
falha desde Hg,.¢,(7|0) # Hg, g, (x|0%) para quase todos os valores de x pertencentes ao suporte.
Logo, podemos concluir que Hg, ¢, ¢ identificavel. ]

4.3.3 Expansao para os momentos de ordem m

Os momentos sao muito importantes em estatistica, posto que caracterizam as distribuigoes
de probabilidade determinando as medidas de tendéncia central, dispersao, assimetria e curtose
da distribuicao. Neste sentido, a seguir sera introduzida a expressao dos momentos probabilisti-
camente ponderados e em seguida o desenvolvimento dos calculos da expansao para os momentos
de ordem m para a Classe Normal (tg(3G),log(1 — G2)).

Sabe-se que

—+00

o = E(X™) = /_ 2™dHg, g, (). (18)

o0

Logo, substituindo a Equagao (14) na Equacao (18) tem-se:

/ DD Bras(2n + 2k+) g1 (x)[Ga ()] dx

n=0 k=0

ﬁ\

[ ¢——ZZﬂz,n,j<2n+j + 1) [l (19)
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Fazendo [2n + 2k+]g1 (x)[G1(x)]*" T 2dx = Timontaro € [2n + J + g2 (x)[Gao(x)]*Fdx = T 2nti0,
a Equagao (19) passa a ser expressa por:

1 1
"= — 2n + 2k + 1) B1 kTm2n +— i (2 4+ 7+ 1) T 240, 20
% Jon ( ) B,k Tim,2n+2k,0 \/2—252 g 7+ DTm2n440 (20)

n,j=0
em que

+o0
Tmnr = E {XmHGLGQ (X)"[l - HGLGQ (X)]T} - / meleGQ (1')”[1 - HGl,Gz (X>]rdHGl7G2 ((ﬂ)
Em particular, tem-se a seguinte expansao para média da Classe Normal (tg (5G1),log(1 — GQ)) :
Como p = py, a Equagao (20) passa a ser escrita como:
o0 1 o
— 2n + 2k + 1) 81 k1 204260 + (2n+ 5 + 1)Ban,;T1.2n44.0-
X e s

4.3.4 Expansao para os momentos centrais de ordem m

Para os momentos centrais de ordem m, tem- se que

= B =" = [ (X — )" dH (),

—00

4 = i (7)1 (1)

Mas,

T



Além disso, sejam

m
r

m r o
51,m,r,n,k = ( > (—1) M (2n —+ 2k + 1)ﬁ1,n,k e 52,m,r,n,j = (

r

) (—=1)" " (2n 4 j + 1) Bomn )

a Equagao (23) passard a ser escrita como

/~Lm \/%Z Z 51mrnk7-m r2n+2k,0 — Z Z (52mrn]7—m r,2n+34,0 (24)

r=0 n,k=0 rOnJO

Note que se m = 1 a Equacdo (24) descreve a expansao da variancia para a Classe Normal
(tg(2G1),log(1 — Gs)), que é dada por:

g = ,u2 E E 61 ,2,m,m,kT2—r 2n4+2k,0 — E E 52,2,r n,jT2—r2n+4,0-
v 27r vV 27T

r=0 n,k=0 r=0 n,j=0

4.3.5 Expansao para a fungao geradora de momentos e para a funcao caracteristica

A funcao geradora de momentos é bastante 1til, mas nem sempre existe. Por este motivo,
pode-se recorrer a funcao caracteristica, que sempre existe. Neste sentido, nas linhas que seguem
sera mostrado o desenvolvimento dos célculos da expansao para a funcao geradora de momentos e
para a fungao caracteristica da classe.

Para a funcao geradora de momentos, seja

+o0o
Mx(t) = E(e"¥) = /_ e dHg, a,(z). (25)

o0

Substituindo a Equagao (14) na Equacao (25), tem-se que
-/
+oo

—00

e 2 D 2 DG ()
1 o (o)

tx

e (20 + j + 1)Bansg(x)[Ga(x)]2Hidx

|
—
S
<”:

n

[e'e} o0 400
= Z Z (2n+ 2k + 1)Brnk / g (x)[Gy(x)]**2kdx

“+o0

(2n 4 j +1)Ban, / e gy (x)[Ga(x)]* Hdx. (26)

—00

- 9l
ME% I
ME%H

3
Il
o
.
Il
o

Mas,

oo maem
o =3 (27)
Logo, inserindo o valor da Equacao (27) na Equagao (26), obtem-se
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+oo '
<2TL + ] +1 52 RN / gQ(X) [GQ(X)]2H+JdX

(2n + 2k + 1)617n7ktm /+°°

m! 2" g1 (x)[G1 (x)] T dx

[e.e]

i
=)
B
Il
o
i

0

™8 (x)[Ge (X)]2n+jdx. (28)

NE
NE
NE

m)!

[
§\~ vl sl Bl
NE

(2n 4+ + 1)Bamn it™ /*C’O

0 e}

i
o
.
I
o
i

Fazendo fj;o 2™g; (x)[G1(x)]*F2kdx = Tionioko © fj;o 225 (x)[Ga(x)]*"dx = Tinon4j0, &
Equacao (28) passa a ser escrita como

1 0 (2n+ 2k + 1)By pit™ — (2n+j+1)Ban,t™

Mx (t) = Z — Tm,2n+2k,0 — Z s Tm,2n+75,0
o ! [ I I
2r k,m,n=0 m 7,m,n=0 m

que corresponde a forma expandida para a fungdo geradora de momentos.

De maneira inteiramente andloga, seguindo os mesmos passos do calculo anterior obtem-se a expansao
para a funcao caracteristica, que é dada por

o

1 (2n + 2k + 1) 5y p i t™ (2045 + 1) Bay Mt
t — )Yy T )9, T .
QOX( ) - /7271' . Eno m) m,2n+2k,0 ; %no m! m,2n+3,0

4.3.6 Expansao para o coeficiente geral

O coeficiente geral é uma nova generalizacao que extende as medidas de assimetria e curtose. Sua
expressao ¢é representada por

Oy = _EE 0" BIX =)™ _ g (29)
’ B[(X — 2" o™ o™’

Portanto, Substituindo a Equagao (24) na Equagao (29), tem-se que

o (m) B \/% (Z:«n:o ZSL?]@:() 51,m,r,n,k7'm—r,2n+2k,0 - Z:«n:o Z?Lo,j:(] 62,m,r,n,j7'm—r,2n+j,0)
9 =

1 2 o) 2 oo 2
[Tg (Zr:O 2 k=0 01,.2,rm kT2 204250 = 2p=0 Dom,j=0 02:2,rm.§ T 2—r,2n+j,0>}

Em particular, como C, = Cy4(3) tem-se que a expansao para o coeficiente de assimetria da classe é
dada por:

1 3 00 3 0
2 (ET‘:O ZTLJC:O 51,371",7’1/7’4?7-3—7’727’1/—"-2]{)70 - Z?":O Zn,]:O 5273»7'7'”’.7'7—377"2”“”]‘70)

1 2 00 2 oo
|: 2 (ZT:O Zn,k:O (5172,7",71,]{?7—2—7”,27’7,—‘,-2]{2,0 - ET‘:O Zn,]:O 52,2,T,7’L,j7-277',2n+j’0>:|

C, =

Njw
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De maneira andloga, C. = Cy4(4), assim a expansao para o coeficiente de curtose é expressa como

1 4 00 4 [e's)
ZT‘:O Zn k=0 51,4,7",n,k7-47r,2n+2k,0 - Zr:(] Zn i—=0 627477‘,n,j7—4—r,2n+j,0
V2T s 5]

C.= ; ; 5 -
1 00 [ee]

{fm (ZT:O D nk=0 01,200, kT2—r,2042k,0 = Doy Do jm0 02,27, T 2—r,2n+j,0>}

4.3.7 Expansao para o Desvio Médio e Desvio Quantilico

O desvio em relagao a média (i) e o desvio em relagao ao quantil (¢) sdo duas estatisticas que medem a
dispersao da varidvel aleatéria X. As expansoes para os desvios médio e quantilico da classe sao definidos,
respectivamente, como

+o0o
d(X) = /" & — pldHa, c,(2)

+o0 1
= / |z —M\/T Zzlﬁlnkgl on-+2k+1(X 2252 n,j82,2n+j+1(X) ¢,
— T\ n=0k=0 1=0 j=0
e
+o00
do(X) = / |z — q|dHg, G,
Y= ZZﬂlnkgl on-+2k+1(X ZZﬂsz& on-+i+1(%)
T | n=0k=0 n=0 j=0
As medidas d;(X) e da(X), expressas em Cordeiro e Lemonte (2012), sdo encontradas fazendo-se
di(X) = 2pHa, (1) —2J (1)
1 oo o0 . o0 o0 -
o IS Bk [ - 3S (Ga L (),
V2T | i Z0k=o n=0 j=0
e
dy(X) = 2¢J(q) — g+ p—2J(q),
em que

J(Q) = /_a deG1,G2<x)

oo o0 oo o0

(0%
- / :c\/%r DY Binkgronsont1(®) = YD Bonjg2ontir1(x)
—o0

n=0 k=0 n=0 j=0
Quando ¢ = m for a mediana, tem-se

dy(X) = p — 2J(m).
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4.3.8 Gerenciamento de algumas expressoes

A maioria das expressoe vistas sao facilmente gerencidveis posto que encontram-se, definidos na litera-
tura, os MPPs de algumas distribuicoes de probabilidade (Cordeiro e Nadarajah, 2011). Embora, muitas
vezes, esses MPPs dependam de funcoes especiais, sua manipulacao acaba sendo facilitada a partir de
softwares de linguagem algébrica tais como MAPLE, MATHEMATICA e MATLAB. Por exemplo, para ilus-
tragao, os momentos ordinarios de X ~ Normal (tg (5Be),log(1 — Ga)) , em que Be e Ga representam as
distribuigoes Beta e Gama com vetores parametricos 81 = (a,b) e 83 = (¢, d), repectivamente, sdo dados

pela seguinte expressao,

Hm =

3
ANE

0 n,j=0

[
- §-
WE

=~
Il

0

n,

(2n + 2k + 1)Brnp a7 B(a,b) UV B(b,m + a(2n + 2k + 1))

(2n + 2k + 1)51 n,kTm,2n+2k0 + —F=— \/T Z B2 n,J 2” +J+ 1)7_m 2n+j5,0

X F11::12<(m+a(2n+2k+1)) (1 —=b,a);...;(1—=ba): (b+m+a2n+2k+1))

—~

a+1);...;(a+1);1,...,1)
n,j=0

Fim+c(2n+j+1))
F(c)2n+j+1

Fg)(r+c(j+1);0,...,C;C+17--'ac

Z Bonj(2n+j+1)d M2

+1,-1,...,—1).

As fungoes Kampé de Fériet e Lauricella do tipo A (Exton, 1978; Aarts, 2000) que surgem em fi,,, sao

definidas, respectivamente, pelas seguintes expressoes

FEB((a) : (b1); -5 (bn)s ()« (da)i- - i (dn)iwn, - )

mi mn

o i (@)t (01))s - - (b)), @

= ..z
Me1=0  m,=0 ((my+otmn ((d1))my -+ - ((dn) )y, Ml omp !’
e
Flgn)(a‘bl,.. bn;cl,.. Cny Ty ey Xp) =
Z Z m1+ +mn (bl)ml Ce (bn)mn l'rlnl ce l‘nmn
et (¢1)my - (Cn)m, my!...my!’
em que a = (ai,...,a4), bj = (bin,...,biB), c=(c1,...,¢cc), di = (d;1,...,dip) parai=1,...

o fatorial ascendente definido (por convencao (a)p = 1)
(a)i=ala+1)...(a+i-1),
com

(e = ((froo- o))k = (f)k - ()i

ne(a); é

denotando o produto de fatoriais ascendentes. Portanto, os momentos da Normal (tg (5Be),log(1 — Ga)) ,
podem ser escritos como uma soma ponderada infinita das funcoes Kampé de Fériet e Lauricella do tipo

A.
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4.4 Derivadas da funcao log-verossimilhanca em relagao aos parametros

O método de maxima verossimilhanca é um dos métodos mais comuns para estimar parametros, gracas
as suas propriedades assintéticas como eficiéncia e consisténcia. As estimativas sdo pontos que maximizam
a funcao de probabilidade sobre o dominio do espaco paramétrico. Portanto, como a funcao logaritmica
estd aumentando, realizar a maximizacao da funcao de probabilidade de log, além de ser uma tarefa mais
conveniente, também fornece a estimativa de maxima verossimilhanca.

Seja X = (X1,...,X,,) uma amostra aleatéria completa de tamanho n. Seja também 61 = (011,...,015)
o vetor paramétrico associado a Gi(x) = G1(x|01), 2 = (021,...,02,,) 0 vetor paramétrico associado a
Ga(x) = Gao(x]02) e fa,,c.(x) = fa,,q,(x]0), em que 8 = (011,...,015,021,...,02), entdo a funcao log-
verossimilhanca de X pode ser escrita como:

n

(0:x)=% {log {Gei i 01 sec? [ G (i 01)] 6 [ G (i)} + %(ﬁ{log[l — Go(x; 92)]}} .
=1 1y

As estimativas de médxima verossimilhanca para 6 também podem ser obtidas resolvendo-se o sis-
tema U(0; X) = 0s4m, em que 051, € 0 vetor de zeros, de tamanho s+m e U(0;X) = Agl(0; X) =
(uj)1<j<s+m € 0 vetor de pontuagao, com

uj = Zl { o tor { Gntsatn)sec? [ 612 00)] & [5G0} + 2205000 1okl — Gals )} |

paral <j <s, e

0= 3 {50 g { ot 0ysee? [Fa0s000)] o 3 00)] } + 1B foglt — Gatstay

=1

paral <7 < m.

4.5 Estudo do suporte para a Classe Normal (tg(3G1),log(l — G2))

Até agora, tem-se, na literatura, classes com uma tnica distribuicao-base, em que o suporte desta é o
suporte daquela. Todavia, com o surgimento do método que gera classes com duas ou mais distribuigoes-
base, é necessario estudar o suporte da classe em funcao do suporte das mesmas.

Lembre, inicialmente que,

log[1—Ga(x)]
HG17G2 (33) = / Cf)(t)dt, — 00 <t < 400,
e (561)

em que (vide notagao estabelecida na Sec¢ao (3.12))
1[G1(x), G2(x)] = tg (5 G1) e L1[Gi(x), Ga(x)] = log[l — Ga(x)].
Logo, tem-se que,

1. O Suporte da distribui¢io normal, Sy = (—00, + 00), € um conjunto convexo;
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2. (a) p1[G1(400),Ga(+00)] = p1(1,1) = tg [FGi(+00)] = +oo = sup[x € R: ®(x) < 1];
(b) £1[G1(+00),Ga(+00)] = ¢1(1,1) = log[l — Ga(+00)] = —oco = inf[x € R : ®(x) > 0];
(¢) pi[Gi(x),Ga(x)] e £1]G1(x), Ga(x)] = log[1 — Ga(x)] s@o fungdes monotonicas.

Estes itens satisfazem o conjunto de hipéteses estabelecidas no Teorema 3.4 (transcrito na Seccao
(3.12)) de Brito et al. (2019). Portanto, por este resultado, o suporte de Hg, q,(-) resulta da uniao
dos suportes de Gy e Go, ou seja, ,S'HGI’G2 = Sg, USq,. A Figura 6 ao mesmo tempo que demonstra a
flexibilidade da classe proposta para algumas escolhas de G; e Go, ilustram o importante resultado do
suporte visto nesta secao.

@ 4]
o — a=3b=02c=4 d=1 0]
] — =27 b==16,c=35,d=12
— 3=34,b=23 c=47d=19 ©
T — 3=23b=15c=48d=14 o
o — =39 b==28,c=45 d=1
a a v |
e 7 Io
N
o o
o
o) - Q
9 g \ \ \ T T ° ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
2 0 2 4 6 8 Yy 0 2 4 i §
X X

(a) Distribuicao Normal (tg(5W),log(1 — N)) (b) Distribui¢do Normal (tg (ZW),log(1 — C))

i N
- — a=3b=2c=tg=1
] B — a=14b=3¢c=62d=25
o] = a=2h=22c=65d=41
o | — 3=72b=18,c=324=25
Z o — a=105A=52c=6d=57
a o
o ko] -
o T
@]
o | o
e T T I I I e I I T T I T I
2 0 2 4 6 8 0 1 2 3 4 5 6 7
X X

(c) Distribui¢do Normal (tg(ZW),log(1 — G)) (d) Distribui¢ao Normal (tg(ZW),g(1 — W))

Figura 6: Comportamento do suporte para a Classe Normal (tg (5G1),log(1 — Gg))
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As distribuigbes-base escolhidas foram W, N, Cauchy (C) e Ga. Note que em alguns casos (Figs. 6a
e 6b) Sg, # Sag,. Além disso, apontam a bimodalidade, o que é uma importante caracteristica quando
falamos em aplicagao a dados reais.
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5 Aplicacgoes da Classe Normal (tg(3Go),log(1l — Gal))

5.1 Introducao

Devido ao avanco tecnoldgico, predominante em todo mundo, a quantidade de informagoes disponiveis
para andlise, bem como a velocidade com que sdo geradas, vém aumentando de forma significativa. Nesse
contexto, generalizagoes das distribuigoes existentes tém sido propostas (RODRIGUES et al., 2012), com
a finalidade de prporcionar maior flexibilidade ao processo de modelagem, em relacao as distribuigoes ja
existentes, fazendo com que o fenémeno em estudo seja melhor descrito. Além disso, com ferramentas
computacionais, cada vez mais eficazes, como é o caso do software R, uma linguagem de programagao
voltada a manipulacao, andlise e visualizacao de dados, torna-se possivel a analise de distribuicoes que
possuam mais parametros para o melhor ajuste de massas de dados. Como é o caso da Classe Normal
(tg(5G1),log(1 — G2)) aqui apresentada.

Assim, nesta secao apresentaremos algumas aplicagoes desta classe.

5.2 Distribuicao Normal (tg (£Go),log(1l — Gal))

Realizamos estudos com Gi e Gs sendo a Go e a Gal, respectivamente, e, além destas, outras distri-
buigoes conhecidas na literatura. Entretanto, verificamos que a escolha G; = Go e Go = Gal proporcionou
os melhores resultados que serao mostrados adiante. Ressaltamos que apesar destes terem sido os melho-
res, os outros também apresentaram resultados razodveis quando comparados com as outras distribuigoes
ja conhecidas, porém, por questoes de simplicidade, colocamos apenas esta aplicagao.

Sejam G e g1 a fda e fdp (nessa ordem) da distribui¢ao Go, e, analogamente Go e gs a fda e fdp da
distribui¢ao Gal. Entdo, a fda da Normal (tg(5Go),log(1 — Gal)), obtida através da expressao definida
na Segao 3.2.2 é dada por:

e[z (1-e K (1) 2
Hgo,Gal () = /lojl(i(;:;%’,)) )} \/127

De maneira semelhante, a fdp da Normal (tg (5Go),log(1 — GaI)), encontrada através da expressao
obtida na Secao 3.2.3, é definida como

hGo,Gal(z) = T perre=5 (1) gee? (%1 — e‘%(e“J)) ¢ {tg (El — e_g(em_l))} +

2 2
g (1)t e I (a2
o [l | 1- <(a)> . (30)
1= 1)

que é uma aplicacao tedrica da Classe.
A taxa de falha para o modelo Normal (tg (5Go), log(1 — Gal)) pode ser obtida através da Equagao

(17), fazendo-se G; = Go e Gy = Gal. A representagao grafica para a fdp e para a taxa de falha,
considerando alguns valores para os parametros 0, \, « e 3 sao apresentados na Figura (7) a seguir.
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Figura 7: Distribuicdo Normal (tg(3Go),log(1 — Gal))

Note que a Figura 7a revela a unimodalidade e a bimodalidade da fungao de densidade da distribuigao
gerada pela classe, confirmando a flexibilidade que ela apresenta em suas formas. Além disso, a Figura
7b apresenta aumento-diminui¢ao-aumento da taxa de falha.

5.3 Distribuicdo Normal (tg(5Go),log(l — Gal)) aplicada a dados si-
mulados

Os experimentos computacionais executam um papel importante dentro da estatistica. Gracas a eles
é possivel examinar o desempenho de algo novo, verificar a validade de uma hipétese, ou demonstrar uma
verdade ja conhecida. Nesta secdo, serao apresentadas as estimativas dos parametros para o modelo aqui
proposto. Para realizar o estudo de simulac¢ao de Monte Carlo foi utilizado software R versao 3.4.4 (R Core
Team, 2018). O nimero de repeticoes foi de 10.000. As amostras pseudo-aleatdrias foram geradas usando
os métodos Nelder Mead, SANN, BFGS e L-BFGS-B, No entanto, o L-BFGS-B, forneceu os melhores
resultados.

Este procedimento requer apenas a fdp correspondente y = f(z), um ponto de minimo e um ponto de
maximo para x e um ponto de maximo para y. Nesse caso, ndo é necessario implementar a funcao quantil.
Consideramos quatro tamanhos de amostra, ou seja, n = 50, 100, 200 e 500 e cinco valores diferentes o
vetor de parametros e calculamos o viés e o erro quadratico médio (EQM) da seguinte maneira:
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10000

N 2
EQM; = —— k—k:)
@M= 15000 e

em que k; é o i-ésimo elemento do vetor de parametros k = (ki,...,k,) e k;; é a estimativa para k; na
j-ésima replicacao.

Na Tabela 1 sao apresentados os resultados para os valores do viés e do EQM, obtidos para os
parametros, nas quatro amostras consideradas.

Tabela 1: Viés e EQM para as estimativas do modelo Normal (tg(3Go),log(1 — Gal)).

Valor real viés EQM
n 0 A a 6] 0 A a B 0 A Qa Jé;
1,3 0,02 1,5 3,2 0,425 0,136 1,136 0,176 0,310 0,093 1,916 1,605
0,5 0,1 1,7 4 0,555 0,235 1,022 0,556 0,436 0,214 1,830 3,783
50 0,45 0,04 2,8 6,2 0,321 0,109 0,418 1,752 0,387 0,130 0,734 1,673
0,7 0,2 14 3 0,406 0,136 1,366 0,649 0,421 0,041 2,702 2,544

0,8 0,02 1,2 1,7 0,180 0,037 0,965 1,560 0,099 0,011 1,237 2,258

1,3 0,02 1,5 3,2 0,287 0,064 1,109 0,111 0,307 0,018 1,778 1,507

0,5 0,1 1,7 4 0,438 0119 0,556 0,296 0,276 0,096 1,783 2,265
100 0,45 0,04 2,8 6,2 0,115 0,026 0,256 1,172 0,094 0,008 0,456 1,512
0,7 0,2 14 3 0,292 0,126 1,234 0,634 0,247 0,023 2,201 2,416

0,8 0,02 1,2 1,7 0,132 0024 0,890 1,510 0,070 0,002 0,883 2,170

1,3 0,02 1,5 3,2 0,191 0,049 1,058 0,099 0,226 0,006 1,598 1,461

0,5 0,1 1,7 4 0,283 0,043 0,330 0,197 0,124 0,018 0,358 1,884
200 045 004 28 62 0047 0,002 0,178 1,047 0,042 0,004 -0,306 1,135
0,7 0,2 14 3 0,184 0,118 1,176 0,565 0,152 0,021 1,909 1,301

0,8 0,02 1,2 1,7 0,072 0,020 0,864 1,478 0,065 0,001 0,879 2,088

1,3 0,02 1,5 3,2 0,071 0,046 0,981 0,042 0,218 0,006 1,287 1,307

0,5 0,1 1,7 4 0,167 0,018 0,003 0,135 0,044 0,0005 0,050 1,278
500 045 004 28 62 0037 0001 0,107 0804 0,028 0,0008 0,303 1,037
0,7 0,2 14 3 0,164 0,086 1,032 0235 0,134 0021 1,358 1,214

0,8 0,02 1,2 1,7 0,001 0,017 0,024 1,373 0,064 0,0009 0,002 1,942

Os valores mostrados na Tabela 1, indicam, como seria de esperar, quanto maior o tamanho da
amostra, menor o EQM.

5.4 Distribuicao Normal (tg (3G1),log(1 — G»))aplicada a dados de que-
bra de fibras de carbono por stress (em Gba)

E consenso entre varios pesquisadores aplicados que quanto mais testada for uma massa de dados,
mais indicada ela serd para a validagdo de um novo modelo. A reciproca desse fato também é verdadeira.
Neste sentido, apresentaremos, a seguir, uma aplicacao a dados reais para a distribuicao Normal ( tg (5 Go,
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log(1 — Gal)).

Os dados sao definidos a partir de Nichols e Padgett (2006) composto por 100 observagoes de quebra de
fibras de carbono por stress (em Gba). Estes, sao utilizados em aplicagoes de diversos trabalhos, dentre os
quais podemos citar a distribuigao Marshall-Olkin Fréchet transmutada (TMOFr), proposta por Afify et
al. (2014b), a distribuicdo Gaussiana inversa exponenciada generalizada (EGIG), de Lemonte e Cordeiro
(2010), a distribuigado Weibull geométrica complementar transmutada (TCWG), de Afify et al. (2014a), a
distribuigao beta log-logistica (BeLL), de Lemonte (2014), a distribuicao Weibull beta modificada (MBeW)
de Khan (2015) e a distribuicao Weibull generalizada Weibull (WGW) de Yousof et al. (2018). Os dados
estao na Tabela 2 a seguir.

Tabela 2: Dados definidos por Nichols e Padgett (2006) composto por 100 observagoes de quebra
de fibras de carbono por stress (em Gba).

37 274 273 25 36 3,11 327 287 147 3,11 442 241 3,10 322
1,69 328 3,09 187 3,15 49 375 243 295 297 3,39 2,96 253 267
293 322 3,39 281 42 333 255 331 331 285 256 3,56 3,15 2,35
255 2,59 238 281 277 2,17 283 192 141 3,68 297 1,36 0,98 276
491 368 1,84 1,59 3,19 157 081 556 1,73 159 2 122 1,12 1,71
217 1,17 5,08 248 1,18 351 2,17 1,69 1,25 438 184 039 3,68 2,48
085 1,61 279 4,7 203 1,8 157 108 2,03 161 2,12 189 288 2,82
2,05 3,65

Para estes dados, comparamos os ajustes das distribui¢oes Normal ( tg (5Go),log(1 — Gal)), Normal
(tg(EN),log(1 — Gal)), Normal (tg(5Gal),log(1 — W)), Normal ( tg(5Gal),log(1 — C)) e suas respec-
tivas misturas GoGal, NGal, GalWI e GalC. Além dessas, também comparamos com as distribui¢oes
Go, Gal, W e N. Os calculos foram realizados por meio do software R (versao 3.4.4). Na Tabela 3 é
apresentado um resumo descritivo dos dados mostrados anteriormente.

Tabela 3: Estatisticas Descritivas

Média Mediana Moda Variancia Assimetria Curtose Minimo Maximo
2,62 2,7 2,17 1,02 0,37 0,17 0,39 5,56

Observe que os dados possuem assimetria positiva e distribuicao leptoctrtica.

Na Tabela 4 encontram-se as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros, bem como seus
respectivos erros-padrao.
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Tabela 4: Estimativas e respectivos erros-padrao (entre parénteses)

Distribuicao Estimativas
Normal (tg(3Go),log(1 — Gal)) 0 A a o]
1,142 0,022 3,108 6,726
(0,201)  (0,013) (0,647) (1,837)
GoGal 0 A a I6] w
1,784 0,007 4,616 9,313 0,490
(0,259)  (0,005) (1,021) (2,314) (0,061)
Normal (tg(3N),log(1 — Gal)) o m a B
3,047 1,062 3,062 6,670
(0,121) (0,144) (0,692) (2,017)
NGal a m a B W
99,999 99,999 5,802 13,006 0,010
(0,121) (0,144) (0,691) (0,045)  (0,007)
Normal ( tg (ZGal),log(1 — WI)) Q Jé] ~ ]
4,075 1,617 4,3423 0,328
(0,612) (1,232) (0,684) (0,019)
GaIWI a B 5 ) w
9,994 25,585 1,780 0,944 0,827
(1,283) (0,010) (0,879) (1,476) (0,097)
Normal ( tg (3Gal),log(1 — C)) a B € 3
1,879 4,591 2.895 0,489
(0,370) (1,184) (0,120) (0,118)
GalC a Jé] € R W
3355 7,104 -3.503 0,003 0,866
(1,912) (5421)  (0,080)  (0,087) (0,049)
WW a by az b w
2,454 2,854 8,041 3,134 0,783
(0,200)  (0,109) (2,380) (0,126)  (0,093)
Go 0 A
0,791 0,076
(0,077)  (0,017)
Gal a B8
4448 9,519
(0,606) (1,375)
W a b
2792 2,943
(0,214  (0,111)
N o m
2,621 1,008
(0,100)  (0,071)
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Note que obtivemos valores pequenos apontando razodvel precisao nas estimativas. Para todos os
modelos, a menos do WW, a maximizacao ocorreu a partir do algoritmo L-BFGS-B, posto que este pro-
porcionou melhores resultados e convergéncia para os mesmos. Por outro lado, para as misturas WW e
NN a maximizacao se deu através do algoritmo EM, nao havendo convergéncia para esta tltima.

A Tabela 5 apresenta os critérios AIC, CAlc, BIC, HQIC e os valores das versées modificadas das
estatisticas de Anderson-Darling - A* e Cramér-von Mises - W* (mais detalhes em Chen e Balakrishnan,

1995).

Tabela 5: Critérios de informacao e Estatisticas de teste

Distribuicao AIC AICc BIC HQCI  A*  W*

Normal (tg (ZGo),log(1 — Gal)) 286,398 300,819 296,819 290,615 0,197 0,027
GoGal 292,055 310,081 305,081 297,327 0,324 0,048

Normal (tg(ZN),log(1— Gal)) 287435 301,856 297,856 291,652 0,280 0,046
NGal 323,040 341,076 336,076 328,321 2,070 0,337

Normal (tg (2Gal), log(1— WI)) 292803 307,224 303,224 297,020 0,379 0,044
GalWI 302,633 320,659 315,659 307,904 0,803 0,138

Normal (tg(5Gal),log(1—C)) 202428 306,849 302,849 296,646 0,400 0,053
GalC 298,114 316,14 311,14 303,385 0,658 0,130

WW 289,327 307,354 302,354 294599 0,272 0,034

Go 302,25 309,46 307,46 304,359 1,767 0,229
Gal 321,474 328,684 326,684 323,583 2,871 0,522
W 287,059 294,269 292,269 289,167 0,420 0,063
N
C

289,541 296,751 294,751 291,649 0,471 0,058
324,431 331,641 329,641 326,539 1,676 0,173

Os critérios de informacao podem ser usados como medidas relativas a qualidade do ajuste, de modo
que os menoros valores irao caracterizar os melhores modelos ajustados. Apesar de nao serem muito
indicados para comparacao de modelos nao-encaixados os critérios de informacao do modelo Normal
(tg(gGo),log(l — GaI)) ficaram entre os mais competitivos em relacao a todos os modelos ajustados.
Por outro lado, as estatisticas A* e W* sdo normalmente usados para investigar a qualidade do ajuste
de modelos probabilisticos, sejam eles encaixados ou nao-encaixados. De acordo com as mesmas, para os
modelos com valores mais baixos de A* e W* melhor serd o ajuste aos dados.

Por estas estatisticas, a Distribuicio Normal (tg(5Go),log(1 — Gal)) venceu a maioria dos mode-
los ajustados, inclusive a mistura WW que é um modelo bem competitivo para dados bimodais. Vale
salientar que os modelos Normal( tg(5N), log(1 — Gal)), Normal (tg(ZGal),log(l — WI)) e Normal
(tg(gGaI),log(l — C)) tiveram um desempenho superior (para todas as estatisticas), quando compa-
rados as suas versoes mistas NGal, GalWI e GaC, respectivamente.

O gréafico dos ajustes para o modelo Normal (tg(5Go),log(1 — Gal)) e os trés melhores modelos,
segundo as estatisticas A* e W*, sdo apresentados na Figura 8.
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Figura 8: Histograma

Observe que a Normal (tg(gGo),log(l - GaI)) est4d bem préxima a mistura GoGal, no entanto,
ressaltamos que andlises graficassao meramente utilizadas com o intuito da visualizagdo. O que de fato
importa sao as analises numéricas, e estas indicam que o nosso modelo é o melhor.
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6 Consideracoes Finais

Tomando por base o método gerador de classes de distribuigoes de probabilidade apresentado em Brito
et al. (2019) e Brito (2014) foi introduzida uma nova classe, denominada Classe Normal ( tg (5G1),log(1 — G2)).
Foi feito o estudo de identificabilidade, assim como as expansoes para a fda e para a fdp da nova classe.
Foram mostradas algumas propriedades de caracterizacao, que sevem para qualquer modelo gerado pela
classe, tais como, fungao de risco, momentos e momentos centrais de ordem m, funcao geradora de mo-
mentos, funcdo caracteristica, o coeficiente geral e os desvios, médio e quantilico. Foram calculadas as
derivadas da func¢édo de log-verossimilhanca da classe e feito o estudo do suporte.

Além disso, foi apresentada a distribui¢ao normal (tg(5Go),log(1 — Gal)) gerada pela classe e para
ilustrar sua utilidade, foram feitas aplicacoes para um conjunto de dados simulados e para um conjunto
de dados reais. O modelo ajustado foi comparado com outras distribuicbes competitivas, assim como
com a mistura convexa de duas Weibulls, quanto as Estatisticas AIC, AICc, BIC, HQIC e os testes de
aderéncia de Anderson-Darling (A*) e Cramér-von Mises (W*). Os resultados gerais indicam que a Nor-
mal (tg(5Go),log(1 — Gal)) supera as outras distribui¢des em comparagao.

Como sugestao para trabalhos futuros, destacam-se a obtencao de outros modelos e subclasses a partir
da Classe Normal (tg (5G1),log(1 — GQ)) ; realizar o estudo dos parametros, analisando se sdo de escala
ou de forma; aplicar o modelo proposto a outros conjuntos de dados e desenvolver as expressoes para a
funcdo de risco. Ademais, espera-se que a nova classe e seus modelos derivados possam ter aplicacoes em
outras areas do conhecimento.
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