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Resumo

No processamento de imagens digitais, o espago e as imagens precisam ser
representaveis discretamente, em geral, tais imagens sao manipuladas com técnica
da Matematica continua, via aproximagcoes. No desenvolvimento do nosso trabalho
trazemos uma abordagem em que é possivel desenvolver uma topologia e uma geo-
metria que possam realizar representacoes discretas diretamente sem a necessidade
das aproximacoes.

Para a construgao desta Topologia Digital tomamos como base a Teoria de
Grafos Contrateis de Evako e partimos para o estudo dos Espacos e das Variedades
Digitais.

A partir disso, traremos conceitos e exemplos de Espacos Digitais interessan-
tes: as Esferas e Variedades Digitais. Por fim, apresentamos duas Homotopias especi-
ais entre Variedades Digitais: R-Transformagdo e Compressdo. Ambas as operacoes
modificam a quantidade de vértices e arestas dos espagos digitais, mas preservam
seus aspectos topologicos. Um importante fato é que a Caracteristica de Euler de
um espago digital é um invariante topolégico preservado por ambas homotopias.

Palavras-chaves: Espaco Digital, Variedade Digital, Teoria dos Grafos, Homotopia.






Abstract

In the processing of digital images, space and images need to be discreetly
representable. In general, such images are manipulated with continuous mathemat-
ical technique, via approximations. In the development of our work we have an ap-
proach where it is possible to develop a topology and a geometry that can perform
discrete representations directly without the necessary approximations.

For the construction of this Digital Topology we take as basis the Evako’s
Theory of Contractible Graphs and set out for the study of Spaces and Digital
Manifold.

From this, we will bring concepts and examples of interesting Digital Spaces:
Spheres and Digital Manifolds. Finally, we present two special Homotopies between
Digital Manifolds: R-Transformations and Compression. Both operations modify the
amount of vertices and edges of digital spaces, but preserve their topological aspects.
An important fact is that the Euler characteristic of a digital space is a topological
invariant preserved by both homotopy.

Key-words: Digital Spaces, Digital Manifold, Graph Theory, Homotopy.
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1 Introducido

Ao pensar em discretizacao de um modelo espacial é comum que muitos de nos
imagine que em qualquer vizinhanga ou regiao (limitada), existird apenas um nimero
finito de elementos. Portanto, o modelo deve ser no minimo, localmente finito. Ao propor
o estudo de modelos espaciais discretos, estamos admitindo a possibilidade que o espaco

é finito, (SMYTH; WEBSTER, 2007).

Para o processamento de imagens digitais, tanto o espago quanto as imagens pre-
cisam ser representados discretamente, portanto faz sentido desenvolver uma topologia e
uma geometria que possam lidar com essas representacoes discretas, sem a necessidade de
incorporé-las na representacao tradicional continua, como por exemplo, utilizando apro-

xXimagoes.

A principal abordagem a discretizacao utiliza estruturas em que uma relagao bina-
ria é geralmente a adjacéncia de pizels (ECKHARDT; LATECKI, 2003), (CHEN; RONG,
2010), e por esse motivo torna-se conveniente a utilizagdo de uma estrutura como a de

grafos.

Suponha que S é uma superficie no espago euclidiano E™. Divida E™ em um
conjunto de cubos unitarios com coordenadas inteiras dos vértices, chamaremos de es-
paco molecular M, a familia de cubos unitarios que intersectaram a superficie S. Em

1

seguida reduziremos o tamanho da aresta do cubo de 1 para 5, e obteremos o espago
1

molecular M;. Depois utilizaremos o tamanho da aresta 3, usando a mesma estrutura.
Repetindo esta operagao infinitamente, nés obtemos uma sequéncia de espagos molecula-
res My, Ms, ..., M,,... para a superficie S. Pode ser visto que existe o nimero p tal que
para todo m,n,n > p,m > p, os espagos moleculares M,, e M,, podem ser transformados

um no outro (IVASHCHENKO, 1993).

Se temos duas superficies que sao homotopicamente equivalentes, S; e Ss, entao
seus espagos moleculares podem ser transformados um no outro por essas transformagoes
se a divisao utilizada for suficientemente pequena. Isso nos sugere que um espago molecular

M & o analogo discreto de um espago continuo S.

Como os grafos surgem nessa abordagem? O fato é que qualquer espago molecular
pode ser representado pelo seu grafo de intersecao, isto €, o grafo que tem como vértices
cada um dos cubos unitarios que constituem o espaco molecular e as arestas sao as ad-
jacéncias entre os cubos unitarios. Tome como exemplo o espaco euclidiano E? com um
circunferéncia e um segmento de reta, o espagos moleculares M e N sao respectivamente

os quadrados que intersectam o circunferéncia e o segmento.
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Figura 1: Exemplos espacos moleculares.

Os grafos de intersegao de M e N sao, respectivamente,

S

Figura 2: Exemplos de grafos de intersecao.

Para a construcao do grafo de intersecao do espaco M sao consideradas as adjacén-
cias de vértices e lados entre cada quadrado que contém alguma parte do circunferéncia.
Analogamente foi construido o grafo de interse¢ao para o segmento. Para o caso do espaco
euclidiano E?, cada quadrado pode ter no méaximo 8 vizinhos,ja para o espaco euclidiano

E3, cada cubo pode ter no méaximo 26 vizinhos, e assim por diante.

Com isso, temos que qualquer espaco molecular M pode representado por seu
grafo de intersegao, que ¢ denotado por G(M), assim como todo grafo G pode ser re-
presentado por um espaco molecular M (G), mas é preciso estar atento que mais de um

espaco molecular pode ser representado pelo mesmo grafo.

Este trabalho retine os trabalhos de Fvako! em uma forma coesa e didatica, for-
necendo exemplos de conceitos abstratos e detalhando as demonstragoes dos artigos ori-
ginais. Assim, o texto servird a uma audiéncia maior nao necessariamente especialista em

Topologia.

O ideia fundamental é que o grafo é um espaco, especificamente um grafo simples

serd chamado um espago digital, e guarda em sua estrutura propriedades topologicas.

1 Observacao: Evako e Ivashchenko sdo a mesma pessoa, como ele é russo existem as duas formas

diferentes de traduzir seu nome.
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2 Nocdes Preliminares

2.1 Teoria dos Grafos

2.1.1 Um pouco de Histéria

O artigo escrito por Leonhard Euler publicado em 1736 é considerado o primeiro

artigo na historia da Teoria dos Grafos e trata do problema das Sete Pontes de Kdnigsberg.

Na Figura 3 a esquerda temos o mapa de Konigsberg na época de Euler mostrando
a disposicao real das sete pontes, na imagem central temos um “zoom” para ajudar a

formular o problema e a direita temos uma representacao grafica que pode ser utilizada

@<

Figura 3: Diferentes ilustragoes para o problema das Sete Pontes de Konigsberg.

para solucionar o problema.

O desafio da época era planejar um passeio pela cidade que atravessasse cada ponte
uma tnica vez, com a condi¢ao de que cada porcao de terra s6 poderia ser alcangada atra-
vés de uma ponte e cada ponte uma vez utilizada no percurso nao poderia ser novamente
utilizada, (LOVASZ; PELIKAN; VESZTERGOMBI, 2003). Os pontos inicial e final ndo

necessitam ser o mesmo.

Para facilitar a referéncia a cada porcao de terra alcangada iremos rotula-las por

A, B, C e D, conforme mostram as representagoes abaixo.

B

Figura 4: Rotulag¢oes para o problema das Sete Pontes de Konigsberg.

Para ilustrar a solugao do problema considere um passeio comecando pela porgao

de terra A, utilizando uma ponte alcancado a porcao D, depois C', retornando a porcao
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A (aqui esgotamos todas as pontes que fazem alcangar a porgao de terra A), novamente
alcangar C, depois a faixa B e alcangar D. Em sintese A -+ D - C - A—C — B — D.
Quando fazemos todo o percurso descrito nao podemos concluir o desafio pois para sair
da porcao D teriamos de repetir alguma das pontes ja utilizadas, conforme mostrado na

Figura 5.

Figura 5: Ilustragao de um passeio pelo esquema das Pontes de Konigsberg.

O fato é que o caminho desejado com a exigéncia de nao repeticao das pontes, seré
impossivel de ser realizado independente do ponto de partida. Perceba que a quantidade
de pontes que incidem cada porcao de terra o fazem em quantidade impar, isto implica
que chegar e partir de uma porcao sem repetir pontes deve acontecer aos pares. Esgotadas
as possibilidades de ir e vir, conforme a exigéncia do problema, teremos chegado a uma
porcao de terra e nao teremos como sair para alcangar outra porgao de terra sem repetir
alguma ponte. Note também que utilizando essa ideia aconteceréd de alguma ponte nao

ser utilizada, como ocorreu no esquema apresentado na Figura 5.

2.1.2 Definicdes Fundamentais

Informalmente podemos entender por um grafo o esquema apresentado para so-
lucionar o problema das Sete Pontes de Konigsberg, um conjunto de “pontos” e “linhas”
(geralmente representadas como segmentos de reta) que nos ajudam a representar, refle-
tir e entender uma relagao de conectividade, (LOVASZ; PELIKAN; VESZTERGOMBI,
2003), (BONDY; MURTY, 2008). E importante atentar para o fato de que uma linha
sempre é determinada por dois pontos, isto é, nao pode existir uma linha que nao tenha
seu inicio e término em algum ponto do grafo. Com isso temos o conjunto das linhas
definido como um subconjunto de dois elementos pertencentes ao conjunto de pontos do

grafo.

Serao utilizados como referéncias para as principais defini¢oes desta se¢ao: os livros
Graph theory, (BONDY; MURTY, 2008) e Matemdtica Discreta, (LOVASZ; PELIKAN;
VESZTERGOMBI, 2003).

De maneira geral, um grafo é um par G = (V, E), com V = {vy,vs,...,v,} um

conjunto finito nao-vazio de vértices, £ um conjunto de pares v;v; € V x V, chamados

arestas e uma func¢ao de incidéncia, que associa a cada aresta do grafo um par nao orde-
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nado de vértices do grafo, (BONDY; MURTY, 2008). Os vértices que sao extremidades

de uma aresta nao necessariamente precisam ser distintos.

Dizemos que dois vértices v;,v; € V sao adjacentes se a aresta vv; € E,
(BONDY; MURTY, 2008). A medida que impomos condicdes para estabelecer relacoes de
adjacéncia estaremos falando de diferentes tipos de grafos. Na Figura 6, temos na primeira
representagao um grafo que possui arestas multiplas (dois vértices estao relacionados por
mais de uma arestas) e lagos (o vértice esté relacionado com ele mesmo), no centro temos
um grafo simples que detalharemos mais adiante e a direita um grafo direcionado (em que

a relacao de adjacéncia possui orientagao).

%ﬁﬁ%

Figura 6: Representagoes para diferentes tipos de grafos.

Defini¢ao 2.1.1. Um grafo simples G = (V, E), consiste em um conjunto finito (nao
vazio) V' de vértices, V = {vy,vq,...,0,}, e um conjunto E de pares nio ordenados de
elementos de V', chamados arestas, em que vyv, ¢ E e dois vértices nao podem estar

conectados por mais de uma aresta. Utilizaremos |G| para denotar a quantidade de vértices

do grafo G.
I>- @

Figura 7: Exemplos de grafos simples.

Para os grafos simples, o conjunto E determina uma relacao simétrica entre os
elementos de V. Ela é chamada relacao de adjacéncia. Na Teoria de Grafos dois grafos
sao equivalentes (ou isomorfos) quando existe uma bijecao f : Vi — V5 e esta bijecao
preserva adjacéncias, (BONDY; MURTY, 2008). No nosso trabalho s6 estudaremos os

grafos simples.
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Podemos atribuir a cada vértice de um grafo um namero (ou letra), para facilitar a
compreensao de quando estamos nos referindo a cada um eles. Na Figura 8 apresentamos

possiveis rotulagoes para os grafos G; e Gs.

G

Figura 8: Possivel rotulacao de vértices.

O grau de um vértice é o namero de arestas que incidem nele. Por exemplo, no

grafo G o vértice vg possui grau 3.
Dizemos que H = (Vy, Wy) é subgrafo induzido de G = (Vi, W¢), Vi C Vg,

se para qualquer par de vértices u, e u, de Vi, upu, é¢ uma aresta de Wy se e somente se

upu, € uma aresta de We, (BONDY; MURTY, 2008).

Subgrafo induzido pelos vértices
04, 05, U1, 3G € V7.

s vy

Subgrafo induzido pelos vértices
v, Vo € V.
—

®
v10 v 015

Figura 9: Exemplos de subgrafos induzidos.

Definicao 2.1.2. (BONDY; MURTY, 2008) Um caminho em um grafo simples é um
subgrafo cujos vértices podem ser dispostos em uma sequéncia linear de tal forma que dois
vértices sao adjacentes se forem consecutivos na sequéncia e nao sao adjacentes de outra
forma. O comprimento de um caminho é dado pelo nimero de arestas que percorremos

para realizd-lo.

Podemos entender um caminho conectando dois vértices v e v de um grafo como
uma sequéncia de vértices u = vy, v1,...,v, = v, tal que apenas v;, v;11 sao adjacentes,
1=0,...,n—1.

Na figura abaixo ilustramos um caminho vg, vy, vs5, V19, 11 conectando os vértices

vg e vy, do grafo GG;. Como passamos pelas arestas vgvy, v4vs, Usv10, V1g¥11, t€mMos que o
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comprimento desse caminho é igual a 4. No grafo G5 temos ilustrado um caminho de

comprimento 6 conectando os vértices a e q.

G1 G2

V10 h

& n
V16
T/

Figura 10: Exemplos de caminhos.

No grafo Gy alguns vértices nao podem ser conectados por caminho. Por exemplo,
nao existe caminho conectando v; e vg. J& no grafo G5, para quaisquer dois vértices,

sempre temos um caminho os conectando. Observando essa caracteristica, definimos:

Definicao 2.1.3. Um grafo € dito conexo se para quaisquer dois vértices do grafo existir
um caminho que os conecte. Caso contrdrio dizemos que o grafo é desconexo e cada

parte conexa € chamada de componente conexa.

De posse da Definicao 2.1.3, concluimos o grafo G; é desconexo e possui trés

componentes conexas, ja o grafo Gy é conexo.

2.1.3 Tipos de grafos

Por preservarem caracteristicas semelhantes em relagao as adjacéncias, os grafos
conexos podem ser subdivididos em grupos, apresentaremos a seguir defini¢oes e exemplos

dos principais tipos grafos que trataremos em nosso trabalho.

Definicao 2.1.4. Um grafo G com n vértices serd chamado linha se u = vy, vq, ..., v, = v

€ um caminho.

Definicao 2.1.5. Um grafo G com n vértices, n > 3, serd chamado ciclo se u =

Vg, V1, Va..., Uy = 0 € um caminho cujos pontos inicial e final coincidem.

Nos denotaremos os grafos do tipo linha por L, e os do tipo ciclo por C,, abaixo

temos a representagao de um grafo L; e de um grafo Cf.
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v7

Figura 11: Exemplos de grafos do tipo linha e ciclo.

Definigao 2.1.6. (BONDY; MURTY, 2008) Um grafo é chamado completo se cada um

dos seus vértices estd conectado a todos os outros.

Usaremos como notagao K,, para um grafo completo que possui n vértices. Na
figura abaixo temos as representacoes dos grafos Ki, Ko, K3 e K4. Note que um vértice

de um grafo do tipo K, sempre possuira grau n — 1.

Figura 12: Exemplos de grafos completos.

Definicao 2.1.7. Um grafo com n + 1 vértices € dito roda se € formado por um wunico

vértice conectado a todos os vértices de um grafo ciclo C,,.

Nos os denotaremos um grafo roda por W,,. Na Figura 13 temos representado um

W3 € um Wl().
| ¥

Figura 13: Exemplos de grafos roda.

Defini¢ao 2.1.8. (BONDY; MURTY, 2008) Um grafo G, é dito uma drvore se ele é

conexo e aciclico (nao possui como subgrafo um grafo do tipo ciclo). Caso o grafo seja



2.1. Teoria dos Grafos 29

aciclico mas nao conexo, ele € dito uma floresta. Em uma drvore cada vértice de grau 1

A
)

Figura 14: Exemplos de arvore e floresta.

serd chamado folha.

Um grafo é dito é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser dividido em
dois subconjuntos V; e V5, de modo que cada aresta tem uma extremidade em V; e uma
extremidade em V5, tal partigao (V;, V3) é chamada uma biparti¢ao do grafo, com V; e V;
suas partes, (BONDY; MURTY, 2008).

Definigao 2.1.9. (BONDY; MURTY, 2008) Um grafo bipartido completo, G = (V3 U
Vo, E), com ViNVy =0, é um grafo bipartido tal que para quaisquer dois vértices, vy € V3

e vy € Vi, v1v9 € uma aresta do grafo G.

O grafo bipartido completo com |V;| = m e |Va| = n sera denotado por K, ,. Na

figura abaixo temos representados um K49 e um Ky s.

v vy
2 3 "
U1 )
U4
U1
Vo
) U
(53} U2 2

Figura 15: Exemplos de grafos bipartidos completos.

Definigao 2.1.10. (BONDY; MURTY, 2008) Um grafo € do tipo estrela quando é um
grafo bipartido completo, com |Vi| =1 ou |V;| = 1.

Isto é existe um tnico vértice v conectado com todos os demais vértices, sendo
esses nao conectados entre si. Nos denotaremos um grafo estrela por .S,,. Na figura abaixo

temos a representagao de um grafo Sys.
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U8

Figura 16: Exemplo de um grafo estrela.

2.2 Variedades Topoldgicas

Nesta secao apresentamos nocoes e conceitos de Topologia de espagos continuos,

como o R™.

Em linhas gerais Topologia (do grego topos—forma e logos=estudo) é o “‘estudo
da forma”, seu foco é estudar as propriedades dos espacos, assim como as propriedades
dos objetos geométricos que permanecem inalterados sob homeomorfismos. O assunto em
sua forma moderna foi inventada no final do século X 7.X pelo mateméatico francés Henri

Poincaré, como uma consequéncia de suas tentativas para classificar objetos geométricos.

Em Topologia, dois objetos sao equivalentes em um sentido mais amplo, é per-
mitido dobrar, esticar, encolher, retorcer, etc, desde que os objetos nao se rompam nem
sejam separadas unioes iniciais. Considere como exemplo, um tridngulo. Ele é topologi-
camente 0 mesmo que uma circunferéncia, um quadrado, ou uma elipse, pois podemos
transformar um no outro de forma continua, isto €, sem romper nem colar qualquer tre-
cho. Mas uma circunferéncia nao é o “mesmo” que um segmento, pois terfamos que cortar
a circunferéncia em algum ponto para obter o segmento de reta, (EDELSBRUNNER;
HARER, 2010).

Estamos interessados em estudar variedades, podemos pensar nas variedades como
curvas e superficies, exceto pelo fato de que podem ser de dimensao maior. A cada va-
riedade ¢ atribuido um ntmero inteiro nao negativo, caracterizando sua dimensao, cuja
caracteristica pode ser o niimero de membros independentes (ou “parametros”) necessarios

para especificar um ponto na variedade.

As variedades de dimensao 1, ou l-variedades, sao apenas retas e curvas. Por
exemplo a reta real, circunferéncias, pardbolas, ou ainda, o grifico de alguma funcao
continua da forma y = f(z). Temos ainda as curvas espaciais, que podem ser descritas

pelas equagoes paramétricas (z,vy, z) = (f(t), g(t), h(t)), com f, g, h fun¢des continuas.
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Figura 17: Exemplos de curvas.

Em cada exemplo dado podemos identificar um ponto na curva através de um tnico
ntmero real. Um ponto em uma reta real € um ntmero real, um ponto no circunferéncia
pode ser determinado por um angulo, um ponto no grafico da funcao é determinado pela
coordenada x, e para um ponto de uma curva parametrizada basta que saibamos o valor
do parametro t. Diferentes valores do parametro podem corresponder ao mesmo ponto,
como é o caso dos angulos em um circunferéncia. Mas em todos os casos, se ficamos
perto de algum ponto inicial, existe uma correspondéncia bijetiva entre os nimero reais

proximos e pontos que estdo em uma linha ou curva que estao proximos, (LEE, 2010).

As variedades de dimensao 2, ou ainda 2-variedades, sao as superficies. Os exem-
plos mais comuns sao planos e esferas. Ressaltamos que uma esfera, trata-se de uma
superficie esférica, nao uma bola solida. A esfera unitaria no R? é de dimensdo 2 e a bola
solida é de dimensao 3. Sao exemplos de superficies: os cilindros, elipsbides, paraboldi-
des, hiperboldides, e o toro (que pode ser visualizado como uma superficie em forma de
rosquinha no R? obtida por revolucdo de uma circunferéncia em torno de uma reta que
nao a intersecta). No topo da Figura 18, temos ilustradas as superficies de um toro (a
esquerda) e um bitoro (& direita), na parte inferior um cilindro (a esquerda) e uma faixa
de Mébius (a direita).

Figura 18: Exemplos de superficies.

No caso das superficies sempre precisaremos de duas coordenadas para determinar
um de seus pontos. Por exemplo, no plano tipicamente usamos coordenadas cartesianas
ou polares, na esfera podemos usar latitude e longitude, e no toro podemos usar dois

angulos.
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Nao é dificil construir subconjuntos de espacos euclidianos de dimensao maior que
podem ser chamados de variedades. Primeiro, qualquer subconjunto aberto do R™ é uma
n-variedade. Exemplos mais interessantes sao obtidos usando uma ou mais equagoes para
“deixar de fora” subconjuntos de dimensao menor. Por exemplo, chamamos de 3-esfera

unitaria o conjunto de pontos (x1,xs, 73, 4) € R* satisfazendo a equagao

(21)? + (22)* + (23)* + (24)* =1

Trata-se de uma 3-variedade, isto ¢, uma variedade de dimensao 3, pois na vizi-
nhanca de algum ponto sao tomadas exatamente trés coordenadas para especificar um

ponto préoximo.

O elemento chave destes exemplos é que uma variedade de dimensao n localmente

se “parece” com o R™. A nocao intuitiva de “parecido”, é formalizada como

Definigao 2.2.1. (LEE, 2010) Dois subconjuntos do espagos euclidianos U C RF V C R®
sao topologicamente equivalentes ou homeomorfos se existe uma correspondéncia

bijetiva ¢ : U — V tal que ambos ¢ e sua inversa sao mapas continuos.

A correspondéncia ¢ é chamada um homeomorfismo. Diremos que um subcon-
junto M de algum espaco euclidiano R* é localmente euclidiano de dimensdo n se todo
ponto de M tem uma vizinhanga em M que é topologicamente equivalente a uma bola

no R™.

A partir da Defini¢ao 2.2.1 podemos pensar que uma n-variedade é um subconjunto

de algum espaco euclidiano R¥ que é localmente euclidiano de dimensao n.

Considere duas superficies no espaco tridimensional, uma esfera e um cubo. Deveria
nao ser dificil se convencer de que o cubo pode ser continuamente deformado na esfera
sem ser rasgado. Com um pouco mais de trabalho, é possivel ver como a superficie de um

toro pode ser continuamente deformada na superficie de uma xicara.

/ N \‘] Dy G::ff?ﬁ\
| | 5

\E__ // | \_/ \-_-J J

Figura 19: Ilustracao da deformagao do toro em uma xicara.

Com um pouco de reflexao é facil se convencer que nao existe homeomorfismo
de uma esfera em um toro: tal mapa teria que formar um “furo” na esfera, e assim nao

poderia ser continuo.
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E relativamente simples provar que duas variedades sdo topologicamente equiva-
lentes uma vez que vocé se convenceu disso intuitivamente, basta escrever um homeomor-
fismo explicito entre elas. O que é muito mais dificil é provar que duas variedades nao
sao homeomorfas - mesmo quando parece “evidente” que elas nao sao, como no caso de
uma esfera e um toro. Afinal é necessario mostrar que ninguém poderia encontrar um tal

mapa.

Uma importante definicao em topologia é a de invariante topolégico, que é
uma propriedade que nao se altera por homeomorfismos. Ele pode ser uma propriedade
geométrica do espago, um niimero associado a um espago ou um sistema algébrico como um
grupo, um anel ou um moédulo. A maneira usual para provar que duas variedades nao sao
topologicamente equivalentes é encontrando invariantes topologicos. Se duas variedades

tém diferentes invariantes, elas ndo podem ser homeomorfas, (LEE, 2010).

Para encerrar a segao apresentaremos a defini¢ao usual de espaco topologico. Como
desejamos obter invariantes que nao se alteram sob os homeomorfismos, precisamos de
uma espécie de “espago” sem distancias em que func¢oes continuas fagcam sentido. Devemos
refletir que que um homeomorfismo entre o espagos métricos nao necessariamente preserva
distancia, tome como exemplo o homeomorfismo entre duas esferas de diferentes raios. Por
exemplo a area que uma circunferéncia delimita (ou o volume de uma esfera) nao é um
invariante topologico, pois se temos duas circunferéncias com tamanhos de raios diferentes,

temos diferentes valores para as areas. Motivado por essa necessidade temos,

Definigao 2.2.2. (LEE, 2010) Se X é um conjunto, uma topologia em X € uma colegao

T de subconjuntos de X satisfazendo as sequintes propriedades:

1. X e 0 0 sao elementos de T .

2. T ¢é fechado sob intersecoes finitas: Se Uy, ..., U, sao elementos de T, entdo a

indersecao deles Uy N ---NU, € um elemento de T .

3. T € fechado sob uniao arbitrdaria: Se (Uy)aca € alguma familia de elementos de T

(finita ou infinita), entao sua uniao \J,c, Ua € um elemento de T.

Um par (X, 7T) consistindo de um conjunto X com uma topologia 7 em X é cha-

mado um espago topolégico.
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A topologia usual do R™ sao os abertos, para dimensao 1 temos os intervalos, para
dimensao 2 sao os circulos de centro e raio dados (ou retangulos, podemos pensar A x B,

com A e B intervalos abertos), e assim por diante. Sao exemplos de espagos topolégicos:

e O intervalo unitéario, I C R, definido por

I=0,1]={zeR|0<zx<1}

e Para o inteiro nao negativo n, a bola unitaria aberta de dimensao n é o subconjunto
B"™ C R™ definida por
B"={zeR"| |z| <1}
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3 Espacos Contrateis

3.1 Espacos Digitais e Operacdes

Um espago digital G é um grafo simples G = (V, W), em que V' é um conjunto
finito ou enumeravel de vértices (ou pontos), V = {vy,vs,...,v,,...} e um conjunto de
arestas W = {(vpv,),...} CV x V, (EVAKO, 2015).

Segundo Evako (EVAKO, 2015), nogoes como conectividade, adjacéncia, dimensi-
onalidade e distancia em um grafo G estao completamente definidas pelos conjuntos V' e
W. Ja vimos que a conectividade (Definigao 2.1.3), adjacéncia e distancia entre vértices
(Definigao 2.1.2) dependem exclusivamente dos conjuntos de vértices e arestas, mas para

dimensao precisaremos do conceito de vizinhanga que veremos adiante.

Dado um espago digital G = (V, W) utilizaremos as notagoes v, € G e (v,v,) € G
se v, € V e (v,v,) € W, respectivamente, se isso nao ocasionar qualquer confusao. Como
estaremos apenas utilizando subgrafos induzidos por um conjunto de vértices, usaremos

apenas subgrafo para um subgrafo induzido e o denotaremos por H C G.

Para exemplificar as Definicoes 3.1.1 e 3.1.2 utilizaremos o grafo abaixo.

(2

U3
vy
V), 11
6 A 8 - I
V12
o—o—o
v13 i V14

V0 g

(%)

Figura 20: Grafo utilizado em algumas defini¢oes ao longo do Capitulo.

Definicao 3.1.1. Seja G um grafo e H C G, a operagao diferenca denotada por G — H,
€ o subgrafo de G obtido a partir da eliminagdo de todos os vértices pertencentes a H,

Juntamente com as arestas que incidem em cada um dos vértices retirados.
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a H, G- H

P ),
o vy v vy

b
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=

V10 Vg

Figura 21: Ilustracdo da operagao diferenca.

G H, G- Hy

(2

:
f
Vg V11

*— V16

V12

o
v13 V14 o

V15 *——o
V10 i v10 g

Figura 22: Tlustracao da operagao diferenga.

Note que na Figura 21 o grafo resultante é conexo, mas na Figura 22 o grafo é
desconexo. Isso nos diz que a operacao diferenga pode desconectar o grafo GG, o resultado

de G — H ser conexo ou desconexo depende apenas do subgrafo H.

Definicao 3.1.2. (EVAKO, 2015) Sejam G = (Vg,Wg) e H = (Vyg,Wg) dois grafos

com conjuntos disjuntos de vértices, Vg e Vg, a soma G & H € o grafo

S = Ve UV, WeUWg)U A)

com Ay = {{vi,vj}v; € Vo ev; € Vg}. Isto €, o grafo obtido na operagao contém uma
copia de G e uma copia de H além de arestas que conectam todos os vértices de G a todos

0s vértices de H.
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Gy H,

8
=
S
57
=
>
IS
®

a ° ¢ Gy Hy
C
b
& u A ’
e

Figura 23: Exemplos da operagdo soma entre grafos.

Proposicao 3.1.3. Dados os grafos Gy = (Vo , W, ), Ga = (Vay,, We,) € Gs = (Via,, Wes)-
Sao propriedades da operagdo soma:

(a) Gi® Gy =G ® Gy

(b) G1 o, (GQ o, G3) = (Gl D GQ) SP) G3

[ustramos na Figura 36 o resultado da Proposigao 3.1.3, item (b).

Gl b G (Gl [S] Gz) (S G3

Gy G G <]

G2 @ Gy G & (Go Gy)

& &

Figura 24: Exemplo da associatividade da operagao soma.

Demonstracao.
(a) Gi® Gy =G d Gy

Decorre imediatamente da defini¢ao, pois
G1 e, G2 = (VGl U VGQ, (WG1 U WGQ) U Al) = (VG2 U VGU (WG2 U WGl) U Al) = G2 () G1

com Ay = {v; € Vg,,v; € Vi, | viv; é uma aresta }. Estamos também utilizando o fato
de que a uniao de conjuntos é comutativa.
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(b) G1 @ (G2@ G3) = (G1 D Ga) DG

Sejam
G18Ge = (Vg UV, We,UWe, )UA;), com Ay = {v; € Vi,,v; € Vi, | v;v; é€ uma aresta }

Ga®Gs = (Va,UVa,, (W, UWe, )UAs), com Ay = {v; € Vg, v € Vi, | vju, € uma aresta }

Temos entao que,

G1® (G2 ®G3) = (Va, U (Vg UVg,), We, U(We, UWe, UAy) U As)
com A; = {v; € Vg, v, € (Vig, UVg,) | viv, € uma aresta }

(G1®G2) ®Gs = ((Va, UVg,) U Vg, (We, UWe, UA)UWe,) U Ay)

com Ay = {vs € Vg, UVi,), v € Vig, | vsvx ¢ uma aresta }

Devemos notar que os conjuntos dos vértices de Gy & (G2 @ G3) e (G1 & G2) & G
sdo os mesmos, mas nao esta claro que os conjuntos (Wg, U (Wg, U We, U Ag) U A3) e
(We, UWg, UA;)UWe,) U Ay) possuem as mesmas arestas. De fato, é suficiente mostrar

que os conjuntos A, U Az e A; U Ay sdo iguais.

Uma aresta pertencente a A U A3 é tal que suas extremidades sao:

e Ou um vértice de Vg, e um vértice de Vg,;

e Ou um vértice de Vg, e um vértice de Vi, U Vi,

Segue que,

ab € Ay U Az < ab e Ay ou ab € A;

abe Ay = ac Vg, ebe Vg,
<~

ab€A3:>a€VG1eb€VG2UVG3
@GGVGIUVGzebEVGQUVGs

OuaeVg ebe Vg,
<4 OuaeVg ebe Vg,
OuaeVg ebe Vg,.
De modo analogo, considerando uma aresta cd € A; U Ay, é possivel concluir que ¢ €

VGl U VG2 ede VG2 U VG3.

Do fato das arestas ab e cd serem, respectivamente, as mesmas que ba e dc, podemos
entao concluir que A, U A3 C Ay U Ay e A; U A, C Ay U As, que implica a igualdade que

queriamos demonstrar. ]
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3.2 Espaco Contratil

As proximas definigoes sao a chave para que possamos estruturar o estudo da
Topologia Digital, via Teoria dos Grafos, pois sera a partir delas que seremos capazes de

estudar as Variedades Digitais e suas principais propriedades topologicas.

Definigao 3.2.1. Chamaremos vizinhanga (ou borda) de um vértice, o subgrafo O(v) C

G contendo todos os vértices adjacentes a v (exceto o proprio v). A bola de um vértice v,
¢ o subgrafo N(v) C G =v @ O(v).

Para ilustrar a vizinhanca e a bola de um vértice, utilizaremos novamente o grafo

apresentado na Figura 20.

o (’U:s)

vy V4 on
C

“II—\
Vs

vy

N(vs)

u vy
.v

U2 3

U5

Figura 25: Exemplos de borda e bola de um vértice.

G O(vn)

U17

V10 vy L

V16

Figura 26: Exemplos de borda e bola de um vértice.

Por conta das observagoes a seguir, disponiveis em (SMYTH; WEBSTER, 2007),
preferimos adotar a defini¢ao de dimensao apresentada em (KNILL, 2012).

Uma das principais intuigoes sobre a dimensao é que a dimensao de um espaco
deve ser maior que a das partes do espaco. Uma adaptagao demasiada literal do conceito
de fronteira topoldgica resultara, numa dimensao muito elevada para espacos discretos

que sao simples. Mesmo a abordagem cuidadosa de Evako, resulta em uma dimensao
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incrivelmente “alta” para nossos modelos espaciais basicos. Assim como na topologia,

esperalnos:

e Que a fungao dimensao dim seja um invariante topologico.
e Que a dimensao do n-cubo seja n.

e Monoticidade: Se X é um subespago (subgrafo induzido) de Y, entdao dim(X) <
dim(Y").

Temos entao,

Definicao 3.2.2. Seja G um grafo, sua dimensao é dada por

. 1 .
dim(G) =1+ G > " dim(O(v))

veV
com dim(0) = —1.

Grafos do tipo ciclo e arvores sao exemplos de grafos de dimensao 1, ja um triangulo
possui dimensao 2. Em geral, um grafo completo K,, possui dimensao n — 1. A dimensao

é definida para qualquer grafo, mas pode acontecer de ser uma fragao.
Chamaremos de grafo trivial o grafo que possui um tnico vértice.

Definicao 3.2.3. (EVAKO, 2015) Um grafo G é chamado contrdtil, se ele pode ser
convertido para o grafo trivial por exclusao sequencial de vértices simples. Um vértice
v € G € dito stimples se sua vizinhanga, O(v), € um grafo contrdtil. Uma aresta (vu) € G

é dita simples, se O(vu) = O(v) N O(u) € um grafo contratil.

A primeira observacao a ser feita é que essa definicao é recursiva, isto é, determinar
se um grafo é ou nao é contratil, requer que tenhamos uma sequéncia de delecao de vértices
simples e que se encerra quando obtemos um grafo contendo um tnico vértice, mas so
sabemos que determinado vértice é simples se sua vizinhanca for um grafo contratil. Note
que se um vértice v possui grau 1, isso nos diz que ele possui um tnico vizinho, entao o

vértice v é simples.

As proximas figuras ilustram o procedimento de investigacao para concluir se um

grafo é contréatil.

eh o O(a) — Contratil — G — {a} Contratil O grafo Gy é contratil.
[ ] [ ]
b b

o(b)

Y [ ]
a

Contratil —— G — {b} Contratil O grafo Gy é contratil.

Figura 27: Tlustracao da investigagao se Ky é contratil.
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Gy O(a) — Nao € contratil. —— Verificar outro vértice.
°
c

O(b) — Contratil — G1 — {b} —— Contratil

b O grafo Gy é contratil.
Figura 28: Tlustracao da investigacdo de um grafo contratil.
G
& O(a) — Contratil — Gy — {a}— Contratil
b b e
-« -
¢ O grafo Go é contratil.
b
Figura 29: Ilustracao da investigagao se K3 é contratil.
G.‘i
vl L
O(v1) —— Contratil —— G3—{v;} — = Contratil
Vo V2
7 7
A v3 V3 O grafo Gs é contratil.
U3 U

Figura 30: Ilustracao da investigacao se K, é contratil.

O(v1) =2 O(vy) — Verificar se O(vy) é contratil. — G4 — {v1} — Contratil

1 4 O(vs3) = O(g) O(v2)

Gy
vy
v v
3 vy vs vy U
ou ° o o
® ° ° U2 U3 g
U3 v W o, o
Contratil Nao é contratil.
Pode remover vs ou vy, em O(vy).
v3 22 N

O(v1) — {3} é contratil. = O(vy) é contratil.

Vo N

O grafo G4 é contratil.

Figura 31: Ilustracao da investigagao se vy & L3 é contratil.
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E S O(v1) = O(vg) — Nao é contratil.

U3 U5 vy
*—o—0 o—o—o
V2 Vg V6

s v
\‘,// O(v9) =2 O(v3) =2 O(vg) =2 O(v7) — Contratil
vg

Figura 32: Tlustracao da investigacao de um grafo nao contratil.

Nas proximas figuras apresentamos mais exemplos de grafos, com a experiéncia

adquirida nos exemplos anteriores, podemos concluir que sao contrateis.

GF) G(; G7 G8 B
(1 U1 U1 U1
/l\ A
o a1
U3 V2 1y vy vy vy vs vy vz Uty s U5

Figura 33: Exemplos de grafos contréteis.

Gy Gho Gu G2
U1 U1 U1 U1
() U3 vy Us Vo Vs V2 Vs Vo s
Figura 34: Exemplos de grafos contréteis.
Ghs G

,
Gy G5
U1 v 01
Vs vy vy s U2 U3 Uy Us U2 U3 vy Us

Figura 35: Exemplos de grafos contréteis.

Delecoes e colagens de vértices e arestas simples sao chamadas transformacgoes
contrateis. Os grafos G e H sao chamados homotopicamente equivalentes ou sim-

plesmente homotoépicos se um deles pode ser convertido no outro por uma sequéncia de
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transformacoes contrateis. Sera justamente através dessa nogao de homotopia que podere-
mos transformar uma n-variedade digital em outra, sem que haja perda de caracteristicas
topologicas na vizinhanga do vértice, isto é, as transformacoes contrateis preservam a

topologia da vizinhanca dos vértices.

Para melhor ilustrar a contratibilidade apresentaremos alguns resultados a res-
peito da possibilidade dos tipos de grafos que apresentamos anteriormente serem ou nao

contrateis.

Proposicao 3.2.4. Todo grafo linha € contrdtil.

Demonstragio. Note que para um vértice v que estd na extremidade da linha, O(v) é o
grafo trivial, e portanto v é simples e pode ser deletado. O grafo resultante é novamente

um grafo linha e podemos repetir o procedimento até obter o grafo trivial. O

Proposicao 3.2.5. Todo grafo estrela € contrdtil.

Demonstracao. Seja G um grafo estrela com centro no vértice v, para qualquer vértice
w € @G, exceto v, a vizinhanga O(w) = v é o grafo trivial. Logo todos os pontos de G,
exceto v sao simples e podem ser deletados um a um, restando apenas v. Assim temos

conseguido nossa sequéncia de delecoes de vértices simples. O

Proposicao 3.2.6. Todo grafo completo é contrdtil.

Demonstrac¢ao. Faremos a prova por indugao em n. Verificaremos para n = 2, pois quando

n = 1 temos o grafo trivial.

Um grafo K, possui apenas dois vértices, v; e v9, conectados por uma aresta.
Temos que O(v;) = vy, ou seja, sua vizinhanca é o grafo trivial, logo v; é um vértice
simples e pode ser deletado. Resta apenas v, que é o grafo trivial e podemos concluir que

K5 é contratil.

Ky Oa)

Figura 36: Ilustracao da contratibilidade de K.

Suponha que o grafo K, ; é contratil, devemos mostrar que K, também sera

contratil.

O grafo K, possui n vértices, que chamaremos de vy, vs,...,v,. Para qualquer

v, € Ky, i=1,...,n, O(v) = K,_1, uma vez que v; esta conectado a todos os demais
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vértices de K, e estes vértices também sao conectados entre si. Sendo assim, v; é um
vértice simples e pode ser deletado. O grafo K, — v;, resultante de K, apos a delegao,
é um grafo completo com n — 1 vértices, K,,_1, que por hipotese de inducao é contratil.

Logo K,, é contréatil. O

Proposicao 3.2.7. Todo grafo drvore é contrdtil.

Demonstra¢ao. Como as folhas do grafo arvore possuem grau 1, a vizinhanga de cada um
desses vértices é o grafo trivial. Podemos remover todas as folhas do grafo original. Basta
repetir o procedimento até que tenhamos um grafo do tipo linha, como ele é contratil,

entao temos o resultado que queriamos. O

Lema 3.2.8. Se G ¢ um grafo do tipo ciclo e |G| > 4, entao G néao é contrdtil.

Demonstrag¢ao. Seja G um grafo tipo ciclo, e |G| > 4. Para qualquer vértice v € G, o
subgrafo O(v) tem dois vértices que nao estao conectados. Um grafo nessas condigoes nao
é contréatil, pois nao ha como deletar qualquer vértice (pois nenhum deles sera simples) e
chegar ao grafo trivial. Sendo assim, G nao possui vértices simples, logo nao podemos ter

a sequéncia de delecoes de vértices simples, implicando que o grafo G nao é contratil. [J
Note que devemos exigir que |G| > 4, pois se |G| = 3, teriamos um K3 que é
contratil pela Proposicao 3.2.6.

Proposicao 3.2.9. Todo grafo roda € contrdtil.

Demonstracao. Se tomarmos como ponto de partida o vértice que se conecta a todos os
demais vértices, chamaremos vy, temos que O(vg) é um ciclo, C,,, que pelo lema anterior
nao é contratil. Para qualquer outro vértice v em um grafo roda, a vizinhanga O(v), é um

grafo do tipo linha com 3 vértices, que sabemos da Proposicao 3.2.4 é contratil. Portanto,

C
O(v) C

Ly

7

Figura 37: Vizinhancas.

um desses vértices pode ser removido.

W,

Realizada a remogao do primeiro vértice, no grafo obtido W,, — {v}, a vizinhanga

O(vo)w,,—{v} € um grafo do tipo linha, L,_q, que é contratil. Portanto vy agora pode ser
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removido. Apo6s a remocao de vy temos precisamente o grafo L, _1, que é contratil e temos

obtido o nosso resultado.

]

Proposigao 3.2.10. Todo grafo bipartido completo K,, ,,, com m e n diferentes de 1, nao

€ contratil.

Demonstracao. Supondo entao que ambos m e n sao diferentes de 1 temos que a vizi-
nhanga O(v), para qualquer vértice em K,,, é desconexa contendo dois vértices. Pelo
mesmo argumento utilizado na demonstracao da Proposigao 3.2.8, o subgrafo O(v) nao é
contrétil. Isso implica que kK, , nao possui vértices simples e nao podemos ter a sequéncia

de delegoes de vértices simples. Logo K, , nao é contratil. O

A restricao m e n diferentes de 1 é exigida poisse m = len # loum # 1e
n = 1, o grafo em questao também pode ser considerado do tipo estrela, e sabemos da

Proposigao 3.2.5 que o grafo é contratil.

3.3 Principais resultados a respeito de Contratibilidade

Temos a seguir um axioma que verificaremos para grafos com um pequeno niimero

de vértices, mas que sera fundamental para demonstragao da Proposicao 3.3.1.

Axioma 1. (IVASHCHENKO, 1994) Em um grafo contrdtil G existem dois vértices,

u,v € G nao adjacentes tais que O(uv) € contrdtil.

Na Figura 38 representamos grafos que sao contrateis, em cada um deles existe
pelo menos dois vértices que nao sao adjacentes e tais que a interse¢ao de suas vizinhancas

é contratil.

G1 GQ G3 o
p U1
U1
U7
v v \" /
vs 2 vy V3 vy v 6
O(v2 N v3) O(vg N vy) O(vy Nws) O(v1 Nwg)
° U1 v s U2 v3 Va4 Vs v5 V7
U1
V3 o

Figura 38: Ilustragdo do Axioma 1.



46 Capitulo 3. FEspacos Contrdteis

Como consequéncia imediata do Axioma 1, temos que o fato de O(uv) ser contratil
nos permite acrescentar ao grafo G uma aresta simples conectando os vértices u e v,

obtendo um novo grafo que é homotopico a G.

Gostariamos de chamar a atencao para dois fatos que ilustraremos na Figura 39:
O grafo G5 é contratil, mas nao podemos adicionar a aresta vivg, pois a vizinhanca
O(v1vs) = O(v; Nwg) é vazia. Ja o grafo G ndo é contratil, embora ndo seja possivel
adicionar a aresta vyvg, é possivel adicionar tanto a arestas vov4 € quanto a aresta vsvy.
Em resumo, se um grafo é contratil nao é verdade que dados quaisquer dois vértices
podemos adicionar arestas simples e, se for possivel fazer colagem de aresta simples em

um grafo nao podemos concluir que ele é contréatil.

Gs G
U1 U1
(%
U3
(% U7

(3 (O]
O(Ul N U6) =0 O(US N U7)
o——0
%1 Vg Ug

Figura 39: Ilustracao do Axioma 1.

Proposigao 3.3.1. (EVAKO, 2015)

(a) Seja G um grafo e v um vértice (v ¢ G). Entao, v® G € um grafo contrdtil.
(b) Se K,, € um grafo completo, entio K, & G € um grafo contratil.

(c) Seja G um grafo contrdtil e S(a,b) um grafo desconexo com apenas dois pontos a e
b. Entdo, S(a,b) ® G € um grafo contratil.

Demonstracao.

(a) Se G é contratil, v @ G também sera, pois O(v) = G, que implica v ser um vértice
simples, podendo ser deletado. Feito isso, nos resta o grafo G' que é contratil e temos

entao o resultado desejado. Se GG nao é contratil, ja verificamos anteriormente que se
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|G| < 4, os grafos do tipo v® G sdo contrateis (Figuras 27, 28, 29, 30, 31, 33, 34, 35).
Faremos indugao na quantidade de vértices de G. Suponha que se |G| = n, entao
v @& G é contratil, mostraremos que se |G| = n + 1 o resultado também se verifica.
No grafo v @ G existem vértices a; e as que nao estao conectados, mas a vizinhanca
O(ajaz) em v@& G é justamente v® (O(araz))g. Como |(O(aras))¢| < n+1, segue da
hipotese de inducao que O(ajaz) é contratil. Sendo assim podemos entao adicionar
a aresta simples ajas no grafo v @ G. Repetindo o procedimento até que todos os
vértices em v & G sejam adjacentes obteremos o grafo completo K, .5, sabemos da

Proposicao 3.3.1 que ele é contratil, e obtemos o resultado desejado.

(b) Dados o grafo G e os vértices ki, ks, . . ., k, sabemos que k; @ G é contratil, pelo item
(a). Pelo mesmo motivo k; @ ke @ G é contratil e (ki1ky) = Ks. Pela associatividade

da operacgao soma temos que k1 ko & --- Dk, G = K, ® G & contratil.

(c) Note que O(a) = G que é contréatil, logo o ponto a é simples (analogo para o vértice
b), e pode ser deletado. O grafo resultante serda b @ G' que é contratil pelo item (a),
logo S(a,b) ® G & contratil.

Proposicao 3.3.2. (EVAKO, 2015) Qualquer grafo contrdtil é conexo.

Demonstracao. Suponha, que um grafo contratil seja desconexo. Deletando todos os seus
pontos simples, jamais chegaremos ao grafo trivial. O méaximo que pode ocorrer é que em
cada componente seja possivel realizar as delegoes de vértices simples, chegando ao grafo
trivial em cada. Mas desse ponto em diante nada podemos fazer, pois a vizinhanca de
cada um destes é vazia. Temos entao um absurdo. Logo se um grafo é contratil, tem que

Ser conexo. OJ

Definigao 3.3.3. (IVASHCHENKO, 1994) Se um grafo G € do tipov® H, H C G, G ¢

chamado cone.

G1 U%BGl

>
i .

Figura 40: Exemplo de grafo do tipo cone.
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Note que na definicao nao fazemos qualquer exigéncia em relacao a estrutura de

O(v). De fato os grafos do tipo roda s@o casos particulares dos grafos cone.

Cy W, =v® C,

Figura 41: Grafos do tipo roda sao do tipo cone.

Lema 3.3.4. (IVASHCHENKO, 199/) Todo grafo cone é contratil.

Demonstracao. Pela definicao de grafo cone, temos o resultado como consequéncia ime-
diata da Proposigao 3.3.1, item (a). ]

Lema 3.3.5. Se v € simples em G, u € simples em G —v e u ¢ O(v). Entao u € simples

em G.

Demonstra¢ao. Como u ¢ O(v), significa que a aresta (uv) ¢ G, entdo O(u) € G —v é o
mesmo que O(u) € G, como u é simples em G — v entao O(u) é contratil, logo u é simples
G. O

Proposigao 3.3.6. (IVASHCHENKO, 199}) Seja G um grafo contrdtil com cardinalidade

|G| > 1. Entao |G| tem pelo menos, dois vértices simples.

Demonstracao. Note que se G é um cone, entao sabemos da Proposi¢ao 3.3.1 que G é
contratil e na demonstracao obtivemos pelo menos dois vértices simples. Perceba que
considerar G sem ser cone também cobre caso dele ser completo. Suponha que G' é um
grafo diferente de um cone. Sejam vy, vs, ..., v, os vértices de GG. Considere o vértice vy,
pelo Axioma 1 temos um vértice v; que nao é adjacente a vy tal que O(vy,v;) é contréatil,
dessa forma podemos colar a aresta vy, v;, que serd simples. Repetiremos esse procedimento
até que todos os vértices de G fiquem conectados a v;. Perceba que o tltimo vértice da
sequéncia a ser conectado a vy, digamos que tal vértice seja vy, é simples em G, pois
v, estard conectado a vq, e teremos construido um grafo homotopico a G, que é do tipo
v @ H, em que H é o subgrafo de G a partir da colagem de arestas simples. Isto é, teremos
feito v; @ H, a partir da colagem de arestas simples. Logo, pelo Lema 3.3.4 O(vy) sera

contratil e portanto vy é simples.

Repetindo o nosso procedimento de colar arestas simples, partindo agora do vértice
v, obteremos um outro vértice simples de G, digamos v;, tal que v; # v;, e assim temos

0 nosso resultado.
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]

Corolario 3.3.7. (IVASHCHENKO, 1994) Sejam G um grafo contrdtil e v um vértice de
G tal que O(v) # G —v. Entao existe pelo menos um vértice simples em G nao adjacente

av.

Demonstracao. A demonstragao é analoga a da Proposicao anterior se fizermos v = v;. [

Proposicao 3.3.8. (IVASHCHENKO, 1994) Seja H um subgrafo contrdtil de um grafo

contrdtil G, com H # G. Entao eziste um vértice simples v € G, tal que v ¢ H.

Demonstracao. Colaremos um vértice  a G de modo que O(x) = H, dessa forma x é
um ponto simples, e o grafo obtido M = G U {z} é contratil (pois adicionamos ao grafo
G um vértice simples). Pelo Corolario 3.3.7, sabemos que existe um vértice v € M néo
adjacente a x tal que v é simples. Por construgao todos os vértices de H estao conectados

a z, sendo assim v ¢ H, e temos o nosso resultado.

]

Proposigao 3.3.9. (IVASHCHENKO, 1994) Seja H um subgrafo contrdtil de um grafo
contrdtil G. Entao, H pode ser transformado em G por colagem sequencial de vértices
simples (equivalentemente, G pode ser transformado em H por exclusio sequencial de

pontos simples).

Demonstracao. Tal como fizemos na demonstragao anterior, construiremos o grafo M =
G U {z}. Conectaremos todos os vértices de G ao vértice z, sendo todas essas arestas
simples. Note que colar tais arestas em M é equivalente a colar vértices simples a H
de modo a obter G. Quando o ultimo vértice v; € M for conectado a x no grafo M,
equivalentemente, o mesmo v; for colado a H, teremos transformado H em G, e vice-

versa. O

Proposicao 3.3.10. (IVASHCHENKO, 1994) Sejam G grafo contrdtil e v um de seus

vértices. Se G — v € contrdtil, entao v é um vértice simples.

Demonstragio. Note que se O(v) = G — v, terfamos por defini¢do que v é um vértice
simples, pois por hipétese G — v é contratl. Suporemos que O(v) # G — v. Suponha que
o resultado ¢ verificado para G quando |G| < n. Considere o grafo contratil G, tal que
|G| =n+ 1, com o subgrafo contratil G — v, e tal que O(v) # G — v. Sabemos que existe
um vértice simples, u € G, ndo adjacente a v, isto é, O(u) ¢é contratil e u ¢ O(v). Segue
que, O O(v) € G—wu é o mesmo que O(v) € G, pois u e v nado sdo adjancentes. Da mesma,
forma O(u) € G — v é o mesmo que O(u) € G. Como G —u e G — v sao ambos grafos
contrateis, e |G — u| = n, sabemos que v é simples em G — u. Logo, v serd simples em

G. ]
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Proposicao 3.3.11. (EVAKO, 2015) Sejam grafos G e H homotdpicos. G é conexo, se

e somente se, H é conexo.

Demonstragcao. Claramente colar vértices ou arestas simples nao faz com que um grafo
se desconecte. Para a remocao de vértices simples devemos recordaer que a vizinhanga do
vértice em questao deve ser conexa (Proposigao 3.3.2), assim em toda remogao de vértice
simples nao é possivel remové-lo e desconectar o grafo. O mesmo argumento é valido para
as arestas simples, pois se uma aresta quando removida desconectar o grafo implicaria que
as vizinhancas dos vértices de suas extremidades possuem intersecao vazia, logo a aresta

em questao nao poderia ser simples. O

O que a Proposicao 3.3.11 nos diz é que as transformacoes contriteis preservam a

conexidade de grafos que sao homotopicos.

3.4 Caracteristica de Euler

Como dito antes, uma boa maneira de distinguir as variedades é através dos in-
variantes, nossas Variedades Digitais estao nos aguardando no Capitulo 4. Utilizaremos
como invariante a Caracteristica de Euler, para melhor entendimento trataremos alguns

exemplos e explicaremos sua relagao com as transformagoes contrateis.

Denotaremos por G, o conjunto dos subgrafos completos com k + 1 vértices do
grafo GG. Os elementos de G, também sao chamados cliques do grafo. Por exemplo, Gy
¢ o conjunto dos vértices de G, G; ¢ o conjunto das arestas de G e Gy é o conjunto dos

triangulos de G. Denotando a cardinalidade do conjunto GGy por g, temos que

Definicao 3.4.1. (KNILL, 2012) A caracteristica de Euler de um grafo G é dada por

—+00

k=0

sendo g quantidade de subgrafos completos de G com k + 1 vértices.

A caracteristica de Euler dos grafos do tipo linha, estrela e arvores sempre seré
igual a 1, como nesses grafos nao temos cliques de tamanho maior que 2, para calcular a
caracteristica de Euler sempre teremos a diferenca entre a quantidade de vértice e arestas,
isto é, a diferenca entre a quantidade de K; e a quantidade de K. Isso sempre seré igual

al.

Para os grafos do tipo roda W,,, temos n + 1 vértices, 2n arestas, e n tridngulos,
logo x(W,)=n+1—-2n+n=1.

Para os grafos do tipo ciclo, com mais de 4 vértices, sempre temos o mesmo nimero

de vértices e arestas logo a caracteristica de Euler desses grafos sera igual a 0, uma vez
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que eles também nao possuem cliques de tamanho maior que 2. A restricao do ntimero
de vértices é justificada porque se temos um Cj, ele possui como subgrafos completos 3
vértices (K1), 3 arestas (K3) e 1 tridngulo (K3), logo a caracteristica de Euler de um Cj

serd 1. Recorde que um grafo C3 também é considerado um Kj.

Sabemos que os grafos do tipo ciclo, com 4 ou mais vértices nao sao contrateis, ja os
grafos do tipo linha, estrela, arvores, roda sao contréteis e destes todos tem caracteristica
de Euler igual a 1. A relacao entre a caracteristica de Euler e a contratibilidade é dada

por.

Teorema 3.4.2. (IVASHCHENKO, 1993) A caracteristica de Euler de um grafo contratil

€ wgual a 1.

Teorema 3.4.3. (IVASHCHENKO, 1993) A caracteristica de Fuler de um espago ndao

se altera sob transformagoes contrdteis.

Para as demonstragoes dos teoremas precisaremos de alguns resultados prelimi-
nares, antes disso faremos alguns comentarios. Uma importante nogao que devemos ter
a respeito dos invariantes, nesse caso a caracteristica de Euler, é que se temos dois es-
pacos digitais (grafos), calculamos a caracteristica de cada um deles e os resultados sao
diferentes entao nao temos a equivaléncia dos espacos, isto é, nao podemos transformar
um grafo no outro utilizando as transformacoes contrateis. No entanto, a reciproca nao é
verdadeira, se os resultados da caracteristica de Euler de dois espacos digitais coincidem

nada podemos afirmar.

Por esse motivo, perceba que o Teorema 3.4.2 nos fornece uma condigao necessaria
mas que nao é suficiente para “atalhar” a investigacao da contratibilidade de um espago. Se
desejamos saber se um espago digital G é contréatil, podemos calcular x(G), se x(G) # 1,
entdo o espago nao pode ser contratil, conforme o Teorema 3.4.2. Se x(G) = 1 nada
podemos afirmar, devemos de fato procurar pela sequéncia de vértices simples que apos

a sucessiva dele¢ao nos fornega o grafo trivial.

Seja G um grafo. Denotando por n; a quantidade de subgrafos completos de G

com k vértices. O vetor

f(G) = (n17n27 s 7ns)
é o f-vetor do grafo G.

Lema 3.4.4. A caracteristica de Euler de um grafo completo € igual a 1.

Demonstracao. A prova segue facilmente por indugao. O]

Lema 3.4.5. A caracteristica Fuler de um grafo do tipo cone, a & G, € igual a 1.
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Demonstracao. Seja f(G) = (n1,ng,...,ns) o f-vetor de G. Claramente, qualquer sub-
grafo completo K,, em G pode ser convertido em a & K,, = a ® K1 em a & G. Dessa
forma, o f-vetor de a ® G serd f(a ® G) = (ny + 1,n9 +nq,...,ns + ngs_1,ns). Com isso

teremos que a soma alternada da caracteristica de euler de a & G sera igual 1. ]

Sejam G um grafo e ay, a2 ¢ G, o grafo a; @ (as & G) — {(a1a2)} serd denotando
por (ay,az) ® G.

Lema 3.4.6. Seja G um grafo. Entao x((a1,a2) ® G) =2 — x(G).

Demonstragao. Seja f(G) = (ny,ng,...,ns) o f-vetor de G. Qualquer subgrafo completo
K, de G se transformara em dois subgrafos em a; & K,, e as ® K, no grafo (a;,as) ®G.

Desse forma o f-vetor de (ay, a2) & G sera da forma
f((a1,a2) ® G) = (ny 4 2,m9 + 204, ..., g + 2041, 1)
que implica que a caracteristica de Euler de (aq, as) ® G sera dada por

X((a1,a2) ® G) = 2 = x(G).

Do Lema 3.4.6 segue o seguinte corolario:

Corolario 3.4.7. Se x(G) =1, entdo x((a1,a2) ® G) = 1.

Sejam G um grafo e H um subgrafo de G, H C G. A conexao entre o f-vetor e a

caracteristica de Euler é dada pelas seguintes propriedades:

(1) f(H) = (my,mg,...,m,)
(2) f(G) = (n1+my,ng +ma,...,ns+my)
(3) x(H) =251 (=) my,
(4) X(G) = 35 (1) (my + mge) = 207 (= 1) () + x(H)
Em que my é o numero de subgrafos completos K} cujos vértices estao em H e

n, € o nimero de subgrafos completos K para os quais pelo menos um vértice nao se

encontra em H.

Demonstrac¢ao. Primeiramente vamos descrever o conjunto S composto por grafos contra-
teis, comegando do grafo trivial e aplicando as operagoes remover /colar vértices simples e
remover /colar arestas simples. Suponha que temos este conjunto S, S = (G, G, ..., G,)

e a caracteristica de Fuler para qualquer grafo do conjunto S é 1.
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1. Seja G = G, e G; C G,. Como x(G,) = x(G,) = 1, das propriedades (1) — (4)

podemos escrever Y, (—1)**!

ng. Cole o vértice a ao grafo G; de modo que O(a) =
G). Obteremos o grafo U, com U = {a}UG,. Observe que todo K, pertencente a GG; é
transformado em K, ,; e os demais permanecem sem alteracao. Consequentemente,
os nimeros ng em (1) — (4) sdo mantidos. Como a & G é contratil e x(a ® G)) =1,
pelo Lema 3.4.5, entao

S

X{a}uG) => (=) + x(a @ Gy) = x(G) =1

k=1

2. Suponha que escolhemos o grafo G,,, G, = U, e a € U de tal modo que O(a) = G;.

Das propriedades (1) — (4), podemos escrever:

X(U) =x(Gi) =x(asd G)) =1

s

Z(—l)kﬂnk =x(U) =x(a® G) =0
k=1
Agora, delete o vértice a. O grafo U passa a ser o grafo U — {a}, seu subgrafo a ® G,

passa a ser (G;. Vemos que todos os niimeros ny sao mantidos. Consequentemente,

S

XU = {a}) = (1) + x(G)) = 1.
k=1
3. Sejam G = G, aj,az € G, e O(ayaz) = G. Como antes, G,, e G, pertencem a S,
logo x(G,) = x(G;) = 1. Do Lema 3.4.6, teremos

s

D (=D g = x(Gn) = x((a1,a2) © Gy) =0

k=1
Coloque a aresta (ajaz) em G,. Obtermos o grafo U, U = G, U {(ajaz2)}, com
subgrafo a; & (as @ G)). Do Lema 3.4.5, x(a; ® (as @ G;)) = 1. Como nos niameros

precedentes ny; nao sao alterados. Segue que,

s

X(Go U f(@1as)}) = D> (=1 np + x(a1 ® (a2 @ G)) = 1.

k=1

4. Suponha que escolhemos o grafo contratil G,,, G, = U, e dois de seus vértices
adjacentes a; e ag, tais que O(ajaz) = G seja um grafo contratil, x(G,) = x(G;) =
1. Como a; @ (az @ G)) é subgrafo de G,,, pelo Lema 3.4.5, é contratil. Logo, das
propriedades (1) — (4), temos

S

Z(_1>k+1nk‘ = X(Gn) — x(a1 ® (a2 ® Gy)) = 0.

k=1
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Agora, delete a aresta ajas. O grafo G,, passa a ser o grafo G, — {(a1a2)}, seu
subgrafo a; @ (a2 @& G;) passa a ser (a1, as) @& Gy, 0s nimeros ny sdo mantidos. Segue

do Lema 3.4.6,

S

X(Gr = {(a1a2)}) = D (=) e + x((ar,02) ® G1) = 1.

k=1

]

Finalizada a demonstracao do Teorema 3.4.2, vamos para a do Teorema 3.4.3 que

também se darda em quatro etapas.

Demonstracao. 1. Sejam G um grafo e G; um subgrafo contratil, G; C G. Das propri-
edades (1) — (4), temos

S

X(G) = (=1 g+ x(G), x(Gr) =1

k=1

Colando um vértice a a GG, de modo que O(a) = GG, nao mudamos 0s NUMeros 7y.
Obtemos o grafo G U {a} com subgrafo a & G; (que é contratil). Pelo Lema 3.4.5,
x(a ® Gy) =1, logo

s

X(GU{a}) = (1) + x(a ® G1) = X(G).
k=1
2. Sejam U um grafo e G; um subgrafo contratil, G; C U e x(G,;) = 1. Das propriedades
(1) — (4), temos

S

X(0) =Y (1) + x(a© Gy), x(a®G)) =1
k=1
Delete o vértice a. O grafo U passa a ser U — {a}, o subgrafo a @& G, passa a ser G

e os nimeros ng nao sao alterados. Como x(G;) = 1, temos

s

X(U = {a}) =Y (=) n+ x(Gr) = x(U).
k=1
3. Seja U um grafo e aj,ay € U dois vértices adjacentes tais que O(ajaz) = G;. Das

propriedades (1) — (4), temos

S

XWO) = (=1 g+ x(a @ (@ ®G), x(a @ (a ®Gy)) =1
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Delete a aresta ajas. O grafo U passa a ser U — {(ajaz2}, o subgrafo a; & (as ® G))
passa a ser (ay,as) @& G; e os numeros ny nao mudam. Pelos Lema 3.4.6 e Teorema
3.4.2, se G € contratil, entao (aq, as) ® G também serd, e x((ar,a2) ®G;) = 1. Logo,

S

XU = {(@mag}) = Y (=) g+ x((ar,a2) © Gi) = x(U)

k=1

4. Seja G um grafo, com ay,ay € G vértices nao adjacentes e tais que a intersegao de

suas vizinhangas é contratil, O(ajaz) = G; e x(G;). Das propriedades (1) — (4),

S

X(G) =Y (=D + x((ar,a0) © Gy)
k=1
Como G| é contratil, entao (ay, az) ® G; também sera (Lema 3.4.6 ¢ Teorema 3.4.2)
e x((ar,a2) ® G;). Quando adicionamos uma aresta entre a; e as, os grafos G e
(a1,a2) ® G sao convertidos em GU{(aiaz)} e a1 @ (a2 ® G;), ndo havendo alteragao

nos nimeros 71y,

O grafo a; @ (as ® G}) é contratil, pelo Lema 3.4.5, e x(a1 & (az ® G;)) = 1. Segue

que,

s

X(GU{(ma2)}) = Y (=1 g+ x(a @ (a2 ® G1) = X(G).

k=1
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4 Espacos Moleculares

Seja £ o espaco Euclidiano de dimensao infinita. Tome as coordenadas dos pontos

x, com x € F> como uma sequéncia de niimeros reais

r=(x1,Ta,...,24...) = [x;], 1 €N

Define-se o cubo unitario D C E* como o conjunto no qual cada z € D, com

coordenadas sao [z;], satisfaz

nigxigniﬂ, iGN,niEZ

Desse modo, D é um cubo de dimensao infinita com aresta unitaria, também o
chamaremos de kirpich. A posicao de D em E* é determinada pelas coordenadas da

esquerda. Para um dado kirpich temos:

D= (n,ng,...,n,,...) =[ni], 1€ N

Dois kirpiches sao adjacentes, se eles possuem pontos em comum. A distancia entre
dois kirpiches d(Dy, Dy), D1[n;] e Dy = [m;] é definida como

d(Dy, Dy) = max|n; —my|, i € N

Note que dois kirpiches serao adjacentes se suas correspondentes coordenadas dis-
tinguem em nao mais que 1, ou se a distancia entre elas for 1. Qualquer conjunto de

kirpiches em E*° é chamado de espago molecular e sera denotado por M.

Na pratica o espago euclidiano possui dimensao finita, a utilizacao do cubo de
dimensao infinita é justificada por Fvako (EVAKO, 1995) para possibilitar a cria¢ao de
um elemento universal que nao dependa da dimensao e que seja adequado para descrever
elementos como pontos (dimensao 0), retas (dimensao 1), superficies (dimensao 2), e assim

por diante.

Definigao 4.0.1. (EVAKO, 1995) Seja A uma superficie em E™. O espa¢o molecular
M (A) € o conjunto de kirpiches intersectando A.



58 Capitulo 4. Espagos Moleculares
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Figura 42: Exemplos de curvas em E3, com seus respectivos espacos moleculares e grafos de intersecdo.

Definicao 4.0.2. (EVAKO, 1995) O grafo intersecao G(M(A)) de M(A) serd chamado

de espaco discreto bdsico de A.

Qualquer espago molecular pode ser representado por seu grafo intersegdo G(M),
em que os vértices de G(M) sao cada um dos cubos e quando os cubos forem adjacentes
haveré uma aresta conectando os respectivos vértices. Foi mostrado que qualquer grafo GG

pode ser representado por um espago molecular M (G), tal que G = G(M(G)).

—e o —9 o .—.—.A

Figura 43: Exemplos de diferentes espagos moleculares que possuem grafos de intersegao isomorfos.

Na Figura 43 ilustramos o fato que para um determinado grafo mais de um espago

molecular pode ser construido, existindo um isomorfismo entre tais espacos.

4.1 Espacos cibicos

O n-espaco ctbico euclidiano Q™ é construido como o conjunto do espago euclidiano
E™ dos n-cubos de comprimento lateral L e coordenadas de canto no conjunto X =
{Lxy,...,Lx, : x; € Z}. Por construgao, Q™ particiona E". Um espago cubico é um
conjunto de elementos com o mesmo tamanho e dimensao, abaixo temos exemplos dos

espacos ctibicos euclidiano Q% e Q3.
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L q L

—

>

Figura 44: Exemplos de espacos ctibicos Q2 e Q3.

Diremos que M é um espaco cubico se M é um subconjunto de Q™. Se os n-cubos
u; e u; pertencem a M e u; Nu; # (), entdo u; N u; é uma p-dimensional face, isto ¢ um
p-cubo, com 0 < p <n — 1. A unidao I(M) = |J{w; | u; € M} de todos os n-cubos de M

é chamada a imagem de M € E".

S e

G(M) G(M,) G(M;)

Figura 45: Exemplos de espacos cubicos.

O subespago O(u;) do espago ctiibico M = {uy,us, ...} contendo todos os n-cubos
intersectando u; é chamado a vizinhanga de u; em M, o subespago U(u;) = u; U O(u;)

é chamado a bola de u;.
Seja M = {uy,us,...} um espago cibico. O grafo intersecdo G(M) de M com

pontos {1, z2, ...} é chamado o modelo digital de M se os pontos z; e z; sdo adjacentes

sempre que u; Nu; # 0, isto é, f: G(M) — M tal que f(z;) = u; ¢ um isomorfismo.

Definigao 4.1.1. (EVAKO, 2014) Um espago cibico M = {uy,us,...} € chamado con-
trdtil se ele pode ser convertido para um n-cubo por sequencial dele¢cao de n-cubos simples.
Um n-cubo u; de um espago cibico M = {uy,us, ...} € dito ser simples se sua vizinhanga

O(u;) € um espago cibico contrdtil.

Segue imediatamente da defini¢ao que, (EVAKO, 2014),

Corolario 4.1.2. Seja M um espago cubico contrdtil. Se u é um n-cubo simples de M

entdo o espago cibico M — {u} é contrdtil.
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Proposicao 4.1.3. (EVAKO, 2014) Se M € um espago cibico contrdtil, entiao a imagem

I(M) tem o tipo de homotopia de um ponto no sentido da topologia algébrica.

Antes de verificar a Proposicao 4.1.3 cabe explicar o significado de “ter o tipo de
homotopia de um ponto”. Uma das principais ideias da Topologia Algébrica é considerar
dois espagos sendo equivalentes se eles tém “o mesmo formato” num sentido que é muito
mais amplo do que por homeomorfismos. E bastante comum utilizar as letras do alfabeto

para ter nogoes intuitivas de algumas defini¢oes, reproduziremos aqui as ideias encontradas
em (HATCHER, 2002).

As letras do alfabeto podem ser escritas como unioes de um numero finito de seg-
mentos de reta e curva, ou ainda em formas “grossas” que sao subsuperficies compactas do
plano delimitadas por curvas fechadas simples. Em cada caso, a letra fina é um subespago
da letra grossa, e nés podemos continuamente encolher a letra grossa para a fina. Uma
boa maneira de fazer isso é decompor uma letra grossa, chame-a X, em segmentos de reta
que conectam cada ponto da fronteira exterior de X para um tnico ponto da fina X, como
indicado na Figura 46. Entao, podemos encolher X até obter X, deslizando cada ponto
de X —X até X ao longo do segmento de reta que o contém. Os pontos que ji estao em

X nao se movem.

LLLLIN

Figura 46: Tlustracao de como proceder para obter encolhimento de letras no plano.

Podemos pensar deste processo de encolhimento como tendo lugar durante um
intervalo de tempo 0 < ¢t < 1, entao ele define uma familia de fungoes f; : X — X
parametrizada por t € I = [0, 1], onde f;(x) é o ponto para o qual um determinado ponto

r € X se moveu no momento t.

Seria mais interessante se fi(z) dependesse continuamente de ambos t e z. Isso
sera verdade, temos cada r € X — X se movendo ao longo de seu segmento de reta a uma
velocidade constante, de modo a atingir o seu ponto de imagem em X no tempo t = 1,
enquanto os pontos x € X estao estacionados. Exemplos desse tipo levam a seguinte
defini¢cao geral. Uma retragao por deformacao de um espaco X sobre um subespaco A
¢ uma familia de mapas f; : X — X t € I, de tal modo que fy = 1 (o mapa de identidade),
fi(X) = A, e fi]A = 1 para todo t. A familia f; deve ser continua no sentido de que o

mapa associado X x I — X, (z,t) — f;(x), s@o continuos.

Uma homotopia é qualquer familia de mapas f; : X — Y, t € I, de tal modo
que o mapa associado F' : X x I — Y dado por F(z,t) = f;(x) é continuo. Dois mapas

fo, f1 : X — Y s@o homotdpicos se existe uma homotopia f; conectando-os, e escreve-se
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fo =~ f1. Um espaco que tem o tipo de homotopia de um ponto é chamado contratil. Isso
equivale & exigéncia de que o mapa identidade do espaco é nulo-homotopico, ou seja, é
homotépico a um mapa constante, (HATCHER, 2002).

Demonstra¢ao. A prova é realizada por indu¢do no numero |M|, a quantidade de n-
cubos de M. Para |M| = 1,2,3, a proposigao é claramente verdadeira. Por exemplo, as
imagens de todos os espagos cubicos representados na Figura 43 podem ser encolhidas
continuamente até um ponto. Suponha que a proposi¢ao é valida sempre que |M| < k.
Considere |M| = k, como M é um espago cibico contratil ele contém um n-cubo simples,
chamemo-os de z. Isso nos diz que a vizinhanga de z, O(z), é um espago ctbico contratil, a
bola U(z) = O(xz) Uz é um espago cubico contratil e M — z é um espago cibico contréatil,
conforme a Definicdo 4.1.1. Sem perda de generalidade, suponha que |O(x)| < k — 1.
Entao O(z) é uma retracao por deformacao de O(x) Uz e M — {z}, ou seja, a imagem
I(O(z)Ux) e I(M — {z}) pode ser deformada continuamente na imagem I(O(X)). Isto
significa que a imagem I (M) pode ser deformada continuamente para a imagem I(O(x)).
Uma vez que I(O(z)) tem o tipo de homotopia de um ponto, entdo I(M) tem o tipo de

homotopia de um ponto. O

Definigao 4.1.4. (EVAKO, 201/)

e (s espacos cubicos M e N sdao chamados homotopicamente equivalentes se um
pode ser convertido no outro por uma delecao ou colagem sequencial de n-cubos

simples.

o Um espaco cubico estd comprimido se ele nao contém um n-cubo simples.

Tem-se que um espacgo ctbico contratil comprimido M contém um tnico n-cubo.

Proposicao 4.1.5. (EVAKO, 201/) Se M e N sao espagos cibicos homotopicamente
equivalentes, entao as imagens [(M) e I(N) sao espagos topoldgicos homotopicamente

equivalentes.

Proposicao 4.1.6. (EVAKO, 201/) Seja M = {uy,us, ...} um espago cibico e G(M) =
{1, 29,...} 0 grafo intersecao de M. Se M €é um espaco cibico contrdtil entao G(M) é

um grafo contrdtil.

A prova é realizada por indu¢ao no nimero |M|, a quantidade de n-cubos de M.
Para |M| = 1,2, 3, a proposigao é claramente verdadeira. Por exemplo, todos os espagos
cubicos representados na Figura 43 possuem grafos de interse¢ao contrateis. Suponha que
a proposigao ¢ valida sempre que |M| < k. Considere |M| = k, como M é um espago
cubico contratil ele contém um n-cubo simples, chamemo-os de u. Entao a vizinhanga

de x, O(u), é um espago cubico contratil, a bola U(u) = O(u) Uu é um espago cubico
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contratil e M — u é um espago cubico contratil, conforme a Defini¢cao 4.1.1. Sem perda
de generalidade, suponha que |O(u)| < k — 1. Sejam x o ponto de G(M) associado a
u, O(z) a vizinhanga de x, U(z) = O(x) Uz a bola de 2 ¢ G(M) — x o grafo obtido
deletando = de G(M). Os grafos de intersegdo G(O(u)) = O(z), G(U(u)) = U(zx) e
G(M —u) = G(M) — z s@o todos grafos contrateis por hipotese de indugao. Dessa forma,

G(M) ¢ um grafo contratil.

O préximo corolario segue da Definicao 3.2.3 e da Proposicao 4.1.6.

Corolario 4.1.7. Seja M um espago cubico contratil.

e Se |M| > 1 entao M contém pelo menos dois n-cubos simples.

e Se N C M é um subespaco ciubico contrdtil de M entao M pode ser convertido para

N por delecao sequencial de n-cubos simples.
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5 Variedades Digitais

Nesse capitulo apresentaremos os conceitos de Esferas e Variedades Digitais, para
isso os conceitos e resultados a respeito da contratibilidade vistos anteriormente serao

fundamentais.

5.1 Esferas Digitais

Definicao 5.1.1. (EVAKO, 2015) Uma 0-esfera digital é um grafo desconexo com

apenas dois vértices a e b, denotado por S°(a,b).

Para definir n-esfera digital, n > 0, é utilizada a defini¢ao recursiva:

Definigao 5.1.2. (EVAKO, 2015) Um espago digital conexo M €é chamado de n-esfera
digital, n > 0, se para qualquer vértice v € M, a borda O(v) é uma (n — 1)-esfera e o
espaco M — v € um espago contrdtil. Se M é uma n-esfera digital, n > 0, e v um vértice

pertencente a M. O espaco D = M — v é chamado de n-disco digital.

2

O @

Figura 47: Exemplos de esferas digitais.

Dl—g! D?=82—vy

Figura 48: Exemplos de discos digitais.
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Um n-disco digital pode ser representado pela uniao

D =0D U IntD

Em que 0D = O(v) é uma (n — 1)-esfera e IntD = D — 9D.

Os espacos IntD e 0D sao chamados o interior e a fronteira de D, respectiva-

mente. Daqui em diante, para abreviar espagos digitais, utilizaremos apenas espagos.

D' = dD'U IntD" D} = dD} U IntD? D? = 0D3U IntD3

N s
v

\

Figura 49: Tlustracao de fronteira e interior de discos digitais.

IntD3

oD}
IntD"

A borda O(x) é uma (n — 1)-esfera se o ponto € IntD e a borda O(z) é um
(n — 1)-disco se z € 9D.

Proposicao 5.1.3. (EVAKO, 2015) A soma de (n+ 1) copias de 0-esferas,
in =SV ® GO O 5
€ uma n-esfera.

Demonstracao. A prova sera por inducao sobre n. Para n = 1, a proposicao é claramente

verdadeira, ver a Figura 50.

S0 s Y Y

Figura 50: Ilustracio de S @ S° = S*.

Suponha que a proposicao é valida para n, devemos mostrar que ela sera verdadeira

para n + 1.
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Sejav € S™. . Entdo, O(v) = S™ ! por construcdo, isto ¢, O(v) é uma (n—1)-esfera

minimal. Portanto, S . ¢é uma n-esfera.

min
3 n
Evidentemente, S},

a O(v). Este é um espago contratil de acordo com a Proposigao 3.3.1. Assim,

—v =u® O(v), onde u ¢ o tnico vértice, que nao pertence

n

min € UINA

n-esfera. O
Definigao 5.1.4. (EVAKO, 2015) A soma de (n + 1) cdpias de 0-esferas,

Spn=S1®S;®--- S,

¢ chamada de n-esfera digital minimal.

Proposicao 5.1.5. (EVAKO, 2015) Qualquer n-esfera M pode ser convertida para a

n-esfera minimal, S

min’

através de transformacoes contrdteis.

Demonstracao. Ja que M — v, = D = 0D U IntD é o n-disco digital, ou seja, um espaco

contratil, colaremos um vértice simples x; a M de tal maneira que O(z;) = D.

No espaco obtido N = M U xy, qualquer vértice y pertencendo a IntD é simples
pois O(y)ny = z1 @ (O(y)), ou seja, um espago contratil de acordo com a Proposi¢ao
3.3.1. Portanto, este vértice pode ser excluido de N. Deletando todos esses vértices e
considerando o espago obtido M; = S%(vy, 1) ® S(v1), em que O(vy) = O(x1). Temos que
M é uma n-esfera digital por construgao. Seja um vértice vo € O(vy). My — vy = Dy é

um n-disco digital.

Usando o mesmo procedimento, obtemos a esfera digital

My = S%(vy,11) @ S°(v2, 29) @ O(v103)

Procedendo de maneira analoga, obtém-se a n-esfera minimal

M = 5%(vi,21) ® S%(v2, 2) @+ -+ B S°(Vp1, Tng1)
]

Proposicao 5.1.6. (EVAKO, 2015) Sejam M uma n-esfera e G um espago contrdtil

contido em M. Entao o espagco M — G € contrdtil.

Demonstracao. Faremos inducao em n. Para n = 1 teremos:
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1
S Subespacos contrateis de St

L, k<n =  S'—Ly=1L,

Figura 51: Os subespacos contrateis de uma S' sao grafos do tipo linha.

Suporemos o resultado verdadeiro para n e o verificaremos para n + 1.

Seja G é um subespago contratil de M, (n + 1)-esfera. Como G é contratil entao
existe x € G tal que O(z) é contratil em G. Em M, O(x) é uma n-esfera. Por hipotese de
inducao, temos que se GG’ é um subespaco contratil de uma n-esfera M’, entao M’ — G’
¢ um espago contratil. Em M teremos que O(z) — G’ = O(x) N (M — G) é um espago
contratil, em que G’ é a parte de G que pertence a O(x). Sendo assim, x é um ponto

simples em (M — G) U {z} e esse grafo ¢ homotodpico ao grafo M — G.

Considere agora o espago G; = G —z, 0 espago P=M — G, = (M — G)U{z} é
homotoépico a M — G, pois passamos de um para o outro por meio de uma transformagao
contratil, uma vez que = é um vértice simples, pois O(x) em P é o mesmo que em M —G.
Fazendo esse procedimento para todos os vértices de (G, vamos obtendo em cada passo
um novo espaco homotopico a M — G, até que tenhamos convertido o espago G a um
tnico vértice, digamos v. Temos que M — v é homotopico a M — G, e pela definicao de
n-esfera digital sabemos que M — v é um espago contratil. Logo, M — G serd contrétil

pois é homotoépico a M — v.

5.2 Variedades Digitais

Definigao 5.2.1. (EVAKO, 2015) Um espago conexo M € chamado de n-variedade
digital ou n-variedade, n > 1, se a borda O(v) de qualquer ponto v é uma (n—1)-esfera.
Seja M uma n-variedade e um ponto v pertencente a M. O espaco N = M —v € chamado

uma n-variedade com a fronteira (esférica) ON = O(v) e o interior IntN = N — ON.

Devemos notar que a n-esfera digital é uma n-variedade digital, mas a reciproca
nao é verdadeira. Se M ¢é uma n-esfera digital para caracteriza-la como tal, devemos
cumprir a exigéncia de que o espago M — v seja contratil, para todo vértice v € M. Neste

trabalho, teremos apenas as n-variedades conexas, n > 0.
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Apresentaremos alguns exemplos 2-variedades digitais, mais adiante os nomes que
utilizamos serao justificados, pois calcularemos a caracteristica de Euler de cada uma de-
las. O primeiro exemplo de uma variedade digital que nao seja a esfera digital ¢ o 2-Toro
digital, representado na Figura 52. Para evitar o cruzamento de varias arestas preferimos
utilizar a identificacao dos vértices, isto é, vértices com o mesmo rétulo sao necessaria-
mente os mesmos. Na Figura 53 destacamos a vizinhanga de um vértice, confirmando que

temos de fato uma S?.

T U2 U3 Vg v

V6

U1

v7

g

Vg

Vg

Vg

v10

V10

U1 Vo v3 vy U5

Figura 52: Exemplos de uma 2-variedade digital: 2-Toro digital.

T2 V1 V2 V3 Vg Vs

Vg

U6

U1

U1

v

Vg

g

v

V101

V10

v (2 v3 U4 Vs

Ve

U1

Figura 53: Vizinhanca de um vértice no 2-Toro Digital.

Por conta dessa escolha na representacao exibiremos as vizinhancas dos vértices

que precisam de maior atencao, como o ¢é o caso de v; € T? na Figura 54.

Temos na Figura 55 um 2-Plano Projetivo digital.
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T2 2 3 Uy U5 U6 V]
U7 Gl v
(2 U8
Vg Vg
V10 L2 V10
U1 vy v3 vy U V6 U

Figura 54: Vizinhanga de um vértice

()(171)

Vg, v7

11

V12

V10 V2

no 2-Toro Digital.

P2
V10 V11 V13
Y U3 vr
U2 U Uy
V12 L V12
Vg Us g
V13 11 V10

Figura 55: Exemplos de uma 2-variedade digital: 2-Plano Projetivo digital.

2

V10 11 Vi3
Y, Vg 7
V12 Y2 Gl U4 V1o
Vg U5 Vg
V13 V10
11

2

10 V11 V13
V6 v3 vr O (1710)
V12 Vg
U2 v v,
v12 : . V12
g 11
vg U /g
V13 v11 V10

Figura 56: Vizinhancas de vértices no 2-Plano Projetivo digital.

Na Figura 57 ilustramos um espago chamado 2-Bitoro digital. O fato de nossa

representacao ter duas “pecas’ nao significa que o espago é desconexo, mas sim que pre-

ferimos evitar cruzamentos de muitas arestas e dificultar a compreensao.
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B? v vy V3 M V5 g v, V1L V12 V13 V14 V15 V16 V11
Q
vr 17 17
v
v
Ug 18 - V18
V2 gy s 21 v
V19
) Vop > V96 o 2
vg V26 Vg3 Ty % U23 v19
P Vo= V24 Vs Vo5, Voyg
V10 U25 20 25 v
V10
U1 U2 ’3 4 5 6 U1 11 V12 V13 V14 V15 V16 U11

Figura 57: Exemplos de uma 2-variedade digital: 2-Bitoro digital.

Recorde que para verificarmos que um espago digital conexo é uma n-variedade
digital devemos checar se a vizinhanca de todos os seus vértices é uma n — 1-esfera. Para

o 2-Bitoro, verificaremos a vizinhanga do vértice vos.

2
B
U1 U2 V3 V4 Vs Vg U1 V11 12 V13 )14 V15 V16 V11
My Mao ) » P
vr a1 U2g 17 Y30 Uzl vi7
U7
v s
g V99 18 : V32 vis
V21 V99 U8 U21 (%)
V19
V9 : . : V9
U26 23 ™ 26 ) v19
v Vo5 V9gq V20 Vo5 U2g
V10 V20
U1 v U3 (2 vs V6 v o V12 v13 V14 V15 V16 un

Figura 58: Vizinhanca de um vértice no 2-Bitoro digital.

Figura 59: Verificagao que a vizinhanca é uma 1-esfera digital.

5.2.1 Caracteristica de Euler e Variedades Digitais

Como dito, exibimos na Tabela 1 a caracteristica de Euler das Variedades Digitais

ja vistas.
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Jdo | G1 92 | x(G)
S0 2 0 0 X(SO) =2
S}m-n 4 4 0 X(Sl) =4—-4=
anm 6 12 8 X<52> =6—-124+8=
T2 130 90 | 60 X(Tg) =30—-904+60=0
P? [ 13] 36 | 24 X(PQ) =13-36+4+24=1
B? | 53162 | 108 X(BQ) =53 — 162+ 108 = -2

Tabela 1: Caracteristica de Euler de Variedades Digitais

Em que g; é a quantidade de subgrafos completos com k + 1 vértices do grafo G.

De nossos comentarios a respeito do uso do invariante, podemos concluir que,

topologicamente as variedades

SQ

man?

T?, P? e B? sao todas 2-variedades digitais distintas.

Finalizamos o capitulo ressaltando que os resultados obtidos coincidem com a

caracteristica de Euler das respectivas variedades topologicas do caso continuo.

Em (LEE, 2010) encontra-se a seguinte proposicao:

Proposicao 5.2.2. (Caracteristica de Euler para Superficies Compactas).

A caracteristica de Euler para a apresentacio padrao da superficie € igual a:

(a) 2 para a esfera,

(b) 2 —2n para soma conexa de n toros,

(c) 2 —n para soma conexa de n planos projetivos.
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6 Tranformacdes em uma n-variedade digital

Descreveremos nessa capitulo transformacoes em variedades digitais que preser-
vam sua topologia local, em outras palavras, que mantém a topologia da vizinhanca
dos vértices. Apresentaremos duas Homotopias especiais entre Variedades Digitais: a R-
Transformacao e a Compressao. Ambas as operagdes modificam a quantidade de vértices
e arestas dos espacos, mas preservam a topologia. Um importante fato é que a Caracteris-
tica de Euler de uma variedade digital ¢ um invariante topolégico preservado por ambas

homotopias.

6.1 R-Tranformacdes de n-variedades digitais

Iniciaremos realizando uma transformacao que aumenta o ntimero de vértices da

variedade.

Definigao 6.1.1. (EVAKO, 2015) Sejam M uma n-variedade, v e u vértices adjacentes
em M. Cole o vértice v a M de modo que O(x) = u @ (v @& O(uwv)), e delete a aresta
(uv). Esta dupla de transformagoes contrdteis € chamada de R-transformagao, denotada
por R: M — N. O espago obtido N é denotado por N = RM = (M U {z}) — (uv).

O(u)

O(v)

Figura 60: Tlustracao das etapas de uma R-transformagao.

A referida dupla de transformagoes contréteis estao ilustradas na Figura 60, a
primeira trata-se da colagem do vértice x & M, como O(z) é um cone, temos que z é
um vértice simples. Na area hachurada em vermelho temos v e u conectando-se a todos
os vértices pertencentes & O(uv). Desse modo a aresta uv restrita & O(z) ¢ de fato uma

aresta simples e pode ser deletada.
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Para melhor ilustrar a R-transformacao vamos realiza-la passo a passo em uma
2-esfera, S?. Primeiramente identificar a aresta uv € S? que serd removida apos a trans-

formagao e a intersegao O(uv).

52 “ ¢
iy Y
N7 ﬂr

O(v vNu

u)
a u
ea
b d

Figura 61: Etapas da R-transformacdo em uma S2.

Agora, basta colar o vértice x a S? de modo que O(x) = u @ (v ® O(uv)) e entao

deletar a aresta (uv). Obtemos assim o espago RS?.

Figura 62: Etapas da R-transformacdo em uma S2.

As proximas Proposi¢oes nos revelam a relagao existente entre M e RM.

Proposicgao 6.1.2. (EVAKO, 2015) Seja M uma n-variedade e N = RM o espago obtido

de M por uma R-transformacgao. Entao N € homotdpico equivalente a M.

Demonstragao. Por construgao o ponto x colado a M é simples pois O(x) = u® (v (uv))
é contratil. No espago P = M U{x}, a aresta (uv) sera simples pois (O(uv))p = 2B 0 (uw),
podendo portanto ser deletada. Logo N = RM = (M U {z} — (uv)) é homotopicamente
equivalente a M. O
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Proposicao 6.1.3. Seja M uma n-variedade e N = RM o espago obtido de M por uma

R-transformagao. Entao N € uma variedade digital.

Demonstracao. O

Corolario 6.1.4. Seja M uma n-variedade e N = RM o espago obtido de M por uma

R-transformacao. Entao N é uma n-variedade homotopicamente equivalente a M.
Demonstracao. Consequéncia imediata das Proposigoes anteriores. O

Como em Teoria dos Grafos, diremos que duas n-variedades M e N sao homeo-

morfas se uma pode ser transformada na outra por uma sequéncia de R-transformagoes.

Note que uma R-transformacao aumenta a quantidade de vértices de uma n-

variedade digital, mas as caracteristicas topolégicas das vizinhangas sao preservadas.

6.2 Compressdo de n-variedades digitais

Nessa secao iremos reduzir o nimero de vértices e arestas de uma n-variedade

digital também utilizando as transformagoes contrateis.

Em Teoria de Grafos, a contracao dos vértices x e y em um grafo GG, consiste em

substituir ambos por um vértice z tal que z preserve as adjacéncias de x e y.

Definigao 6.2.1. (EVAKO, 2015) Seja D um n-disco digital de uma n-variedade digital
M, D =0DUlIntD. A contracao de D € a substituicao de todos os pontos pertencentes a

IntD por um unico ponto z tal que, z € adjacente a todos os pontos pertencentes a 0D.

Para ilustrar a Defini¢ao 6.2.1, ilustraremos na Figura 63 a contragao do 1-disco

digital, D!, pertencente a uma S*.

st D'=8'—w (S'u{z}) — IntD

v

Figura 63: Etapas da R-transformacdo em uma S2.

Note que foi justamente esse procedimento de contrair discos que foi utilizado
na demonstracao da Proposi¢ao 5.1.5, que qualquer n-esfera pode ser convertida para a

n-esfera minimal através de transformagoes contrateis.
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Definigao 6.2.2. (EVAKO, 2015) Uma n-variedade digital M é dita comprimida se

qualquer n-disco digital de M € a bola de algum vértice.

Proposicao 6.2.3. (EVAKO, 2015) Sejam D = 0D U IntD um n-disco digital de uma
n-variedade digital M e C = (M U {z}) — IntD o espago obtido pela contracio de D.

Entao N € uma n-variedade digital homotopica equivalente a M.

Demonstracao. Recordemos que D = M — v, v € M. Colaremos o ponto z de modo
que O(z) = D. Como um n-disco digital é um espago contratil, z é um vertice simples
em P = M U {z} e assim P é homotopico equivalente a M. Se y € IntD, O(y) no
espaco P, O(y)p, ¢ um cone pois ¢ da forma y ® O(y)y e portanto y pode ser deletado.
Fazendo o mesmo processo de delecao para todos os pontos pertencentes a IntD teremos
obtido o espago N = (M U{z}) — IntD. O espaco N é homotopicamente equivalente ao
espaco P, pois nés o obtivemos a partir de colagem de um ponto simples e de delegoes de
pontos simples. Como P é homotopicamente equivalente ao espaco M, entao N e M sao

homotopicamente equivalentes.

Como consequéncia imediata dessa Proposi¢ao temos o seguinte Corolério:

Corolario 6.2.4. (EVAKO, 2015) Uma n-variedade digital M pode ser convertida na

sua forma comprimida por contragao sequencial de n-discos digitais.

Demonstracao. Aplicar a Proposicao anterior para todos os n-discos digitais de M.

]

Para ilustrar o que nos diz o Corolério 6.2.4, vamos converter para a forma compri-
mida uma 2-esfera que possui 20 vértices, é possivel pensar na representacao desse grafo

como um Icosaedro.

D? = 8% {v} N=(5*U{z}) — IntD

O(v) a 3
/ o b c Ak
b c .
0 . Y
c e d ’

Figura 64: Etapas da compressio de uma S2.

Ap6s a compressao do disco escolhido a nova 2-esfera, N = (S? U {z}) — IntD,

pode ter mais um disco comprimido, conforme mostrado na Figura 65.
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N " Di=N-a S2. = (NU{z}) — IntD}

AV '/} c

Figura 65: Etapas da compressdo de uma S2.

21

O nosso exemplo ilustrou que se M é uma n-esfera digital a compressao de M,
denotada por CM, é a n-esfera mininal, S”

min*®

Definicao 6.2.5. (EVAKO, 2015) Seja M uma n-variedade. Denotando por CM a n-

variedade obtida da compressao de M por sequencial contragao de todos os digitais n-

discos. Chamamos CM a compressao de M.

Como |M| < |C'M]|, isto nos diz que C'M é mais simples que M como representante
da famfilia de todas as n-variedades homeomorfas a M.
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7 Classificacdo de uma n-variedade digital

A classificacdo de uma n-variedade digital baseia-se na complexidade e nos ho-
meomorfismos de uma colecao de n-variedades comprimidas, digamos M, Ms, ..., de
alguma n-variedade M e que My, Ms, ..., sao todas homeomorfas umas as outras. Isto é,
através de R-transformacoes ou de compressoes passamos de uma a outra e sabemos que

isso significa efetuar transformagcoes contréteis.

7.1 Complexidade de uma n-variedade digital

Definigao 7.1.1. (EVAKO, 2015) Sejam M uma n-variedade digital com nimero de
vértices |M| e CM sua compressao com nimero de vértices |CM|. A complexidade de
M, denotada por com(M) é |CM].

Proposicao 7.1.2. (EVAKO, 2015) Sejam M uma n-variedade e |M| o nimero de vér-
tices de M. Entao:

e Sen =1, entdo com(M) = 4.

e Sen>1, entdo 2n+ 2 < com(M) < |M]|.

Demonstragdo. Sen = 1 temos que para todo v € M, O(v) ¢ uma S°. A tinica 1-variedade
que temos ¢ a l-esfera digital. Logo M ¢ uma l-esfera digital cuja compressao, a S} .

possui 4 vértices.

Se n > 1, temos que uma S, ¢ a juncao de n + 1 copias de S, totalizando
2n + 2 vértices (cada SY possui 2 vértices) e essa é mais simples n-variedade digital.
Também sabemos que a compressao de uma n-variedade digital reduz a quantidade de
seus vértices, pois contraimos os seus n-discos, isto ¢ |[CM| < |M|. E assim temos que

2n 42 < com(M) < | M| O

7.2 Algoritmo para classificacdo das n-variedades digitais

Segundo (LEE, 2010), um dos mais importantes problemas topologicos é a busca
por uma classificacao de variedades. O ideal seria obter para cada dimensao n, uma
lista das n-variedades, e um teorema que diga se uma dada n-variedade é homeomorfa a
exatamente uma das que constam na lista. O teorema seria ainda melhor se ele viesse com
uma lista de invariantes topologicos computaveis que pudesse ser utilizado para decidir

onde a variedadefiguraria na lista.
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Com isso em mente, seguimos para o algoritmo para classificacao das n-variedades
digitais, (EVAKO, 2015):

e Dados n e A, 2n + 2 < A, obtenha todas as n-variedades comprimidas com s
pontos, 2n + 2 < s < A. Denote por B(n, A) o conjunto destas n-variedades. Note

que B(n, A) possui um numero finito de elementos.

e Seja M uma n-variedade com nimero de vértices |M| = A+ 1. Converta M na sua
compressao CM. Se M = CM, entdo CM ¢ B(n,A), logo M € B(n, A+ 1). Se
|CM| < |M]|, entao M é homeomorfa a CM e CM € B(n, A).

Para melhor entender o funcionamento do algoritmo, descrevemos e comentamos

cada um dos passos que devem ser seguidos. Utilizaremos n =2 e A = 10.

1. Sejam n e A, dois niimeros conhecidos, de modo que a desigualdade a
seguir seja satisfeita 2n + 2 < A. Obtenha todas as n-variedades na sua

versao comprimida com quantidade de vértices s, com 2n + 2 < A.

Temos que 2 -2+ 2 = 6 < 10, logo desigualdade inicial, 2n + 2 < A, é satisfeita.
Devemos obter todas as 2-variedades tais que o ntmero de vértices em cada uma
delas seja 6,7,8,9 ou 10.

Mais ainda, essas n-variedades que encontrarmos devem estar na sua versao com-
primida, isto ¢, se encontramos uma 2-variedade com 9 vértices, devemos checar se
ela estd em sua versao comprimida: em caso afirmativo, nada fazemos; do contrario
nao fazemos sua compressao. Com isso, temos “catalogado” todas as 2-variedades

com numero de vértices s, 6 < s < 10.

2. Denote por B(n, A) o conjunto destas n-variedades. Note que B(n, A) pos-

sul um nimero finito de elementos.

No nosso exemplo, o conjunto serd chamado B(2,10), nele teremos todas as varie-

dades comprimidas com ntmero de vértices s, 6 < s < 10.

Digamos que conseguimos encontrar uma quantidade k£ de 2-variedades nessas con-
digdes. Ou seja, temos o conjunto B(2,10) = {M;, My, Ms, ..., My}, cada M;, com
1 = 1,...,k, € uma 2-variedade comprimida. Entender como formar o conjunto

B(n, A) é fundamental para compreender o algoritmo.

3. Seja M uma n-variedade com ntmero de vértices |M|= A+ 1.

Para o nosso exemplo, seria uma M variedade de modo que o niimero de vértices
de M, |M|, seja igual a 10 + 1 = 11.
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4. Converta M na sua compressao, que é denotada por C'M.

Apenas duas coisas podem acontecer quando transformamos uma variedade M em
sua forma comprimida C'M: Ou ela ja estd na sua versao comprimida e de fato a
compressao nao é feita, ou nés a comprimimos e o numero de vértices de CM (a
versao comprimida de M) é menor do que A+ 1. No nosso exemplo, seria menor do

que 11.

5. Se M = CM, entao CM ¢ B(n,A), logo M € B(n,A+ 1). Se |CM| < |M]|,
entao M é homeomorfa a CM e CM € B(n, A).

Se M = CM, entao CM ¢ B(n,A). Isso & 6bvio pois, se o namero de vértices de
M nao se altera na compressao quer dizer que esse ntumero permanece sendo A + 1
e sO pertencem ao conjunto B(n, A), as n-variedades com no méaximo A vértices
(ndo esqueca que M tem A + 1 vértices), isso significa que todas as n-variedades

comprimidas com no maximo A vértices estavam no conjunto B(n, A).

Se |CM| < |M]|, quer dizer que CM tem namero de vértices menor que A + 1
(recorde que a compressao diminui o nimero de vértices), logo existe no conjunto
B(n, A) alguma variedade que é “a mesma’ que C'M, e portanto CM € B(n.A),
isso significa que realmente todas as n-variedades comprimidas com no maximo A

vértices estavam no conjunto B(n, A).

Note que seja como for o resultado de comprimir essa variedade M que aparece
no item 4 e possui A + 1 vértices, o conjunto B(n, A) ja possuia todas as n-variedades
comprimidas com no maximo A vértices. E é esse fato que faz o algoritmo verdadeiramente

classificar as n-variedades.
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Tivemos como objetivo estudar e aprofundar os conceitos da Topologia Digital de
Evako, apontando como se relacionam os conceitos de Topologia dos espagos continuos
com os espacgos digitais. Com isso esperamos tornar o tema mais acessivel, a partir da
elaboracao de um texto rico em detalhes, exemplos e explicacoes. Também nos motivou

investigar quais as vantagens e desvantagens, em utilizar a Topologia Digital.

Para o caso continuo, o problema de classificar as n-variedades ¢ bem mais com-
plicado. Ja era conhecido por Poincaré que a 3-esfera é simplesmente conexa, uma propri-
edade que a distingue de todos os outros exemplos de 3-variedades compactas conhecidas
em seu tempo. Poincaré perguntou se era possivel encontrar uma 3-variedade compacta
que é simplesmente conexa e que nao seja € homeomorfa a 3-esfera. Ninguém encontrou
uma, e a conjectura de que toda 3-variedade compacta simplesmente conexa ¢ homeo-
morfa a 3-esfera ficou conhecida como a conjectura de Poincaré. Conjecturas anélogas
foram feitas e provadas em dimensoes mais elevadas, para 5-variedades e superiores por
Stephen Smale, em 1961 e para 4-variedades por Michael Freedman, em 1982. Em 2003,
o matematico russo Grigori Perelman, completou a prova da conjectura da geometrizacao
que implica a conjectura de Poincaré. Para dimensao 4 e maiores, nao hé esperanca para
uma classificagao completa. Em 1958, A. A. Markov provou que nao existe algoritmo para
classificar variedades de dimensao superior a 3. Em particular, a topologia de 4-variedades

é atualmente um campo altamente ativo de investigacao, (LEE, 2010).

Retomando o que dissemos no inicio do texto: Um espaco molecular pode ser
entendido como analogo discreto de uma n-variedade no espaco euclidiano, mais ainda
esse espaco molecular sempre pode ser representado por um grafo de intersecao. Para tais
grafos, ou ainda espacos digitais, temos condi¢oes de verificar se eles sao n-variedades

digitais e temos em maos um algoritmo que os classifica.

Sabemos que nao existe algoritmo que classifique as n-variedades para n > 3,
mas ha grande movimentacao para a classificacao das 3-variedades. Sabendo disso, nos
colocamos a refletir: Como a Topologia Digital de Evako poderia contribuir para resolugao

de tal problema?

A resposta é um tanto simples, basta que tenhamos os analogos discretos (espagos
moleculares) das 3-variedades, e entao utilizamos os respectivos grafos de interse¢ao no
algoritmo da classificagao. A dificuldade reside justamente em obter os espagos moleculares
corretos, (EVAKO, 2015).

Indicamos como principal vantagem na utilizacao dessa abordagem a discretizagao

é que temos sanado o problema de classificagao das n-variedades. Ressaltamos ainda que
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em diversos cursos de Graduacao nao existe a disciplina Topologia! e por conta do estudo
de Teoria dos Grafos nao exigir qualquer pré-requisito e ser bastante visual, a Topologia
Digital pode ser um caminho para introduzir os conceitos basicos aqui apresentados (vari-
edades, homotopia, invariante, etc), inclusive podendo contemplar alunos de outros cursos
de graduagao, como Ciéncia da Computagao, ou ainda professores do Ensino Médio que
fazem Mestrado Profissional (PROFMAT) e alunos do ensino médio.

1 Particularmente minha graduacdo foi em Licenciatura em Matemética na UFRPE, e me lembro de

ouvir “Topologia da Reta”, nada muito além disso.
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8.1 Software GraphManifold

Dada a necessidade de manipular os grafos, foi possivel desenvolver um software,
o GraphManifold. Tivemos como objetivo criar uma ferramenta que ajudasse na compre-
ensao, investigacao e visualizagao das principais defini¢oes e resultados apresentados no

texto.

1. Defini¢ao da Operagao Soma entre dois grafos, Defini¢ao 3.1.2.

size = 0
def sumGraph (Graphl, GraphZ, display):
global size
gize = len(Graphl.nodes()) -1
graph = Graphl.copyl()
Graphz = renamelNodes (Graph)
graph.add edges_ from(Graph2.edges())
for i in Graphl.nodes_iter(data = False):
for j in Graph?.nodes_iter(data = False):

graph.add edge (i,3)

blue = Graphl.nodes()

vellow = Graph2.nodes()

if (display=—— True):
print ("ok")
get_sum(graph, blue, yellow)
plt.waitforbuttonpress|()
plt.close()

size = 0
return graph

o8
m
Fh

get_sum({graph, blue, yellow):
pylab.ion()
pyvlab.show()

position = nx.spring layout (graph)
nx.draw (graph,position,nodelist=blue, node color="b")
nx.draw(graph,position,nodelist=yellow, node color="y")

plt.get _current fig manager () .canvas.manager.window.attributes ('-topmost',1)

A funcao sumGraph recebe os dois grafos a serem somados, copia o primeiro, reno-
meia os vértices (nodes) do segundo. Entao é realizada a adi¢ao das arestas entre
Graphl e Graph2, da mesma maneira que é solicitado pela definigao: sempre que ti-
vermos dois vértices um deles pertencentes & Graphl e o outro a Graph2 uma aresta
é acrescentada ao novo grafo que contém além destas novas arestas, copias dos dois

grafos envolvidos na operacao.
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Ja a fungdo get sum exibe o grafo resultante de sumGraph (graph é justamente a

entrada de get sum), nas cores azul e amarelo.

2. Definicoes de vizinhanca e bola de um vértice, Definicao 3.2.1.

0,
m
Fh

get_rim(graph, vertice, display):
ov = nx.subgraph(graph, graph.neighbors(vertice))
if(di=splay):
GUI.display graph (ov)
return ov

0,
m
Fh

get_ball (graph, wvertice, display):
ov = graph.neighbors(vertice)
ov.append (vertice)
ball = nx.subgraph(graph, ov)
if(di=splay):

GUI.display graph(ball)
return ball

Figura 66: Defini¢oes de vizinhanga e bola de um vértice.

A funcao get rim recebe o grafo e um de seus vértices e nos informa todos os

vértices do grafo que sao adjacentes a ele. Ja a funcao get ball informa o subgrafo

induzido pelo proprio vértice juntamente com seus vizinhos.

3. Checar se um grafo é contréatil, Definicao 3.2.3.

(o}
m
Fh

check contractible (graph, display):
global path
path = []
iszContractible (graph)
if (display=— True):
display = Display.Display|()
display.display graph (graph, path])

(o}
m
Fh

isContractible (graph):

global path
if{len{graph.nodes () )==1}):
print "Graph is contractible™®
return True
for 1 in graph.nodes iter(data=False):
ov = graph.subgraph (graph.neighbors=s({i})
path.append ([ [1],0v])
if{len{ov.nodes ()} >0 and nx.is connected(ov)}:
if{isContractible (ov)==True}:
return True
return False

Figura 67: Checar se um grafo é contratil.
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A funcao isContractible recebe o grafo a ser checado investigando primeira-
mente se ele é o grafo trivial (h& apenas um vértice), se isso for verdade a investiga-
¢ao acaba e temos concluido que Graph is contractible. Caso exista mais de um

vértice no grafo a ser invertigado, um deles é escolhido e a vizinhancga é checada:

Se for desconexa o vértice nao pode ser simples, devemos procurar outro vértice para
investigagao; Se for um tnico vértice ele é simples e pode ser deletado. Voltamos
a repetir o procedimento para outro vértice no grafo obtido apds a delecao; Se for
conexa o processo deve ser repetido para o subgrafo obtido até chegar a alguma das

conclusoes anteriores.

Conforme exigido pela Definicao 3.2.3, s6 podemos concluir que um grafo dado
é contratil se for possivel obter uma sequéncia de vértices simples, cuja delecao

sequencial nos fornega o grafo trivial.
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[}
m

4.

Checar se um grafo é uma n-esfera digital, Defini¢ao 5.1.2.

check sphere (graph,display):
global path sphere

global path ovw

path sphere = []

path ov = []

iz Sphere (graph)

if {display=— True):
display = Display.Displayl()
display.display sphere(graph, path sphere)

is_Sphere (graph):
global path sphere

global path ovw
if(len{graph.nodes () }>2 and nx.is connected(graph} == False):
path sphere.append (path ov)
path ov = []
return False
elif{len({graph.nodes () }==2 and nx.is connected (graph) == False):
path sphere.append (path ov)
path ov = []
orint "Graph is Sphere"
return True
for node in graph.nodes iter (data=False):
ov = nx.subgraph (graph, graph.neighbors (node))
disc = get disc(graph, node, False)
path ov.append ([node,ov])
if{ isContractible (disc)==False or is Sphere (ov} == False}:

path sphere.append (path ov)
path ov = []

—

= r|._.._,a,,:'_,. iz not ._:: HFavra il

L&

return False

Figura 68: Checar se um grafo é uma n-esfera digital.

O ponto de partida é a Definigao 5.1.1, que nos diz que ma O-esfera digital é um
grafo desconexo com apenas dois vértices. A fun¢do is Sphere recebe o grafo a
ser checado investigando o “caminho das vizinhancgas” para cada vértice. Detalhada-
mente, dado um vértice se sua vizinhanca ja for uma S°, o préximo passo é verificar
se o grafo menos tal vértice ¢ contratil. Caso a vizinhanca nao seja uma S, ela
sera considerada um grafo no qual a mesma investigacao sera realizada. E assim por

diante.
O dultimo passo de cada investigacao de vizinhanca é:
Se a vizinhanca possui mais de 2 vértices e é desconexo, nao pode ser uma n-esfera;

Se a vizinhanca possui exatamente 2 vértices e é desconexo, é uma esfera. Exibindo

GraphisSphere.
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5. Construcao de uma n-esfera digital minimal, Defini¢ao 5.1.4.

[,
m
h

genkSphere (n, display):
count = 0
if n ==0:

G = nx.Graph)

G.add nodez fromi[0,1])

return G
glif n=1:
G = nx.Graph)
G.add nodez fromi[0,1])
H = nx.Graph)
H.add nodez fromi([0,1])

I = sumGraph (G,H,display)
return I

G = nx.Graph)

G.add nodez fromi[0,1])

H = nx.Graphi()

H.add nodez fromi([0,1])

I = sumGraph (G,H,display)

count= count +1

while ({count<n) =
I = sumGraph (I, G,display)
count= count +1

Figura 69: Construcao de uma n-esfera digital minimal.

A fungao genNSphere recebe o valor de n, recorde que somamos n + 1 copias de S°.

Segue que,
Se n = 0 temos apenas uma S°, logo nao ha o que somar;
Se n = 1, somamos duas copias de S° e temos a S}

min?

Para os demais casos, utilizamos o passo anterior como passo base e fazemos a
operacao somar uma S° até a quantidade m ser atingida. Note que desse modo

teremos realizado a soma de n + 1 copias de S°.

6. Definicao do disco digital, sua fronteira e seu interior, Defini¢ao 5.1.2.
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0,
m
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get disc(graph, wvertice, display):

di=ac = graph.nodes{()
dizc.remove (vertice)

di=zc = nx.subgraph(graph, dis=sc)
if{di=aplavy):

GUIL.display graph(dis=sc)
return disc

1,
m
h

get_front (graph,vertice,display):
D = get_disc(graph, wvertice, False)

I = get_int (graph,vertice, False)
F= 11
for i in D.nodes():
if i not in I.node=():
F.append (i)
front = nx.subgraph(graph, F)
return front

0,
m
Fh

get int(graph,vertice, display):
disc = get disc(graph, wvertice, False)
ov = get_ rim(graph,vertice,False)

for i in owv:
if i in dis=sec:
dizc.remove node (i)

interior = di=sc
if (di=splay):

GUI.display graph(interior)
return interior

Figura 70: Definicao do disco digital, sua fronteira e seu interior.

Pela propria defini¢ao, so faz sentido obter discos digitais de espago digitais (grafos)
que ja sabemos se tratar de uma n-esfera digital. Realizada essa etapa, o disco digital

nada mais ¢ do que o espacgo original, retirado um vértice.

O interior do disco, IntD, é obtido quando retiramos do disco digital todos outros
vértices que pertencem a vizinhanca do vértice que originalmente determinou o

disco.

A fronteira do disco, 9D, consiste de todos os vértices que estao no disco mas nao

sao interiores. Ou seja, sao todos os vizinhos do vértice que determinou o disco.
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8.2 Trabalhos Futuros

Uma caracteristica importante da ciéncia moderna é que dados de varios tipos es-
tao sendo produzidos a uma taxa sem precedentes. Isto é proporcionado devido aos novos
métodos experimentais e também pelo aumento na disponibilidade da tecnologia de alta
poténcia para gera-los. Nessa perspectiva, se faz necessario utilizar e criar novos métodos
para a analise dos dados, mais ainda, métodos que possam lidar com os problemas da alta
dimensao e da quantidade dos dados, assim como a velocidade com que sao obtidos e/ou
produzidos, além de seus diferentes tipos e formatos (SNASEL et al., 2016), (CARLS-
SON, 2009). Tais dados sdo chamados Big Data e possuem como caracteristicas: volume,
velocidade, variedade, veracidade e valor. Volume refere-se ao tamanho dos dados para
processamento e anélise. Velocidade relaciona-se com a taxa de crescimento e uso desses
dados. Variedade significa os diferentes tipos e formatos utilizados para processamento e
analise. Veracidade diz respeito a precisao dos resultados e anélise dos dados. Valor, o que

é acrescentado e a contribuicao oferecida pelo processamento e analise de dados (SNASEL
et al., 2016), (CHEN; CHIANG; STOREY, 2012).

Geometria e Topologia sao ferramentas naturais, em certo sentido, para esse tipo
de analise, pois é possivel considerar a geometria como o estudo das func¢oes de distan-
cia e a topologia como o estudo da forma, no sentido que as propriedades dos objetos
geométricos nao dependem das coordenadas escolhidas. Essa insensibilidade & métrica
é util no estudo de situacoes em que a métrica é entendida apenas de forma grosseira.
Por exemplo, no contexto biologico, nogoes de distancia sao construidas usando algumas
medidas intuitivamente atraentes de similaridade, como o algoritmo BLAST (Basic Local
Alignment Search Tool) ou seus similares, que permite que o investigador compare uma
sequéncia de consulta com uma biblioteca (ou banco de dados de sequéncias), e identifique

as sequéncias da biblioteca que se assemelham & sequéncia de consulta, considerando um
determinado limiar (CARLSSON;, 2009).

Um problema com a analise de Big Data, ¢ que os métodos atualmente usados
com base na criacao de um modelo, simulagao e entao avaliagao, nao pode ser aplicado. O
processo descrito é 1til e adequado para resolver os problemas classicos, como os proble-
mas fisicos, porque a base teédrica destes problemas tem sido pesquisada e compreendida
o suficiente de modo que pode ser reconstruida para ajustar o modelo criado. Para o
processamento de Big Data o primeiro problema é definir uma hipétese concreta das ca-
racteristicas dos dados que podem ser testadas. Assim, o principal objetivo da pesquisa
nao seria definir um modelo, mas ser capaz de obter caracteristicas interessantes do con-
junto de dados. E nesse sentido que se justifica utilizar a topologia como ferramenta que
possibilite uma visao geral da organizacao dos dados e aponte para regioes de interesse,
uma vez que os dados podem estar baseados em formas que nao sao faceis de capturar

utilizando métodos tradicionais. Sao exemplos bem sucedidos dessa analise inspirada na



90 Capitulo 8. Conclusées

forma dos dados: Deteccao de fragmentacao em redes implicitas dos partidos Republicano
e Democrata na Camara dos Representantes dos EUA, a analise foi baseada no compor-
tamento de votos de 1990 a 2011; também foi possivel a identificagdo de mais estilos de
jogo para jogadores de basketball do que os cinco tradicionais (armador, ala-armador, ala,
ala-pivo, e pivo), para isso foi utilizado um conjunto de dados que codifica varios aspectos
de desempenho entre os jogadores da National Basketball Association, a NBA (LUM et
al., 2013).

O que se pretende com a Anélise Topologica de Dados ( Topological Data Analysis)
é criar um resumo ou uma representacao comprimida de todas as caracteristicas dos dados
para rapidamente ajudar a desvendar padroes e relacionamentos do conjunto dados. O
formalismo matematico, que foi desenvolvido para a incorporacao de técnicas geométricas
e topologicas (CARLSSON;, 2009), lida com nuvens de pontos, ou seja, conjuntos finitos
de pontos. Entao, sao adaptadas ferramentas dos varios ramos da geometria e da topo-
logia para o estudo destes conjuntos que sao amostras finitas, tomadas a partir de um
objeto geométrico, talvez com ruido. A topologia fornece uma linguagem formal para a
matemaética qualitativa, onde as relagdes de proximidade (ou vizinhanga) sao estudadas,
sem o uso de distancias. A ideia de construcao de resumos das caracteristicas dos dados
envolve a compreensao da relacao entre objetos topologicos e geométricos, (SNAéEL et
al., 2016). Em particular, o método chamado Mapper, (SINGH; MEMOLI; CARLSSON,
2007), tem sido utilizado para permitir tal anélise, ele é baseado na ideia de agrupamento
dos dados por um conjunto de fungoes chamadas filtros, definidas em cada ponto dos
dados, e entao é realizada uma extracao de descri¢oes do conjunto de dados, sob a forma

de complexos simpliciais.

Para a Tese de Doutorado, temos como objetivo geral propor um novo método/modelo
puramente discreto e combinatoério, utilizando Teoria dos Grafos, para a realizacao da

Anélise Topologica de Dados. E como objetivos especificos:

1. Contribuir com a popularizagao e utilizagao da Analise Topolégica de Dados.

2. A medida que avancarmos na construcao do método, participar de eventos na area,
para discutir com outros especialistas os resultados que obtivermos, assim como sua

aplicagao e viabilidade de abordar novos problemas.

3. Propor um novo método para analise de dados, em particular contribuir para estudos

da Morfometria Geométrica de espécies de peixes e/ou na classificagao de otolitos.

4. Validar o método proposto, utilizando dados ja analisados por outros métodos (Ana-

lise de Agrupamento) e comparando os resultados obtidos.

5. Elencar problemas que podem ser resolvidos satisfatoriamente através do Método

proposto, incluindo a reflexao das vantagens nesta abordagem.
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Com isso, esperamos que a teoria proposta seja robusta e que faca a conexao direta
entre Teoria dos Grafos e Anélise Topologica de Dados, que o novo método qualitativo
seja capaz de contribuir para o tratamento de problemas envolvendo Big Data e dada
a sintonia na construcao do modelo com a natureza discreta dos dados, esperamos reter
toda informacao destes, promovendo assim uma analise mais precisa da forma como os

dados se organizam.
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