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Resumo

A palavra Biometria vem do grego, onde Bios significa Vida e Metron significa Me-
dida, e pode ser traduzida como medida da vida. No contexto moderno, Biometria é um
conjunto de métodos advindos das ciéncias exatas para o estudo de dados de origem bio-
logica, sendo que a grande maioria destes métodos provém da Estatistica que, de acordo
com Rao (A technology for the millennium, International Journal of Mathematics and

Statistical Science, Volume 8, Numero 1, Junho de 1999, paginas 5-25),

”...¢ uma ciéncia que estuda e pesquisa sobre: o levantamento de dados com
a maxima quantidade de informacao possivel para um dado custo; o processa-
mento de dados para a quantificacdo da quantidade de incerteza existente na
resposta para um determinado problema; a tomada de decisoes sob condigoes

de incerteza, sob o menor risco possivel.”

No século XX, em especial apds os trabalhos de Sir Ronald A. Fisher e contemporaneos
sobre métodos 6timos de estimacao e testes de hipoteses, uma classe de técnicas estatisticas
tem dominado sobre as outras: os modelos paramétricos. Um modelo paramétrico ¢ um
relacionamento entre um fenomeno observado e uma familia de funcoes de densidade de
probabilidade, que permite fazer inferéncia sobre o fenomeno real através da inferéncia
cientifica sobre os parametros da familia de fungdes de densidade em estudo. O objetivo
do presente trabalho é detalhar as propriedades dos mais recentes avangos em modelos
paramétricos aplicados a Biometria, com énfase na distribuicao Conway-Maxwell-Poisson
(COM-Poisson), nas distribuigoes estendidas por alternativas de Lehmann e similares, e de
descobertas recentes sobre propriedades de estatisticas para testes de hipdteses baseadas

na razao de verossimilhancas.



Abstract

The word Biometry comes from the Greek, where Bios means Life and Metron
means Measure, and can be translated as measure of life. In the modern context, Biom-
etry is a set of methods that came from exact sciences and are used to study data from
biological studies, most of these methods coming from the Statistical Science which, ac-
cording to Rao (A technology for the millennium, International Journal of Mathematics

and Statistical Science, Volume 8 Number 1, June de 1999, pages 5-25),

it is a science that studies and researches about: the gathering of data
with the maximum possible amount of information for a given cost; the pro-
cessing of data for the quantification of the quantity of uncertainness existing
in the answer for a given problem; the making of decisions under uncertainty

conditions, with the smallest possible risk.”

In the XX century, in special after the works of Sir Ronald A. Fisher and contempo-
raries about optimum estimation methods and hypothesis testing, a class of statistical
techniques gained dominance over others: the parametric models. A parametric model
is relationship between a family of probability density functions and a observed phe-
nomenon, which allows inference about the real phenomenon through scientific inference
about the parameters of the family of probability density function under study. The pur-
pose of the present work is to work out details of the recent discoveries in parametric
models applied to biometry, with emphasis on the Conway-Maxwell-Poisson distribution,
on probability distributions extended by Lehmann alternatives and similar methods, and
recent discoveries about properties of statistics for hypothesis testing based on likelihood

ratios.
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1 Introducao

No formalismo de teoria da medida, define-se uma familia de func¢oes de densidade da
seguinte forma: Seja D um conjunto contido em R¥, e seja dm (r) a medida de contagem se

D ¢ discreto, ou a medida de Lebesgue-Stieltjes, caso contrario.

Definigao.: Uma func¢ao f(x) : D — R é uma funcao de densidade de probabilidade

(ou fdp), se e somente se,

/fdm(a:)zl e f(x)>0VexeD
D

Diz-se que a variavel X tem fdp f se a probabilidade de X estar no conjunto S é dada

pela expressao [g f(z)dm.

Removendo os aspectos de teoria da medida e estudando o caso particular do R', uma
funcao de densidade de probabilidade é uma fungao f de R em R tal que a integral de f
no intervalo menos infinito até infinito ¢ igual 4 um, e em que f(z) é maior ou igual a zero
para todo valor de . Uma fdp f esta associada a variavel X se a probabilidade de uma
observagao da variavel X estar no intervalo (a, b) é igual a integral de f no intervalo (a, b).
Uma familia de densidades é uma fungao f de R x © (O, chamado de espaco paramétrico,
é um conjunto aberto arbitrario contido em algum espago vetorial euclidiano R") tal que
para cada 6 € ©, f(x,0) é uma densidade. Usualmente, quando isto nao implica em
ambiguidades, refere-se a familias de funcgoes de densidade de probabilidade como fungoes

de densidade ou simplesmente densidades.

O conjunto de pontos em que a fdp é maior que zero é chamado suporte de f. Se

o suporte de uma densidade f for o mesmo para todo valor de § € O, esta familia é



dita regular. O exemplo mais comum de fdp nao-regular e a densidade Uniforme (0,0),

freqiientemente abreviado U(0, #) cuja densidade é dada pela féormula

5, ©€(0,0)
(o) = v >0 (1.1)

0, z ¢ (0,0)
O suporte depende de 6 e, portanto, f nao é regular.

O exemplo mais cléssico de familia de densidades é a fungao conhecida como curva

normal, Gaussiana ou curva do sino, dada pela expressao

1 N2
exp _ET 1)
oV 2T 2

em que o2 é um valor qualquer maior que zero e i pode assumir qualquer valor na reta

f<I7O-7ILL) -

(1.2)

real. Tipicamente, escreve-se f(z|o, ) no lugar de f(z, o0, u), para diferenciar quem é a
variavel real e quem sao as varidveis do espaco paramétrico, chamadas de parametros. A
densidade normal (freqiientemente chamada de distribuigao normal) tem uma propriedade
interessante, dada por um resultado conhecido como Teorema Central do Limite, de que
dada uma seqiiéncia de variaveis Xi, Xo,..., X,,... cada uma com uma densidade bem-
comportada (as func¢oes de densidade nao sao necessariamente iguais), a seqiiéncia de
densidades associada & seqiiéncia de varidveis definida como S,, = >} X, converge para

a distribuicao normal quando n — oo.

Outra definicao extremamente importante para o estudo de modelos paramétricos
(ver, por exemplo, o Capitulo (3)) é a definicao de funcao distribuicao de probabilidade.

Em termos formais, uma funcao F' de D em R tal que

lim F(z|0) =0 (1.3)
lim F(z]f) =1 (1.4)
F(z|0) >0VYzx e DV €O (1.5)

é chamada de Familia de Fungoes de Distribuicao de Probabilidade Acumulada (fda). Em

outras palavras, uma funcao de probabilidade acumulada é uma funcao que se aproxima



de 1 quando o argumento cresce indefinidamente (quando x tende & infinito), de zero
quando o argumento decresce (quando x tende & menos infinito) e que nunca é negativa,
sendo conseqiiéncia disso o fato de toda fda ser nao-decrescente. Esta funcao quantifica
a probilidade de uma variavel aleatoria X ter valor menor ou igual a x e, quando nao

causar ambiguidade, fdas serao chamadas de distribuicoes acumuladas ou distribuicoes.

H& um relacionamento entre fdps e fdas, pois para toda funcao de densidade de prob-

abilidade f, a funcao F' definida por

F(a]0) = /_ Fdm(z) (1.6)

é uma fda e, de maneira simétrica, para toda fda F' diferenciavel, a funcao f definida

como
dF (z,0)

fla,0) = =2

(1.7)

é uma funcao de densidade. Em outras palavras, pelo teorema fundamental do cédlculo
e pela primeira propriedade das distribuicoes, se F' é uma distribuicao, entao a derivada
de f é uma densidade. Cada densidade define unicamente uma distribuicao e cada distri-
buicao define unicamente uma densidade, e por isso na literatura os termos distribuicao

e densidade sao muitas vezes trocados sem causar confusdo.

Um modelo paramétrico ¢ uma associacao entre um fendémeno real, que gera uma
variavel Y, e uma familia de densidades f, tal que para algum valor de # € O, X esta
associada a f. O objetivo principal da inferéncia paramétrica é fornecer evidéncias es-
tatisticas que sobre este valor 6 a partir de observacoes da variavel Y proveniente de uma
amostra ou de um experimento, sendo que, em geral, § é uma funcao de outras variaveis,

chamadas de X1, X5,...,n,..., sendo que tem-se controle sobre a seqiiéncia de variaveis

X.

Na pratica geral da inferéncia paramétrica, sabem-se que valores que a varidvel Y
em estudo pode tomar, mas tem-se pouca ou nenhuma evidéncia sobre que familia de

densidades esta associada a essa variavel. O procedimento mais comum nestes casos é



escolher dentre as familias que tem como suporte o conjunto de valores aceitdaveis para a

variavel Y a que tem forma mais simples ou menor dimensao no conjunto 6.

1.1 Preliminares

Seja Y um vetor de varidveis aleatérias com distribuicao fy (y,0), 6 desconhecido, e
seja Y& = [y1 yo - Y] uma observagao de Y. Define-se a fungao de verossimilhanga
associada & observagao yo como L(6) = fy(yo,0). Em situagoes mais comuns, tem-se que
os componentes de Y sao variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com funcao de densidade f,(y;,6), e 0 yo é uma amostra das variaveis y;. Tem-se entao

que func¢ao de verossimilhanca associada com a amostra yi, ¥, ..., Yn €

n

L) = [ f,(v:.0) (1.8)

i=1
Sob esta Otica, a populagdo de y tem uma distribuigdo da forma f,(y,6) com 6 =6y, e o
nosso problema é descobrir o valor de 6. Uma forma de estimar seu valor proposta por [7]
é escolher o valor de # que maximiza o valor de L(6). Como freqiientemente L(f) envolve o
célculo de exponenciais complicadas (por exemplo, a equagao (4.15), em geral trabalha-se
com a fungao de log-verossimilhanga, definida por £(6) = In(L(0)) = > ., In(f,(v:,0)),
pois para qualquer funcao f estritamente monétona, maximizar f(L(#)) é equivalente a

maximizar L(0).
1.2 Testes de Hipoteses

Para testar uma hipdtese sobre a densidade populacional,quando as hipotese tem a
forma Em muitos problemas aplicados deseja-se testar uma hipdtese sobre a densidade

populacional que tem a forma

H() . 91'1 = 61,912 = bQ, ,9% = bk, ij & {1,2, ,p} VJ



em que os valores i; sao indices que especificam determinam o subconjunto de 6 com o
qual a hipdtese lide. Em outros termos, temos um vetor de parametros 6 e queremos
testar uma hipdétese sob um subconjunto do vetor de parametros, por exemplo, testar

Hy: 0, =0,05 =1 em um problema em que 6 tem dimensao maior ou igual a 5.

Particionando o vetor 6 em duas partes 6 = (¢, x) de tal forma que todos os valores de
0 a serem testados fiquem em y, pode-se calcular o valor da verossimilhanga no ponto de
maximo, chamado de ¢ (qg, X) e o valor méximo da verossimilhanga supondo Hy verdadeira,
chamado ¢ (¢A57 Xo)- O célculo da quantidade ¢ ((;3, Xo) € simples, bastando maximizar ¢ sob a
restrigao Hy. [7] propos o uso da razao entre a verossimilhanga méxima e a verossimilhanga

sob a hipdtese Hy, ou seja, a razdo entre €(¢2, X) e €(¢E, X), como estatistica para testar Hy.

Neyman e Pearson definiram rigorosamente e estudaram o uso da razao de veros-
similhancas para testes de hipodteses, fazendo uso do dobro do logaritmo da razao de

verossimilhancas:

L($,%) : :
W Xo) = ln T aE— = E y _K » X0
(x0) =2 {L(¢,XO))} 2{(d,x) — (&, x0)}

que tem distribuicao assintética y? maximizada sob a hipétese em teste, sendo p a dimen-

sao de &.



2 Daistribuicao de
Conway-Maxwell-Poisson

Na analise de dados provenientes de processos de contagem, os modelos paramétricos
binomial, multinomial, binomial negativa e de Poisson sempre dominaram os estudos, em
grande parte devido a énfase dada a estas distribui¢oes nos cursos de probabilidade e a
simplicidade dos calculos envolvendo estas distribui¢oes. Quando a contagem ¢ ilimitada
(por exemplo, o nimero de chamadas que chegam a estacao telefonica de um hospital
em um dia como fungao do nimero de acidentes de transito ocorridos naquele dia), dos
dois modelos citados, apenas o modelo de Poisson tem o suporte infinito necessario para
analisar os dados. Porém, isto nao é tudo que é necessario para estudar este tipo de
dados, pois o modelo de Poisson se restringe a casos em que a média da contagem ¢ igual

a variancia da contagem, o que ¢é bastante raro na pratica da estatistica.

Para problemas de contagem em que E[X] # V[X], precisamos utilizar outras distri-
buigoes. Neste capitulo, estuda-se as propriedades da distribuigao de Conway-Maxwell-
Poisson [2], uma distribui¢do que permite formas bastante liberais de sobredispersao e
subdispersao. A distribuicao de Conway-Maxwell-Poisson, também chamada de COM-

Poisson e CMP, é definida como:

P(X =2x2)= f(x) = ﬁé\%, em que Z(\,v) = Z (j)\'J)V

(2.1)

com A >0,v>0,xreN={0,1,2,3,...,n,...}.

Para mostrar que a equagao (2.1) realmente representa uma fungao de densidade de

probabilidade, é necessario provar que ela é maior ou igual a zero em todo seu dominio



e que a integral dela sobre o dominio é igual a um. Condic¢ao de positividade é ébvia,
pois a funcao Z definida é uma soma de termos positivas e f é a razao entre uma quan-
tidade positiva e Z. A integral, como € usual em distribuigoes discretas, usa a medida de

contagem, o que implica a relacao

| s@an=3 1) 2:2)

r, entao, a integral desejada é

> =1 A J N L 1
/0 F@dn=3 Za 3w = 20 2= Gy ~ Zoy 2 =1 (23)

x=0 =0

2.1 Propriedades Conhecidas e Funcao de Verossimi-
lhanca

Os primeiros momentos da distribuigao sao derivadas de In Z(\, v)

olnz
_ 1 oe] A" _
BIX) =ty e = 0 2.4)
9?InZ
_ 21 2 _
VIX] = FE[X?] — E*[X] EYE (2.5)

Nenhum momento tem expressao fechada, mas a média pode ser aproximada de varias
formas, incluindo usar a moda (de acordo com [17]), usando apenas os primeiros termos
quando v é grande, limitando E[Y] quandoi v é pequeno e usando uma expansao assin-
tética para Z. O paper [21] usa esta dltima abordagem, que serda usada também nesta

dissertacao, obtendo a aproximacao

1 1 1
E[Y]%x\v—f—g—é (2.6)

que é particularmente precisa para A > 10" ou v < 1.

De acordo com [24], o célculo de caracteristicas simples da distribui¢ao, como sua
funcao geradora de momentos ou sua funcao caracteristica, é bastante dificil. De fato,
basta verificar o artigo [23] dedicado & aproximagao da fungao Z, dos momentos da dis-

tribuicao e a geracao de ntimeros aleatoérios que seguem a distribuigao COM-Poisson, mas



nao chega a calcular a matriz de informacao de Fisher associada a esta distribuicao.

Uma funcao de verossimilhanca de uma amostra de varidveis independente e identi-
camente distribuidas com a distribuicaio CMP de parametros (A, r) vai ser uma fungao

proporcional a

lXAJOzzAZiﬂ“Z_”@&V)(fixﬂ)_ (2.7)

Maximizar L equivale a maximizar a fungao de log-verossimilhanga, dada por
(N v)=InL(\v) sz — VZIII zl) —nlnZ(\ v). (2.8)

Denotando por Zy a derivada de Z com relacao ao parametro 6, a funcao escore associada

sera
ot Yigmi nZy(\w)
UAv)=| 7| = Yoo . (2.9)
0 n nZy (v
o = Yo In(ayl) — 222

A matriz Hessiana de ¢, omitindo o elemento (), v) da notagao, é

20 0%
X2 A\
J =
20 U
L ovx o2
_2%21 Ti nZM\ _|_ nZ,\Z)\ TLZ)\,, + ’nZ)\ZV
= (2.10)
V/\ + TLZ,/Z)\ nZVl/ _'_ nZVZIJ
Disso, obtém-se a matriz de informacao
E[X
_’I’LA[2 ] nZ)\)\ + 'n,Z)\Z/\ O
[=-E[lJ] =- (2.11)
0 nZW € nZVZV

Expandindo as derivadas da funcao Z, os termos fora da diagonal principal se tornam

nulos, o que faz com que os parametros sejam ortogonais.



2.2 Viés de Primeira Ordem das Estimativas de Max-
ima Verossimilhanca

Calculando os termos do viés de primeira ordem da estimativa de maxima verossimi-

lhanga, equagao (4.20), para o caso da distribuicao CMP, tem-se os itens

[ 93¢ ] 2nE[X] N 3nsyy W YAVAVS
von =B x| T T 3 T o 72 73
[ o3¢0 ] NIy  NZnZ, 2nZ\Zy, 2nZ\Z)Z,
v = E | T T 7 72 72 o 73
[ 53¢ ] nZ)\V)\ QTLZ)\,,Z)\ nZ)\)\Zl, QTLZ)\ZVZ)\
oo =Ena] =777 72 2
[ 93¢ ] TZZ)\,/V 27’LZ)\Z,ZZ, TLZ)\Z,,V QZ)\ZZ,ZV
oo =E o] =777 72 N
[ a3 ] YA\ 2nLy, 4y YANVAY YAV
v =Elans] =777 72 2
[ 53¢ 1 TZZ)WV QHZ/\VZV nZAZW QZ)\ZVZV
v =Flas] =777 72 2
[ 53¢ ] nZAW QHZ)\VZV nZ)\ZV,, 2Z)\ZI,ZI,
ver = Elans| =777 72 72
30 ] nZpZ, 3nZnZ, 2mZ,Z,7,
Vv = E _6VVV_ == VA 72 - 73
e os cumulantes
o WE[XY] nE[X]Z, n2E[X]Zn
UAXA ZE[W—,\} == -
’ N N7 \Z
TL2E [X} Z,\Z,\ HQZ)\Z)\)\ ’I”LQZ)\Z)\Z)\
WA z? AN
520 o n’E [XlnX!] n’E [X} Z, n’FE [ln X!] Zyx
e =E[555] = 32 Nz Z
n2E [IHX'] Z,\Z)\ — TLQZ,,Z)\)\ n2Z)\Z)\Z)\
a 72 73
920 ¢ nk [X} ZI/I/ n2E [X] Zl/Zl/ nZ)\ZI/V n2Z)\Z1/Z1/
Vpp\ = FE [Wﬁ] = — Ag N ) 3 — 73
920 920 n’E [ln X!} Z,, n*E [ln X!} Z,Z,—n*Z,%,, n%Z,7,7,
Uw/,l/ = E [W%} = Z — Z2 — Z3

- " Inz!
sendo que Inz! = ZJATJ

Zero:

2
U)\I/)\:E|:a£ %} v,\,,,l,:E[

OAv ON

. Os seguinte cumulantes, também usados, sao todos iguais a

e
o\v Ov
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0%l 85} [82€ 822]
VAV —

A= {%5 v\ dv

O passo seguinte é inserir estas quantidades nas equacgoes 4.21 e 4.22. Na distribuicao

COM-Poisson, temos que i # j = i =0 e i # j = vy, = 0, 0 que reduz as equagoes a:

23(9)\) = i)\)\i)‘)\ (U)\)\)\ + 2@)\)\,)\) + i)\)\iyyv)\yy + O (n’%) (212)
2B(0,) = ’l'WZ'MUz/M + 38" (Vi + 2“!/1/,1/) +0 <n7%) (2.13)
Embora nao seja possivel obter uma forma fechada para este viés, devido a funcao Z e

suas derivadas serem todas definidas em termo de uma série infinita, as equacoes A.1 eA.2

sao suficientes para avaliar numericamente a ordem do viés.

2.3 Estimacao dos Parametros por Minimos Quadra-
dos

Uma das propriedades interessantes desta distribuicao surge quando calcula-se a razao

entre P(X =z + 1|\, v) e P(X = x|\, v):

o+1 1
ﬂ;(;ib)y) - Z(Al, v) ((aﬁ Dy Z) - @ : g (2.14)
Logaritmando essa razao, chega-se a
In (%) =InA—vin(z+1) (2.15)
Escrevendo Gy = In X e 51 = —v, chega-se a
In (P(I——i_l)) = Gy + [y In(z + 1), (2.16)
P(x)

uma forma similar & um modelo de regressao linear simples. As duas probabilidades do
lado esquerdo da equagao (2.16) s@o facilmente estimadas a partir de uma amostra, e de
posse destas estimativas pode-se estimar os [ utilizando minimos quadrados ordinarios

ou um método equivalente para modelos de regressao linear simples, e a partir destas
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estimativas obter estimativas dos parametros originais. O artigo de Shmueli et alii ([21])
sugere que estas estimativas sao inferiores as de maxima verossimilhanca, mas que sao bons

pontos de partida para métodos iterativos de maximizacao da funcao de verossimilhanca.

Para obter uma avaliacao rapida da qualidade desta estimacao por minimos quadrados
utilizando a linguagem de programacao R ([22]), foram geradas (através do equipamento
para simulacao de Monte Carlo que acompanha o pacote stats do interpretador padrao do
R) amostras independentes e identicamente distribuidas da distribui¢gao de Poisson com
parametro A = 1, sendo que 100 amostras tem tamanho 10, 100 tem tamanho 100, 100
tem tamanho 1000 e assim por diante até o tamanho 100000. O cédigo para gerar estas

amostras estd na secao A.3.

Foi computada entao a média das estimativas dos parametros para cada tamanho de
amostra, que devem ser préximas a (A = 1,v = 1). O processo foi repetido com A = 10
e com (A = 0.25,v = 0), e os dois primeiros momentos amostrais junto com a média das

estimativas obtidas para cada parametro estao nas Tabelas 1, 2 e 3.

Na Tabela 1 pode-se verificar que as estimativas para amostras de tamanho inferior a
1000 tem um comportamento cadtico, tornando este processo de estimacao nao aplicavel.
E perceptivel que, de acordo com a variancia e média amostrais, a estimacao por maxima
verossimilhanca também nao produziria resultados mais interessantes, pois os primeiros
momentos amostrais nao condizem com os momentos da distribuicao de Poisson com
parametro A = 1. Isto é devido ao fato que para estes tamanhos pequenos de amostra
as caracteristicas peculiares as distribuicoes de Poisson e COM-Poisson nao aparecem.
Na Tabela 2 pode-se verificar que, novamente, as estimativas para amostras de tamanho
inferior a 1000 sao inadmissiveis. O problema com amostras pequenas persiste com um
aumento de 10 vezes no parametro A, o que contradiz [24], que afirma que se A > 10" a

estimacao por minimos quadrados é admissivel mesmo com amostras pequenas.

Outro caso comentado por [21] é com v < 1, que ¢ ilustrado através de simulagao de

variaveis com distribuicao geométrica na Tabela 3. O valor de A utilizado aqui foi de 0.25.
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Se relevarmos os valores inadmissiveis (pois sdo negativos) nas estimativas de v, o que
nao ¢ de todo incompreensivel tendo em vista que o valor absoluto destas estimativas é
praticamente zero, as estimativas utilizando minimos quadrados sao melhores que as esti-
mativas de méxima verossimilhanga (obtidas calculando o inverso das médias mostradas

na tabela) para tamanhos de amostra grandes.

Vale ressaltar que nesta estimacao por minimos quadrados, nao ha nenhuma garantia

que as suposicoes usuais de modelos de regressao linear sejam validas. Como

Pz +1) P(z) ~ 1
Cov <ln <—f3(;p) ) ,In <—P(ZB - 1))) ~ P

temos algo similar a correlagao serial e heterocedasticidade.

(2.17)

Tabela 1: Resultados obtidos com amostras da distribuicao de Poisson (A = 1), Média
da Amostra (estimador de maxima verossimilhanca para A utilizando a distribui¢ao de
Poisson, Variancia da Amostra, e estimativas de A e v

Tamanho da Amostra | Média Amostral | Varidncia Amostral | A 1%
10 1.50 1.38 0.00 | -6.12
100 0.88 0.83 4.04 | 2.57
1000 1.01 0.99 0.66 | 0.58
10000 0.99 0.99 0.87 | 0.87
100000 0.99 1.00 0.90 | 0.90

Tabela 2: Resultados obtidos com amostras da distribuigao de Poisson (A = 10), Média
da Amostra (estimador de maxima verossimilhanca para A utilizando a distribui¢ao de
Poisson, Variancia da Amostra, e estimativas de A e v

Tamanho da Amostra | Média Amostral | Variancia Amostral A v
10 9.10 3.21 0.28 | -0.67
100 10.16 11.32 7.55 | 0.87
1000 9.91 9.90 9.83 | 0.98
10000 10.03 9.93 9.65 | 1.00
100000 9.97 10.04 10.72 | 1.05




Tabela 3: Resultados obtidos com amostras da distribuicdo Geométrica (P (sucesso)

13

A=1/4), Média da Amostra (o estimador de maxima verossimilhanga para a distribui¢ao
geométrica é 1/X), e estimativas de A e v

Tamanho da Amostra | Média Amostral | 1/X | A v
10 3.30 0.30 | 0.78 | -1.18
100 3.40 0.29 1 0.20 | 0.01
1000 3.04 0.33 | 0.27 | -0.03
10000 291 0.34 | 0.29 | -0.02
100000 3.00 0.33 | 0.26 | -0.01
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3 Distribuicoes FEstendidas por
Alternativas de Lehmann

3.1 Introducao

No contexto de modelos paramétricos para o estudo de tempos de vida, [I1] po-
pularizaram o estudo de distribuicoes estendidas por alternativas de Lehmann, que sao

distribuicoes que tem uma das formas

Gi(x:0) = [Fa) (3.1)

Gy(z:)) = 1—[1—F(2), (3.2)

em que F(x) é uma funcao de distribuigao acumulada qualquer e A > 0. E f4cil verificar
que o suporte da distribuicao estendida a partir de F' é o mesmo de F' e que as fungoes

de densidade associadas sao:

gi(2,A) = M(x)F(x)*™ (3.3)

g2 (2,)) = M(z)[1—F(@)"" (3.4)

em que f(z) é a fungao de densidade associada a F'.

Vérias distribuicoes comumente usadas podem ser vistas como extensoes de distribui-
¢oes simplérias. Uma funcao de distribuicao comumente usada que pode ser vista como

uma distribuicao estendida desta forma é a distribuicao exponencial, que é a extensao,
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pela segunda forma, da distribuigdo F'(x) = 1 —e*. Ao extender a distribuigdo uniforme
no intervalo [0, 1] pela primeira forma (equagoes (3.1) e 3.3)), obtém-se a distribuigao beta

com parametros (¢ = A, = 1), que tem a forma:
fz|\) = At (3.5)

em que z € (0,1) e A > 0. Se estendermos pela segunda forma (equagoes (3.2) e (3.4)),
obtém-se novamente a distribuicao beta, porém desta vez com parametros (o« = 1,3 = \),
obtendo a forma:

FllA) = A1 =2 (3.6)
em que z € (0,1), A > 0. As equagdes (3.5) e (3.6) sdo casos especiais da distribuicao

I'(a+ 3)

el ) = oy g0 -0 (37)

em que z € (0,1), a >0e 3> 0.

3.2 Momentos - Calculo Usando a Funcao Quantil

Fazendo uma mudanga de varidveis u = F(x) na expressao do k-ésimo momento de

g, a saber
BN == [ a0 PP da (35)
chega-se a
1
e = / Q* (u) M du (3.9)
0

em que Q(u) = F~(u) é a inversa da funcao de distribuigao acumulada F', chamada de

fungao quantil.

A funcao dentro da integral da equacao (3.9), Q%(u)\u*~1, pode ser dividida em duas
partes: Q%(u) e \u*!. Esta segunda parte é a equagao (3.5), que é um caso especial da

distribuicao beta mostrada na equagao (3.7). Entao, pode-se reduzir o k-ésimo momento
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a uma esperanca da distribuicao beta:

1
o = / AQCFu)udu = Egerann) [Q(1) . (3.10)

Raciocinio similar mostra que os momentos da segunda expansao sao dados pela equagao:
1
iy = / AQF (u)u*tdu = Egetag ) [Q(u)] . (3.11)
0

Combinando as equagoes (3.10) e (3.11) com a defini¢ao de func¢ao geradora de mo-
mentos, obtém-se que as fungoes geradoras de momentos das fungoes estendidas sao dadas

por:

Mi(t) = Egeta(1n) {exp [tQ(u)]} e Ms(t) = Epetar1) {exp [tQ(u)]} (3.12)

3.3 Caracterizacao da Segunda Forma em Termos de
Momentos Ponderados por Probabilidade

Expandindo a segunda forma de extensao, dada pelas equagoes (3.2) e (3.4)), em
série infinita, pode-se obter caracterizagoes adicionais baseadas em fatoriais descendentes
e Momentos Ponderados por Probabilidade (comumente denominado Probability Weighted
Moments ou PWM). Primeiramente, utilizando a série de Taylor ao redor do ponto zero,

verifica-se que
oo

(1—2) = 2(-1)1‘%%. (3.13)

Fazendo z = F(x) e « = A, tem-se que

(1 -2 = (1 - F(2))* = Glal) = g—wrgﬁ? SHE ey
e substituindo na equagiio (3.4), verifica-se que:
ateld) = M) S
— ()TN i F(_l)j. Flay (3.15)
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Seja My, = max{X;, Xo,..., X} com X; ~ F. A densidade de My é fu, (z) = kf(x)F* ().

Fazendo j = k — 1 na equacgao (3.15), obtém-se

00 1)1 p(g)kL
g(zlX) = f(x)T(N) ; p(i —)k +1) (k:<—> 1)!

(D f@)Fa) !
- F(A)ZF(A—kH) (k—1)!

> —1)k1 v, (0
= T, F(i —)k +1) : k'( ) (3.16)

Definindo a quantidade

DO (=D (1R
TR 1 —k) & (3.17)

a expressao (3.16) se reduz a:

g = Y wpfu () (3.18)

Destas equacoes tem-se, respectivamente, a férmula dos momentos e a férmula da geratriz

de momentos da fungao g:

o = ZwkMMk (3.19)
k=1
Mg(t) = wiMgyy, (3.20)
k=1

em que Mg,, ¢ a funciao geradora de momentos de Mj. Logo, segue que em conjunto

com a equagao (3.11) tem-se que o r-ésimo momento de g é dado por:

pe = > kwpE{X"F(X)"1} (3.21)
k=1

= Y kwBp (3.22)
k=1

em que (1 sao os Probability Weighted Moments (PWM ou ainda Momentos Ponder-
ados por Probabilidade) de f.
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3.4 Perda de Poder em Erros de Especificacao de Dis-
tribuicoes Extendidas pela Primeira Alternativa

3.4.1 Divergéncia Kullback-Leibler

Dadas duas pdfs, [16] chamam a quantidade

Dis (flg) / I ( i)dm (3.23)

de Divergéncia de Kullback-Leibler (DKL). Freqiientemente, esta quantidade é usada
como medida de distancia entre pdfs, mesmo nao sendo uma métrica. Esta medida de
divergéncia é sempre maior ou igual a zero com zero ocorrendo se e somente se f = g,
mas nao é simétrica pois Dk (flg) # Dk (g|f), além de nao obedecer a desigualdade

triangular.
Reescrevendo a equacao (3.23), nés temos

/Rf(x)ln (%) de = /f )In(f(z)) — f(z)In(g(x))dx (3.24)
= E;[In(f(X))] = Ey [In(g(X))] (3.25)

onde Ef[h(X)] é a esperanca da varidvel aleatéria h(X) com respeito a pdf f. Como

Dgkr (f|g) é maior que zero, temos que
Ey In(f(X))] > Ey [In(g(X))] (3.26)

Maximizar a verossimilhanca é equivalente a minimizar Dy, (f|e), onde e é a funcao de

distribui¢do empirica. Calculando Dk (f|e) chega-se em
Dkr (fle) = Ef[n(f —— Zln (2,0 (3.27)

onde o termo mais a direita é a log-verossimilhanca empirica multiplicada por uma con-
stante. Entao, maximizando este termo minimiza-se toda a divergéncia. Entao o processo
de maximizar a verossimilhanga é equivalente a minimizar a divergEncia entre a densidade

empirica e o modelo paramétrico. Este resultado ¢ comum na literatura, e mostrado em
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todos os detalhes em [5], que d4 uma deducao acessivel e compacta das propriedades de
métodos baseados em fungoes de verossimilhanca usando DKL. [5] também estabelecem
um resultado que diz que a DKL é uma medida da perda de poder dos testes de hipoteses
baseados na razao de verossimilhanca quando ha erro de especificacao na distribuicao da

estatistica de teste sobre a hipdtese alternativa.

3.4.2 Especificagao Erronea e Perda de Poder em Testes de
Razao de Verossimilhancas

Supondo que temos dados vindos de uma fdp H(z|f, \), e queremos testar a hipdtese
de que (6 = 6y, A = A\o). A log-verossimilhanga é dada pela equagao
(X, 0)

A()\Q, 90) - m

(3.28)

em que a notacgao é é usada para a estimativa de maxima verossimilhanca do parametro &
sem restrigoes ao espago paramétrico. Se nao é possivel calcular ¢ (5\, é) porqueé a estimativa
do parametro A é complicada e aproxima-se a estatistica da razao de verossimilhancas
usando £(Ag, 5) no lugar da verossimilhanca sobre a hipdtese alternativa, em que 6 éo

estimador de maxima verossimilhanca de 6 dado que A = \;. Entao obtem-se a relacao

(N, 0)
ANzx)~ —= 3.29
(z) 0. 00) (3.29)
Um resultado de [5], secao 3, estabelece que a estatistica de teste gerada desta forma é

menos poderosa que a usual, e a perda de poder é igual a

APower = DKL (f(ajle é)a f(x’)‘la é)) (330)

No caso em que os dados seguem uma distribuicao extendida pela primeira alternativa
de Lehmann com distribui¢ao original tal que F' = F(z|f) para um parametro ¢. Sendo
a hipotese nula da forma

HO 0= (90,)\ =1 (331)
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contra uma hipotese alternativa
Hy:0#0y,\N#1 (3.32)

Se for considerado que os dados nao seguem uma distribuigao extendida da forma G(z|A, ),
mas de uma populagao que segue a distribuicao original F'(x]@), isso equivale a aproximar
a log-verossimilhanga sobre a hipdtese alternativa como no paragrafo anterior. Neste caso,

a log-verossimilhanca sera tomada sobre a hipotese
HA/ZQ#HQ,)\Zl (333)

0 que gera a seguinte expressao para a log-verossimilhanga:

0(1,0)
0(1,0,)

Alz) ~ (3.34)

Entao tem-se que o teste tem menos poder que um usando a distribuicao G, e a diferenca

no poder do teste é dada por
Arover = Dict. (9(al A, 0)lg(w1,0)) (3.35)

Entao para testar hipdteses sobre o parametro £ original, testes usando a versao extendida

sao sempre mais poderosos, com uma diferenca considerdvel na taxa de erros tipo II.

Expandindo a equagao (3.35) obtem-se que

A = Di (9(el\.0)lg(al1.)) (3.36)

)
s (a@lhD)
= /Rg(x\)\,é’) In <g(x|1,é)) d (3.37)

i e s (MEADP D
_ /R/\f( 3,0 P (2], )1 ( o >d (3.38)
_ / A (el 6) P (2], ) In (AP (213, 0)) d (3.39)

- m+/m—1)f(;c|x,é)FA—1(x|x,é)1n (F(x\i,é)) dz (3.40)
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Integrando por partes, obtem-se

1 —
APovver =1InA\ + TA (341)

O gréfico desta funcao mostra a perda de poder que tem-se no teste quando a distribuicao
dos dados é uma extendida pela primeira alternativa de Lehmann e falha-se em perceber

isto, sendo mostrado na Figura 1 para valores de A maiores que um.
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Figura 1: Perda de Poder em Funcao de A, para A > 1.
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4 Distribuicao da Razao de
Verossimzilhancas

Neste capitulo, o interesse reside em sequéncias de hipoteses da forma

H() : 60 = to
HO : 01 - tl‘eo :to
Hy : 0y = t5)6h = 11,00 = 1o

Hy: 05 =t53]0y = 9,01 =t1,600 =1

Hy : 0 = th]0p—1 = ty_1, ..., 00 = to

utilizando as estatisticas 7y, em que k é a k-ésima hipé6tese da lista acima (definidas em

[1], pagina 101), que tem a forma:

rp = B — bl w(x = bg) (4.1)

De acordo com Barndorff-Nielsen e Cox (1989), pagina 154, pode-se calcular as esperancas

e covariancias assintéticas destas estatisticas reescrevendo-as em forma matricial como

1

T2

R=172S R=
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VI

I-

VI

em que 2 é uma matriz tal que (I_%)2 =1 = [7! é a inversa de F[—/J], sendo
J a matrix Hessiana de ¢(f), diferenciando com relagdo aos 6, e s é um vetor em que o

r-ésimo elemento é dado por

s, = I, +
1 s syt
+ ZBHLL 4+l
1
+ E(27HrsHtuiStlu + 30Hrsvtuvi8tlulv + 12Hrstlslt +
30l I+ 80y U 1T (4.2)

em que, para todo conjunto R de indices vélidos para 0, vg = E[(g], Hr = {r — vg e,

. R __ 91 . : ~ . .
sendo ¢ = #R, (" = 90;, 96, 00, Aqui faz-se uso da convencao da soma de Einstein,
comum em trabalhos com tensores, de forma que a;;z? deve ser lido como Z;lz jo Qij%j em
que jp e j; ficarao implicitos pelo contexto. Nosso objetivo serd deduzir as propriedades

destas estatisticas para distribui¢oes da familia exponencial mostrada na equagao (4.15).

4.1 Expansoes Assintoticas

4.1.1 Expansdes Assintéticas Importantes: (6 — ),

A expansao mostrada aqui é de fundamental importancia no calculo de viéses e es-
peranga de estatisticas de razaod e verossimilhangas. Consideremos a fungao ¢,(0), e
expandimos ela em série de Taylor multivariada ao redor de um ponto arbitrario § = 6,

obtendo

00) = () + OO0 LrulB0)(6 = )"0~ o)

1! 2!
Crstu(00)(0 — 60)%(0 — ) (0 — 6p)™
)0 = 80 =610 )" "
Se considerarmos apenas o primeiro termo, pode-se reescrever na forma matricial
dt dt d*¢
250 = 755(00) + =5(00) (0 — o) (4.4)
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em que % é o vetor no qual a k-ésima linha é a derivada de ¢ em relacao ao k-ésimo 6,

20 . . . .
gTé ¢ a matrix hessiana de ¢ ou, equivalentemente, a derivada de j—g. Estudando os pontos

criticos de ¢, tem-se

0,(0) =0 (4.5)
tem-se que
Ot = ~ |G| G

(06, — —<E¥w4_> = (@) (46)
= (0 —=00), = j"ls(60) (4.7)

em que os j™ sdo os mesmos definidos nas preliminares. A férmula (4.7) pode ser con-
siderada como uma aproximacao para a quantidade desejada, mas queremos refina-la.

Igualando (4.3) a zero, isolando o primeiro termo e resolvendo para (6 — 6), obtém-se

(0 —6o)r = j"(ls(00) + Laru(00) (0 _2‘9!0)t(9 —0p)"
Cornn(00)(8 = 00)! (0 = 00)" (0 — 00)"
3!

+.) (4.8)

Substituindo (4.7) no primeiro termo de (4.8) e ignorando os termos de ordem mais alta,

obtém-se

jrsgstu (90)]'#0&) (eo)jumgﬂi (90)
2!

(0 - 00)7" - jrsgs(eo) + (49)

que é uma expansao de segunda ordem para (6 —6),. Substituimos agora (4.9) no segundo
termo de (4.8) e ignora-se os termos de ordem mais alta para obter a expansao de terceira

ordem

TS -t .
(0—00), = §70(0) + L Lrul0) 5;1;(90)] L(6)

1" st (0 , 90 02 (00) 77000 (00) 7740 (0
4 3" stuv (00) ' <jm€x(90)+j y=(00)J 2:)( 0)J*la( 0)>

3!
JUT ~yb -za
<juxgm(90) + J Ewyz(QO)] jlb(@o)] fa(eo))

77y (00) 700 (00) 57 *La(00) )

(4.10)

(tutt0) + K
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Este processo pode ser repetido ad infinitum gerando expansoes de qualquer ordem dese-

jada, e estaremos interessados no caso onde # = é, o que justifica a equagao (4.5).

4.1.2 Expansoes Assintéticas Importantes: (£(6) — £(6))

Define-se a funcao f como f(0) = ¢(0) — £(6y) e expandiremos esta func¢ao em série de
Taylor ao redor do ponto 6y. Por praticidade, chamaremos ¢r(0) de (r e (0 — 6y) de A6.

O resultado é

CATAG 0, AGTAGAY
o 31 +

£(0) = 6,007 + (4.11)

na qual, se o ponto de interesse é = é, os termos A#* sao dados pelas expansoes da

secao anterior.

4.1.3 Expansoes Assintéticas Importantes: 7

Por definicao,

Gk—bk
. = ——\Vw(x=2>
k 10r — O] (x )
Or — On,

o V20— 1630}
= 17 = 2{0(¢,x) — Ué o)}

(4.12)

Entao, pode-se relacionar estas estatisticas com as expansoes previamente estabelecidas,

com as restricoes

A = 0Vj<k

lrp = 0sedje Rtalque j <k

Deixando a convengao de soma de lado neste trecho, a expansao (4.11) implica que

P P P A0S
o= Y har g Y Y AT,

r=k+1 r=k+1 s=k+1
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PO N & G AGTARSAG
+ > >y = 3 T (4.13)

r=k+1 s=k+1t=k+1

Combinando isto com a expansao de primeira ordem para A" dada por (4.7), obtém-se

p p
T[% = Z gr < Z jTS€s>

r=k+1 s=k+1

oY 3 () (S )
r=k+1 s=k+1
b b L g”St (Z§=k+1 ijgfL’) <Z§=k+1 jsy€y> (Zzz):kJrl jmﬂz)
DY 3
r=k+1 s=k+1 t=k+1
o (4.14)

4.2 Familia Exponencial

Diz-se que um vetor X de variaveis aleatérias X; pertence a familia exponencial se

sua funcao de densidade pode ser escrita na forma

Fe(el6) = exp { o (S()76 - B(9) + Cla.0) ) (415)

com A(¢) > 0, 0 vetor de dimensao p e S(x) é um vetor de estatisticas suficientes para
0. Neste caso, a funcao de verossimilhancga dos z; tem a forma da densidade de X, e a

log-verossimilhanca é dada por

Gl 1 dB
w = @ )
A 1 9B
90,00, — A(p) 90,00,
93¢ 1 B

00;00,,00, A(¢) 06,06,,00,
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em que S(z); é a j-ésima estatistica suficiente. Tem-se, entdo, que as derivadas parci-

ais de ordem dois ou maior nao dependem dos dados, fazendo com que E [(g] = vg =

m (S(az)j - %) caso R = {j} e E[lgr] = vg = (g caso contrario. Entao, tem-se
que Hp = g —vg = ﬁE[S(m)T] caso R = {j} e identicamente nulo caso con-
trario. Tem-se, também, que, a partir do resultado bem estabelecido F [¢,] = 0, que

El] = 55 (E [S(Y),] — g_eBT) implica que E[S(Y),] = §2. Mais um resultado desta

familia é que o estimador de méaxima verossimilhanca tem forma fechada se e somente se

a funcao gTBT é invertivel, pois diferenciando ¢(f) e igualando a zero tem-se
1 0B(0)
_— V). — -
A(o) (S( ) 90, )
0B(0)
Y pr—
S( )7' 867»

e a solucao deste sistema tem forma fechada quando o segundo termo de (4.16) é invertivel.

4.3 Estatisticas s e r; na Familia Exponencial

4.3.1 Familia Exponencial Uniparamétrica

Na equagao (4.15), se considerarmos p = 1 e escrevermos L(f) na forma (1.8) tem-se

6 escalar, apenas uma estatistica suficiente S(x) e

o d(B(0))

= {w} = V{y —-n 70 (4.16)

1 1
72 = —— (4.17)

dB(6)
=
Ainda devido a 6 ser um escalar, tem-se que r = 1, ¢ =7inversa ou normal?, que
dil dil

implicando que Hir = 0, o que reduz
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4.4 Viés de Primeira Ordem dos Estimadores de Max-
ima Verossimilhanca

e o3¢ o 02 o] irs twima 1
Seja v = E [aeiejek] e Vijr = I [662-6@- 80k] e 1" o termo da r-ésima linha e s-

ésima coluna da matriz de formagcao esperada. De acordo com [!], pagina 150, o viés do

estimador de maxima verossimilhanca, sob condi¢oes de regularidade, é dado por
1 s -t -3
B(6;) = 5" (Vstu + 205t,u) + O (n 2) (4.19)

Reescrevendo sem notagao tensorial, temos

B<07‘) = % Z Z Z Z-rsl-tu (Ustu + stt,u) + ) (nif ) (420)

s=1 t=1 u=1

[N

No caso biparamétrico, quando temos apenas #; e 6, isso se reduz a duas equacoes:

23(91) = illill (U111 + 27]11’1) + i11i12 (U112 + 21]1172)

+

ittt (vi21 + 2v121) + it (V122 + 2v129)

323" (vg11 + 20211) + 328" (vg19 + 20219)

+ o+

i3 (vgp1 + 20991) + 1232 (V99 + 20999)
o) (n—%> (4.21)

2B(05) it (v111 + 2v111) + i1t (V112 + 2011 2)

+

+

i (vi21 + 2v121) + i (V122 + 2v122)

223 (vg11 + 20911) + 172282 (Va1 + 2021 9)

+ o+

i22i21 (1)221 + 21}22’1) + i22i22 (U222 + 22}2272)

0 <n*%) (4.22)

+

2:

Se os parametros forem globalmente ortogonais, temos que ! i?! = 0, reduzindo &

2B(0)) = N (v111 + 20111) + i1 (vigg + 20192) + O (n_3> (4.23)

23(92> = i22i11 <U211 + 21}2171) + i22i22 (UQQQ + 2’02272) + O <n_%> (424)
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5 Conclusoes

No presente trabalho duas contribuicoes foram feitas:

e Foi desenvolvida a féormula para viés do estimador de maxima verossimilhanca, in-
cluindo expansoes utilizadas no célculo deste viés (Capitulo 4), dos parametros da
distribuicao COM-Poisson, que tem grande potencial para uso na Biometria, vide

[15] (Secao 4).

e Foi computada a perda de poder ao errar na especificacao de uma distribuicao,
quando uma distribuicao desejada é uma extendida pela primeira alternativa de

Lehmann é aproximada por uma distribuicao classica.
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APENDICE A - Detalhes da Distribuicao

COM-Poisson

A.1 Derivadas da Funcao Z

Além da ortogonalidade dos parametros, as derivadas sao necessarias para mostrar a

ortogonalidade dos parametros. As derivadas mais simples tem a forma

o0 j)\j_l
Zy = Z G

J=0 J
) N
v+1
prd VL
_ NN
Z)‘)‘ - Z jl)u
7=0
) ]/\]71
Z)\V = _VZ .
1\v+1
) ])\Jfl
I = v
1\v+1
) )\j
Loy = (V2+V)Z('l v+2
— (4

Tomando j(j —1)...(j —k) =[[\0 (G —i) e (~v) (v —1)...

temos dois termos gerais

Z)\‘..(derivando k vezes em \)..\

Zl/...(derivando k vezes em v)...v
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[asry

- ([—u’f ] [W]) > i

j=0 "

~

Agora temos as derivadas necessarias para mostrar que a diagonal da matriz hessiana

(equacao 2.10) é nula. Temos

nz, nt,z
Ay A

21 = - ~
AV
= n(—Z—)\Q—F ZQ)\)
o B ° AT SV © GAT N
- Z?( ]z;(mm] [Z @] ;u')m] [Z (ﬂ)”])

A.2 Equacgoes do Viés de Primeira Ordem da CMP
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(2'V)

(T'V)

77 +7-)ug
(fzu—"7"7zu+ 77 X UW|gu— "7, 7 | X WU+ 7¢—"2"7272¢+""2.2"7—)7
(22X — o2 [X]d — £ZX) ut

(X ez XUT+ X7 [ X) T ZXUT — (o X HoZ XUT — §7e7X8 — \XZX7 7 X + (X HT—) ZX
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A.3 Cbdigo em Linguagem R para gerar niumeros
aleatorios com distribuicao CMP

# Antes de declarar o gerador de nimeros aleatérios (a fungdo rcmp)
# se faz necessdrio declarar a fungdo Z e a funddo de distribuicgéo
# COM-Poisson.
cmp.Z <- function (lambda, nu, prec=150) {

soma<-1

for (i in 1:prec) {

tmp<-(lambda~i)/(factorial(i) "nu)

if (!'is.nan(tmp)) {

soma<-soma+tmp

} else {
break
}
}
return(soma)

+
# A funcdo acima tem precisdo variavel, se a precis&o ndo for informada
# ela usa 150 iteragdes. Ela vai parar quando chegar a 150 iteragdes ou

# quando o interpretador do R ndo conseguir mais calcular iteragdes.

# Esta funcdo computa a fungdo de distribuigdo f
cmp.f <- function (x, lambda, nu, prec=150) {
tmp<-(lambda“x)/(factorial (x) "nu)
return (tmp/cmp.Z(lambda,nu,prec))

3

# A mesma regra para precisdo da fungdo acima vale.



# A funcdo a seguir segue o formato das fungdes geradoras
# de nimeros aleatérios do pacote base;

# Para ver exemplos, usar o comando

?runif

# para ver a ajuda do R.

# 0 argumento n é nimero de niumeros aleatérios a serem gerados.
# 0 cédigo usa o bem conhecido método de aceitacdo-rejeigéo.
rcmp <- function (n, lambda=1, nu=1) {
resp<-vector (mode="numeric",length=n)
for (i in 1:n) {
tmp<-cmp.f (0, lambda, nu)
u<-runif (1)
j<-0
while (tmp<u) {
j<-j+1
tmp<-tmp+cmp.f (j,lambda,nu)
}
respl[il<-j }
return(resp)
}
# Como teste, gera uma amostra iid de tamanho 100
# da distribuigdo Poisson com média 10:
rcmp (100, lambda=10)
# Gera uma amostra iid de tamanho 100
# da distribuigdo CMP com ni=10 e lambda=10:
rcmp (100, lambda=10,nu=10)

# Fim do cédigo.
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