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Resumo

O estudo dos processos que regem a evolução das espécies é um tema que desperta

grande interesse e investigações. Neste trabalho, investigamos propriedades estatísticas

de caminhadas adaptativas sobre relevos de adaptação correlacionados cujos espaços de

sequências possuem topologias diferentes, a saber, grafos aleatórios e redes livres de es-

cala. Utilizamos duas distribuições diferentes para gerar o relevo adaptativo, a distribuição

normal e a exponencial bivariada. Também fizemos uso de dois algoritmos evolucionários

para a realização das caminhadas, a caminhada padrão e a caminhada gradiente. Obser-

vamos que o comprimento médio das caminhadas aumenta com a conectividade da rede

quando a caminhada padrão é considerada. Este comportamento não varia quando dife-

rentes topologias e diferentes graus de correlação são considerados. Para a caminhada

gradiente em relevos correlacionados, notamos um pico no comprimento médio da cami-

nhada para valores pequenos de conectividade e para grandes valores de conectividade

verificamos que o comprimento médio das caminhadas é próximo ao valor estimado para

caminhadas gradiente em redes regulares, L = e − 1. Por meio do cálculo da diferença

relativa entre os valores adaptativos dos mínimos locais e global, verificamos que a cami-

nhada gradiente é mais eficiente do que a caminhada padrão, levando o valor adaptativo a

ótimos locais mais próximos do ótimo global.

Palavras-chave: Caminhadas adaptativas, relevos de fitness, biologia evolucionária.



Abstract

The understanding of the processes governing the evolution of species is an issue

which raises interest and investigations. In this work, we investigate the statistical prop-

erties of adaptive walks on correlated fitness landscapes on sequence spaces of different

topologies, namely, random graphs and scale-free networks. We have used two distinct

distributions in order to generate the fitness landscape, the normal distribution and the bi-

variate exponential. We have also used two evolutionary algorithms to perform the adaptive

walks, the standard adaptive walk and the gradiente adaptive walk. We have observed

that the mean walk length is increased with the connectivity of the network in the case

which the standard adaptive walk is considered. This behavior does not vary when different

topologies and different correlations are considered. When the gradient adaptive walk is

performed on correlated fitness landscapes, we can notice a peak for the mean walk length

for small values of connectivity and for large values of conectivity we verify that the value of

the mean walk length is close to the one estimated for gradient adaptive walks on regular

lattices, L = e − 1. By calculating the relative difference among the adaptive values of the

local minima and the global minimum, we have noticed the the gradient adaptive walk is

more efficient than the standard adaptive walk, leading the adaptive value to local minima

which are closer of the global minimum.

Key-words: Random walks, fitness landscapes, evolutionary biology.
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1 INTRODUÇÃO

Apesar dos avanços recentes em biologia experimental (Elena e Lenski, 1997; Sanjuán

et al, 2004), ainda não há uma compreensão total dos mecanismos fundamentais que

levam à evolução adaptativa. Neste contexto, investigações teóricas podem ser de grande

importância para a biologia evolucionária.

A visualização mais simples para evolução adaptativa é devida a Wright (1931), que

introduziu a metáfora de uma escalada de montanha para a evolução Darwiniana e tam-

bém o conceito de relevo de adaptação. Como resultado de um intenso desenvolvimento

da Biologia Evolucionária, a partir da década de 1980 os estudos sobre as caminhadas

adaptativas em espaços de sequências discretos foram intensificados. Entende-se que a

evolução de uma população é melhor ilustrada por uma caminhada adaptativa da popu-

lação em um espaço de sequências discreto, em que essas sequências representam os

genótipos. A cada passo dessa caminhada a população sofre uma mutação de um gene,

passando para um genótipo com maior valor adaptativo ou fitness. Destaca-se, nessa dé-

cada de 1980, o trabalho de Kauffman e Levin (1987), o qual introduziu a ideia de relevo

de fitness com variação da rugosidade. Nesse trabalho, foram feitos estudos das caminha-

das adaptativas, restringindo-se a espaços de sequências representados por hipercubos

(redes regulares). Nesse caso, todos os genótipos possuem o mesmo número de vizinhos

na rede.

Campos e Moreira (2005) estudaram as propriedades de caminhadas adaptativas so-

bre um relevo de adaptação descorrelacionado que é estabelecido no espaço de sequên-

cias de estrutura complexa. Nessas investigações foram realizadas simulações de cami-

nhadas adaptativas sobre grafos aleatórios (Erdös e Rényi, 1960) e redes livres de escala

(Albert e Barabási, 2002; Newman, 2001). Como dissemos, os estudos anteriores con-

sideravam espaços de sequências representados por hipercubos onde cada mutante está

conectado ao mesmo número de vizinhos por 1 mutação, ou seja, cada nó possui a mesma

conectividade. Entretanto, uma grande quantidade de mutações têm efeitos letais e dessa

forma as sequências podem não permanecer viáveis após sofrerem mutações pontuais
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(Lenski et al, 1999). Portanto, não é esperado que cada nó tenha o mesmo número de

variantes viáveis.

No entanto, relevos de adaptação realísticos possuem uma topologia mais complexa

do que o modelo descorrelacionado. Relevos de RNA (Fontana et al, 1989; Fontana et

al, 1993) e bactérias (Lenski e Travisano, 1994) apresentam um alto grau de rugosidade

com um grande número de ótimos locais, mas não são exatamente descorrelacionados.

Em relevos muito rugosos, os valores adaptativos de sequências com pequena distância

de Hamming não são fortemente correlacionados, e assim qualquer mutação pode alterar

consideravelmente a adaptação dos organismos. Sabe-se que a correlação do relevo de

adaptação pode agir sobre a dinâmica de fixação de mutações vantajosas (de Oliveira e

Campos, 2005).

Nessa dissertação, fizemos um estudo da evolução adaptativa sobre relevos rugosos.

Mais especificamente, investigamos as propriedades estatísticas de caminhadas adaptati-

vas em um relevo de adaptação correlacionado onde o grau de correlação pode ser ajus-

tado variando-se um parâmetro pré-definido (Wilke et al, 2002). Também investigamos se

o processo adaptativo é dependente da escolha particular do algoritmo evolucionário.

No capítulo 2, descrevemos as caminhadas adaptativas, os relevos de fitness, bem

como as redes livres de escala e grafos aleatórios. Enfatizamos o processo de construção

dessas redes complexas utilizadas em nosso trabalho e a diferença entre os dois tipos de

algoritmos considerados, a caminhada padrão e a caminhada gradiente.

No capítulo 3, estudamos alguns trabalhos que foram feitos sobre caminhadas adap-

tativas em relevos de adaptação não correlacionados. Demos ênfase ao trabalho já citado

de Campos e Moreira (2005), enfatizando a sua função de motivador do nosso trabalho.

No capítulo 4, detalhamos todo o nosso estudo feito sobre as caminhadas adaptativas

em relevos de adaptação correlacionados. Consideramos caminhadas padrão e gradi-

ente, utilizando as redes livres de escala e os grafos aleatórios, tomando para distribuição

de fitness as distribuições normal e exponencial bivariada, com diferentes parâmetros de

correlação. Nos interessamos em propriedades que dizem respeito ao número médio de

passos nas caminhadas, à distribuição dos ótimos locais nas redes, bem como qual o tipo

de caminhada mais eficiente.

No capítulo 5, apresentamos nossas conclusões.
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2 REVISÃO DE LITERATURA

Segundo Ronald A. Fisher (1930), “a adaptação é caracterizada pelo movimento de

uma população para um fenótipo que melhor se adapta ao ambiente atual”. A Teoria da

adaptação foi bastante estudada no Século XX, tendo passado por vários momentos de

grandes mudanças, onde algumas teorias caíram com o surgimento de outras.

A primeira visão das bases genéticas da adaptação foi pré-mendeliana. Esse ponto

de vista que enfatizava a extrema gradualidade da evolução fenotípica, começou com o

próprio Charles Darwin (1859), que argumentou que “a seleção natural só pode ocorrer

através de pequenas variações sucessivas, nunca dando saltos, sempre avançando em

pequenos e lentos passos”. Apesar de Darwin não ter um correto entendimento da na-

tureza da herança genética, ele concluiu que a base hereditária da evolução adaptativa

era bastante refinada, de modo que os organismos se adaptariam aos seus ambientes

através de muitos ajustes pequenos. Essa visão micromutacional da adaptação, a qual

estabeleceu as bases para a fundação da Escola Biométrica Britânica de Evolução (British

Biometric School of Evolution), liderada por Karl Pearson e Walter Weldon, sofreu fortes

oposições da escola mendeliana, mas se consolidou entre os evolucionistas por volta de

1930. Essa “vitória” reflete os esforços de Fisher, um dos fundadores da genética po-

pulacional e incansável defensor do gradualismo darwinista. Fisher fundiu com sucesso

o micromutacionismo e o mendelismo, produzindo uma estrutura matemática conhecida

como modelo infinitesimal.

Embora o modelo de Fisher levasse em consideração a natureza mendeliana da mu-

tação, ele não refletia a base molecular da herança, ou seja, não considerava o fato de que

o DNA é uma sequência linear de nucleotídeos que, entre outras coisas, codifica uma se-

quência linear de aminoácidos. Foi quando, no início dos anos 60, os teóricos começaram

a desenvolver modelos de adaptação baseados em sequências. John Maynard Smith

(1962) enfatizou que a real adaptação ocorre num espaço de sequências que, diferente-

mente do modelo infinitesimal, é discreto. É nesse período que surgem as caminhadas

adaptativas em espaços de sequências discretos, ideias que ficaram quase totalmente ig-

noradas por duas décadas.
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Na década de 1980, o estudo das caminhadas adaptativas foi finalmente retomado

com o importante trabalho de Kauffman e Levin (1987), dentre outros que o sucederam,

como Orr (2003), Orr (2005), Kauffman (1993), enfatizando, a partir daí, a ideia de relevo

de fitness, tema que será estudado nesse nosso trabalho.

2.1 Caminhadas adaptativas

É de comum acordo que as espécies evoluem devido à sua capacidade de adaptação

ao meio em que vivem. Nesse sentido, Wright (1931) criou a metáfora da “escalada” da

evolução darwiniana. Em outras palavras: a evolução de uma população é melhor ilustrada

por uma caminhada adaptativa da população em um espaço de sequências discreto, em

que essas sequências representam os genótipos. A cada passo dessa caminhada, a pop-

ulação sofre uma mutação de um gene, passando para um genótipo com maior valor adap-

tativo ou fitness.

Nos trabalhos de Kauffman e Levin (1987), Kauffman (1993) e Orr (2003) foram feitos

estudos das caminhadas adaptativas, restringindo-se a espaços de sequências repre-

sentados por hipercubos (redes regulares). Nesse caso, todos os genótipos possuem o

mesmo número de vizinhos na rede.

Para entendermos melhor as caminhadas adaptativas em um espaço de sequências,

consideremos um hipercubo de dimensão 3 (um cubo). Cada genótipo é representado

por uma sequência binária localizada sobre um vértice do hipercubo. No total temos 23

vértices cujas sequências são: (1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 0), (0, 0, 1)

e (0, 0, 0). Cada termo da sequência representa um gene, e a título de simplificação os

genes só assumem os valores 0 e 1. Sequências que diferem de apenas um gene ficam

associadas a vértices vizinhos (que estão interligados por uma aresta). A Figura 2.1 ilustra

hipercubos com dimensões 1, 2, 3, e 4.

Figura 2.1: Hipercubos com dimensões (a)1, (b)2, (c)3, e (d)4.



5

Na Figura 2.2(a) temos um cubo com seus vértices num plano (para a realização das

caminhadas são importantes apenas como os vértices estão conectados, não importando

como se dispõem no espaço euclidiano). A cada vértice (ou genótipo) está associado um

valor adaptativo, ou fitness. A Figura 2.2(b) ilustra o cubo com um fitness associado a cada

genótipo, criando a ideia de um relevo adaptativo.

A partir de um vértice desse cubo, um passo pode ser dado para outro vértice ao qual

esteja associado um fitness maior do que o fitness associado ao vértice de origem. Dessa

forma são realizadas as caminhadas, até que se atinja um ótimo local, ou seja, um vértice

que não possui vizinhos com valores adaptativos maiores do que o seu. A Figura 2.2(c)

ilustra possíveis caminhadas partindo do vértice em destaque.

Nesse estudo serão considerados dois tipos de caminhadas adaptativas:

1. Caminhada padrão: sorteamos um primeiro nó e verificamos quais são os seus vizi-

nhos mais próximos que possuem valor adaptativo maior que o seu; entre esses (se

houver mais de um) sorteamos um, todos com igual probabilidade; um passo é dado

para esse nó e repete-se o processo, até que um ótimo local seja encontrado.

2. Caminhada gradiente: sorteamos um primeiro nó e verificamos seus vizinhos mais

próximos que possuem valor adaptativo maior que o seu; entre esses (se houver

mais de um) escolhemos o que possui maior valor adaptativo; um passo é dado para

esse nó e repete-se o processo, até que um ótimo local seja encontrado.

Lensky, Ofria, Collier e Adami (1999) e Elena e Lensky (1997) verificaram que nem

todas as sequências no espaço de genótipos são viáveis, já que muitas vezes um con-

siderável percentual das mutações são letais. Nesse sentido, Campos e Moreira (2005)

realizaram caminhadas adaptativas utilizando redes com uma topologia mais complexa: as

redes livres de escala e os grafos aleatórios. Nessas redes, os números de conexões

por nó são diferentes, tornando o modelo mais realístico, já que há mutações não viáveis.

Nele foram considerados relevos de adaptação não-correlacionados, ou seja, em que os

valores dos fitness atribuídos aos vértices não têm correlação com os valores atribuídos

aos vértices vizinhos. Os valores dos fitness foram obtidos por meio de uma distribuição

uniforme (0, 1], e foram feitos estudos sobre propriedades estatísticas dessas caminhadas

adaptativas. No próximo capítulo descreveremos com mais detalhes os resultados obtidos

por Campos e Moreira (2005).
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Figura 2.2: (a) Cubo representando os genótipos; (b) Cubo representando os genótipos e
seus fitness; (c) Caminhadas adaptativas partindo do vértice em destaque (amarelo).

2.2 Redes Complexas

Basicamente, um grafo é um conjunto de pontos (denominados nós ou vértices), em

que alguns desses são conectados por arestas (segmentos de reta). Mais precisamente

um grafo é um par de conjuntosG = {P,E}, em que P é um conjunto deN nós P1, P2, . . . , PN

e E é um conjunto de arestas que conectam dois elementos de P . A Figura 2.3 ilustra um

grafo com 6 nós e 6 arestas.

Figura 2.3: Ilustração de um grafo com N = 6 nós e n = 6 arestas. O conjunto de vértices
é P = {1, 2, 3, 4, 5, 6} e E = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 6}, {4, 6}} é o conjunto de
arestas.
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Descreveremos a seguir os tipos de grafos que utilizamos em nosso estudo.

2.2.1 Grafos Aleatórios

Grafo aleatório é todo grafo cujos vértices são conectados aleatoriamente. A teoria

dos grafos aleatórios foi introduzida pelos matemáticos húngaros Paul Erdös e Alfréd Rényi

(1960), quando Erdös percebeu que os métodos probabilísticos seriam úteis ao estudo

desse tipo de grafo (Albert e Barabási, 2002; Newman, 2001).

Para entender os grafos aleatórios, consideremos um grafo com N vértices. Como

existem ao todoN(N−1)/2 possíveis arestas, o número de possíveis grafos com n arestas

será dado por Cn
N(N−1)/2, em que Cp

n representa o número de combinações de n elemen-

tos tomados p a p. Podemos estudar, por exemplo, a probabilidade de ser formado um

grafo com determinada propriedade especial ou procurar maximizar a probabilidade de

ocorrência dessa propriedade. Mais especificamente, a Teoria dos grafos aleatórios es-

tuda as propriedades do espaço probabilístico associado a grafos com N vértices, quando

N →∞. Nesse sentido dizemos que quase todo grafo possui a propriedade Q, quando a

probabilidade dele possuir tal propriedade tende a 1, quando N →∞.

Por definição, o grau de um vértice é o número de arestas que partem desse vértice.

Podemos estudar, por exemplo, a probabilidade de que o grau médio de um grafo assuma

um valor r. Outra característica importante dos grafos aleatórios é a existência de sub-

grafos. Dizemos que um grafo G1 é um subgrafo do grafo G quando todos os vértices

de G1 são vértices de G e todas as arestas de G1 são também arestas de G. Nesse caso

escrevemos: G1 ⊂ G. Podemos estudar, inclusive, a probabilidade de ocorrência de certos

subgrafos específicos.

Uma forma interessante de se pensar a construção de um grafo é o processo comu-

mente chamado de evolução: partimos inicialmente dos N vértices do grafo e estabelece-

mos que a probabilidade de um vértice se conectar a outro seja p. A cada passo de tempo

um vértice será conectado a outro com probabilidade p, até que sejam tomados todos os

possíveis pares de vértices. O número total de arestas será uma variável aleatória n com

esperança E(n) = pN(N − 1)/2. Ao final desse processo, cada grafo específico terá uma

probabilidade de ocorrência, por exemplo:

• A probabilidade de ocorrência de um grafo específico G0 com n arestas será

P (G0) = pn.(1− p)
N(N−1)

2
−n.
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• A probabilidade de ocorrência de um grafo qualquer G0 com n arestas será

P (G0) = Cn
N(N−1)

2

.pn.(1− p)
N(N−1)

2
−n.

Na Figura 2.4, mostramos uma ilustração de três grafos aleatórios com 10 vértices,

construídos a partir de diferentes valores da probabilidade de conexão p.

Figura 2.4: Em (a),(b) e (c) foram construídos os grafos aleatórios para p = 0.25, 0.5 e 0.9,
respectivamente.

Variando o valor da probabilidade p e o número de nós N , podemos obter grafos com

conectividades médias diferentes.

2.2.2 A rede livre de escala

Em diversas redes no mundo real, a quantidade de elementos que compõem a rede

pode variar ao longo do tempo. Redes de relacionamento na internet, redes de pessoas

que são contaminadas por outras, redes de relacionamentos sexuais, dentre muitos ou-

tros exemplos, demonstram a necessidade de se conceber um modelo de rede em que o

número de nós possa variar. Uma outra característica presente em redes reais é o fato

de que as ligações entre os vértices podem ter probabilidades diferentes, ou seja, de que

existem ligações preferenciais (Albert e Barabási, 2002; Newman, 2001).

Definiremos agora o algoritmo do modelo de rede livre de escala, o qual contempla

essas duas características anteriormente citadas:

1. Crescimento: Começamos com um pequeno númerom0 de vértices, e a cada passo

de tempo adicionamos um novo vértice com m arestas, que serão conectadas a m

diferentes vértices já presentes no sistema.
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2. Ligações preferenciais: Ao escolher os vértices aos quais o novo vértice n será

conectado, assumimos que a probabilidade Π dele ser conectado ao vértice i será

proporcional ao grau ki desse vértice , ou seja,

Πki =
ki

n−1∑
j=1

kj

.

Após t passos de tempo, este algoritmo resulta em uma rede com N = t+m0 vértices

e mt arestas. Simulações numéricas indicam que esse tipo de rede evolui de modo que a

distribuição de graus segue uma lei de potência, ou seja, a probabilidade de um vértice i

estar conectado a k arestas é da forma:

P (Xi = k) = ck−γ,

em que γ = 3, quando o número de vértices N tende a infinito.

A seguir, mostramos a Figura 2.5 com a distribuição de frequência de graus de uma

rede livre de escala, com 215 nós, construída através de simulação computacional, uti-

lizando o procedimento citado anteriormente. Na simulação, calculamos a frequência rela-

tiva f(k) de cada possível grau k, para cada valor de k. Em outras palavras, f(4) = 0.35

significa que 35% dos nós possuem grau 4, ou seja, existem 4 arestas conectadas a cada

um deles. Fizemos o ajuste linear e encontramos para c e γ os valores c = 4, 002 e

γ = 2, 9139.

Figura 2.5: Distribuição de frequência de graus de uma rede livre de escala, com 215 nós.
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Na figura 2.6, mostramos duas redes livres de escala, construídas a partir de diferentes

valores de m e m0.

Figura 2.6: Redes livres de escala construídas por simulação computacional. Em (a) temos
uma rede com 20 nós, em que m = 10. Em (b) temos uma rede com 40 nós, construído a
partir de m = 20.
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3 RELEVOS NÃO
CORRELACIONADOS

Kauffman e Levin (1987) investiram numa Teoria Geral sobre as caminhadas adaptati-

vas, inserindo o conceito de espaço de sequências e a ideia de fitness associado a cada

entidade. Nesse trabalho, desenvolveram uma teoria geral para o número de ótimos lo-

cais, para o comprimento médio das caminhadas e o número de ótimos locais alternativos

acessíveis a um dado nó inicial. Foram consideradas redes regulares (hipercubos) e os

relevos foram não-correlacionados.

Campos e Moreira (2005) fizeram um estudo sobre algumas propriedades das cami-

nhadas adaptativas em relevos de adaptação não-correlacionados. Nesse trabalho foram

utilizadas redes regulares, redes livres de escala e grafos aleatórios, com um número fixo

de nós N e várias conectividades médias z. O número de vizinhos de um nó i é denotado

por ki e, no sentido de definir um relevo adaptativo, foi atribuído a cada nó i um fitness

fi ∈ (0, 1] através da distribuição uniforme. O conjunto de valores fi, i = 1, ..., N caracte-

riza o relevo de fitness.

Três propriedades estatísticas das caminhadas foram estudadas para cada topologia

considerada:

• A densidade média de ótimos locais nas redes (η), ou seja, a razão entre o número

de ótimos locais e o número total de nós. Considera-se a média entre os valores de

η para cada rede.

• O comprimento médio das caminhadas (L̄), ou seja, o número médio de passos da

caminhada até um ótimo local.

• A diferença relativa média (∆FG) entre os fitness dos ótimos locais e o fitness do

ótimo global , ou seja, foi calculada a média entre os valores de ∆FG = FGlobal−FLocal

FGlobal

para cada rede. Nesse artigo, como os fitness foram atribuídos através da dis-
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tribuição uniforme (0, 1], o valor esperado do fitness do ótimo local é igual a 1, por-

tanto tal razão ficou reduzida à diferença ∆FG = FGlobal − FLocal.

Como os fitness fi são uniformemente distribuídos no intervalo (0, 1], a probabilidade

de que um dado nó i tenha fitness maior do que um vizinho seu é fi. Desse modo, se

esse nó i possui ki vizinhos, a probabilidade de que ele seja um ótimo local é fkii . Sendo

P (k) a distribuição de probabilidade das conectividades, ou seja, a probabilidade de um

nó possuir exatamente k vizinhos, foi calculada a densidade média de ótimos locais como

η =
∑
k

1∫
0

xkP (k)dx, (3.1)

de modo que para cada tipo de topologia considerada teremos um distribuição P (k) dife-

rente.

Com relação às redes regulares (hipercubos) de dimensão D, todos os nós possuem

D vizinhos, portanto P (k) =

{
1 se k = D

0 se k 6= D
. Nesse caso, a equação (3.1) fica reduzida

a

η =

1∫
0

xD · 1 · dx =
1

D + 1
. (3.2)

Ficou concluído, portanto, que η = 1/(D + 1) e que para valores grandes de D, η ≈ 1/D.

O comprimento médio das caminhadas gradiente (L̄) nas redes regulares foi estimado

por Orr (2003) no valor de L̄ = e− 1 ≈ 1, 72. Ele demonstrou que a probabilidade de uma

população dar exatamente n passos é dada por

Pn =
n

(n+ 1)!
, (3.3)

e desse modo

L̄ =
∞∑
n=1

nP (n) =
∞∑
n=1

n
n

(n+ 1)!
=
∞∑
n=1

n2

(n+ 1)!
(3.4)

Calculando o valor do somatório em 3.4, temos:
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∞∑
n=1

n2

(n+ 1)!
=
∞∑
n=1

n2 + n− n− 1 + 1

(n+ 1)!
=
∞∑
n=1

n(n+ 1)− (n+ 1) + 1

(n+ 1)!
=

=
∞∑
n=1

n(n+ 1)

(n+ 1)!
−
∞∑
n=1

n+ 1

(n+ 1)!
+
∞∑
n=1

1

(n+ 1)!

=
∞∑
n=1

1

(n− 1)!
−
∞∑
n=1

1

n!
+
∞∑
n=1

1

(n+ 1)!
=
∞∑
n=0

1

n!
−
∞∑
n=1

1

n!
+
∞∑
n=2

1

n!

=
∞∑
n=0

1

n!
−

(
∞∑
n=0

1

n!
− 1

0!

)
+

(
∞∑
n=0

1

n!
− 1

0!
− 1

1!

)

e como
∞∑
n=0

1
n!

= e, temos finalmente L̄ = e− (e− 1) + (e− 2) = e− 1 ≈ 1, 72.

Conforme vimos no capítulo anterior, nos grafos aleatórios os vértices são conectados

entre si com a mesma probabilidade p. Este procedimento produz uma rede estatistica-

mente homogênea, em que a distribuição das conectividades é dada pela distribuição de

Poisson, ou seja,

P (k) =
e−zzk

k!
, (3.5)

em que z = p(N − 1) é a conectividade média, ou seja, o número médio de conexões por

nó.

Substituindo a Eq. 3.5 na Eq. 3.1, obtemos para a densidade de ótimos locais nos

grafos aleatórios:

η =
∑
k

1∫
0

xk
e−zzk

k!
dx =

1∫
0

∑
k

(xz)k

k!
e−zdx

η = e−z
1∫

0

∑
k

(xz)k

k!
dx = e−z

1∫
0

exzdx = e−z
(
ez

z
− 1

z

)

Daí, finalmente:

η =
1

z
(1− e−z) (3.6)
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Podemos perceber que a partir de valores intermediários de z, a densidade η ≈ 1/z.

Com relação ao comprimento médio L̄, não foi obtido o valor exato pois não temos

a mesma conectividade para todos os nós. Nesse caso, foi possível subestimar L̄, assu-

mindo que, se um nó possui um vizinho que é ótimo local, então um passo é dado para ele.

De fato, isso nem sempre ocorre, pois o vizinho de maior fitness pode não ser um ótimo

local. Foram consideradas apenas as caminhadas que não partem de um ótimo local. A

partir dessas suposições, Campos e Moreira obtiveram que L̄ ≥ e
e−1 , para valores grandes

de z.
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4 RELEVOS CORRELACIONADOS

Neste capítulo, apresentamos um estudo das propriedades estatísticas de caminha-

das adaptativas sobre relevos de adaptação correlacionados que são estabelecidos em

espaços de sequências de estrutura complexa. Consideraremos espaços de sequências

com duas topologias diferentes:

1. Redes livres de escala;

2. Grafos aleatórios.

4.1 A construção das redes

Foram construídas redes livres de escala e grafos aleatórios com conectividades mé-

dias diferentes. A conectividade média (z) é o número médio de conexões por nó. Con-

sideramos os casos z = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 40, 72, 104 e 136. Para cada valor de z foram

construídas 1000 redes.

4.1.1 Redes livres de escala

Conforme já vimos na seção 2.2.2, cada rede livre de escala é construída partindo

de um número N0 de nós e a cada passo é acrescentado mais um nó que deverá ser

conectado a m nós já existentes, dando preferência aos nós com mais conexões, ou seja,

é feito um sorteio de m nós entre os nós já existentes, com probabilidades proporcionais

aos graus de cada nó.

Construímos redes param = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 20, 36, 52 e 68, obtendo redes com conec-

tividades médias respectivamente iguais a z = 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 40, 72, 104 e 136. Para

cada valor de m tomamos N0 = m (número inicial de nós) e no primeiro passo acres-

centamos um nó, conectando-o a todos os m nós iniciais. A partir do segundo passo,
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cada nó acrescentado foi conectado a m nós através das ligações preferenciais, conforme

explicado anteriormente. Repetimos esse processo até que a rede possua 215 = 32768

nós.

4.1.2 Grafos aleatórios

A construção dos grafos aleatórios foi feita baseada no processo de evolução citado

na seção 2.2.1: partimos inicialmente dos N = 215 vértices do grafo e estabelecemos

que a probabilidade de um vértice se conectar a outro seja p. A cada passo de tempo

um vértice será conectado a outro com probabilidade p, até que sejam tomados todos os

possíveis pares de vértices. Como estamos interessados em construir grafos aleatórios

com determinadas conectividades médias por vértice (z), tomaremos a probabilidade p em

função de z. Nesse caso, como esperamos que sejam construídas z dentre as possíveis

N − 1 arestas por vértice, temos que p = z
N−1 .

Um pequeno problema surge na construção dos grafos para pequenos valores de z.

Para pequenas conectividades médias, aumenta a probabilidade de ocorrência de aglome-

rados de tamanho pequeno, ou seja, subgrafos isolados cujos nós não estão conectados

aos demais nós do grafo (veja a figura 4.1). Para a realização das caminhadas, esses

aglomerados devem ser eliminados do grafo principal. Em nossas simulações, para os

valores de z iguais a 2, 4 e 6, após a eliminação dos aglomerados, permanecemos com

81, 7%, 98, 2% e 99, 7% dos nós, respectivamente. Essa diminuição no número de nós

para pequenas conectividades não é relevante em nosso estudo, visto que o percentual

de vértices eliminados é pequeno. Para valores de z maiores do que 6, o percentual de

aproveitamento foi de 100%.

4.2 A atribuição dos fitness

Para cada rede (livre de escala ou grafo aleatório) atribuímos os fitness a cada nó

(vértice) utilizando as distribuições:

1. Normal

2. Exponencial bivariada.
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Figura 4.1: Em (a) um grafo aleatório com os aglomerados de tamanho pequeno em
destaque. Em (b), o grafo obtido após sua eliminação.

Escolhemos essas duas distribuições para estudar as propriedades estatísticas das

caminhadas aleatórias sobre relevos onde a correlação entre os valores adaptativos dos

nós é positiva (distribuição normal) e negativa (distribuição exponencial bivariada).

4.2.1 Distribuição normal

A forma de atribuição dos fitness foi a mesma nas redes livres de escala e nos grafos

aleatórios. Na atribuição dos fitness em cada rede através da distribuição normal o pro-

cedimento foi o seguinte:

• Resultados teóricos e experimentais envolvendo os efeitos de mutações benéficas

sobre a evolução adaptativa de populações microbiais mostram que a distribuição de

probabilidade dos efeitos de fitness de mutações benéficas é exponencial (Rozen et

al, 2002). Baseados nos resultados obtidos nesses estudos, sorteamos o primeiro

nó e a ele atribuimos um fitness sorteando um número (S1) através da distribuição

exponencial com média 1/20;

• Para cada vizinho i desse nó, sorteia-se um fitness Si através da distribuição nor-

mal com média λS1 e variância 10−3(1 − λ2), em que λ representa o parâmetro de

correlação entre os fitness;

• Para cada um desses nós aos quais foram atribuídos o fitness Si, verificamos seus

vizinhos mais próximos (j) aos quais ainda não foram atribuídos fitness e novamente
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sorteamos um fitness Sj através da distribuição normal com média λSi e variância

10−3(1− λ2);

• Repete-se o procedimento até que tenham sido atribuídos fitness a todos os nós;

• Finalmente, para cada nó i com fitness Si, obtemos o fitness definitivo como sendo

Fi = 1 + Si, para garantir que todos os valores sejam positivos.

4.2.2 Distribuição exponencial bivariada

A segunda distribuição que utilizamos na atribuição dos fitness foi a exponencial bivari-

ada (Gumbel, 1960). Nesse modelo, o fitness de cada nó é atribuído a partir do fitness de

um vizinho pela distribuição condicional de Y = Sj dado X = Si cuja função densidade de

probabilidade é dada por

f(Sj) = αe−αSj(1+αθSi) [(1 + αθSi) (1 + αθSj)− θ] ,

onde Sj > 0, Si > 0 e 0 ≤ θ ≤ 1 é o parâmetro de correlação. O procedimento computa-

cional foi o seguinte:

• Um primeiro nó é sorteado e a ele atribui-se um fitness sorteando um número (S1)

através da distribuição exponencial com parâmetro α = 20, ou seja, com média

1/α = 1/20;

• Para cada vizinho i desse nó, sorteia-se um fitness Si através da distribuição expo-

nencial bivariada com os parâmetros α e θ conforme descrito anteriormente. Nesse

caso estamos tomando os valores Si correlacionados com o valor S1;

• Para cada um desses nós aos quais foram atribuídos o fitness Si, verificamos seus

vizinhos mais próximos (j) aos quais ainda não foram atribuídos fitness e novamente

sorteamos um fitness Sj através da distribuição exponencial bivariada, da mesma

maneira como no item anterior;

• Repete-se o procedimento até que tenham sido atribuídos fitness a todos os nós.
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Figura 4.2: Organograma das simulações

4.3 As propriedades estudadas

Para uma melhor visualização das simulações realizadas, podemos observar o orga-

nograma apresentado na Figura 4.2. Foram construídas 1000 redes livres de escala e 1000

grafos aleatórios, atribuindo-lhes as duas distribuições de fitness citadas anteriormente.

Foram realizadas caminhadas padrão e gradiente para cada rede e, para cada valor de z,

foram calculadas as seguintes propriedades:

• Comprimento médio das caminhadas não-nulas

Para cada valor de z, calculamos o comprimento médio L̄ das caminhadas padrão e

gradiente com comprimentos não nulos.

• Densidade média de ótimos locais

Para cada rede, seja N o número total de nós e n o número de ótimos locais. Calcu-

lamos a fração η de nós que são ótimos locais, ou seja,

η =
n

N
,

e finalmente, para cada valor de z calculamos a média η̄ entre os valores de η.

• Diferença relativa entre os fitness local e global

Para cada rede, calculamos o valor de

∆FG =
FGlobal − FLocal

FGlobal
,
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onde FGlobal é o valor máximo de fitness na rede e FLocal é o valor médio dos fitness

dos ótimos locais das caminhadas. Finalmente, para cada valor de z, calculamos a

média ∆FG entre os valores de ∆FG.

• Distribuição de frequências dos comprimentos das caminhadas

Para cada valor de z, calculamos a fração média de caminhadas não-nulas com

comprimento L (L > 0).

• Rank das caminhadas

Para cada rede, os fitness dos 1000 nós foram colocados em ordem decrescente, e

nessa ordem os nós foram numerados de 1 a 1000. Para cada valor de z, calculamos

o comprimento médio das caminhadas que partem dos nós de mesma numeração.
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4.4 Resultados das caminhadas

4.4.1 Comprimento médio das caminhadas não-nulas

Observando os resultados dos comprimentos médios das caminhadas padrão como

função da conectividade (Figura 4.3), percebemos que não houve diferenças significativas

em relação às diferentes topologias consideradas, bem como em relação ao fitness com

distribuição normal e com distribuição exponencial bivariada. Também não houve grandes

variações nos resultados quando variamos o parâmetro de correlação λ. Para todos os

casos de caminhada padrão, percebemos que o comprimento médio L̄ cresce com z, com

uma taxa de crescimento maior para pequenos valores de z e diminuindo essa taxa de

crescimento para valores maiores de z. As barras de erro não aparecem pelo fato de

serem muito pequenas.

De acordo com os resultados apresentados na Figura 4.4, em relação às caminha-

das gradiente, o comprimento médio das caminhadas sofreu um crescimento acentuado

para pequenas conectividades, estabilizando-se a partir de um valor próximo de z = 14.

Observamos que o número médio de passos é menor do que o observado nas caminha-

das padrão. Quando λ > 0 (relevo correlacionado), os comprimentos médios das cami-

nhadas apresentaram um comportamento qualitativo diferente do obtido nas caminhadas

padrão. Verificamos nesse caso, um crescimento mais acentuado de L̄ para pequenos

valores de z, atingindo um pico para um valor de z também pequeno (z = 4), a partir daí

decrescendo e assumindo um valor próximo do obtido para relevo não correlacionado, para

valores maiores de z. Interessante verificar que mais uma vez o comportamento qualitativo

não mudou para diferentes topologias e distribuições do fitness. Constatamos que, para

λ = 0, o valor de L̄ se aproxima do valor estimado por Orr (2003) em L̄ = e − 1 ≈ 1, 72,

discutido no capítulo anterior. Percebemos também que, para valores pequenos de z, os

comprimentos médios foram um pouco maiores para a distribuição normal. As barras de

erro não aparecem pelo fato de serem muito pequenas.

4.4.2 Densidade média de ótimos locais

Estudando a densidade de ótimos locais nas redes (η̄), observamos um mesmo com-

portamento para as duas topologias consideradas (as redes livres de escala e os grafos
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Figura 4.3: Comprimento médio das caminhadas padrão. Em (a) e (b) temos os resultados
com a distribuição de fitness normal, para as redes livres de escala e os grafos aleatórios,
respectivamente. Em (c) e (d) temos os resultados com a distribuição de fitness exponen-
cial bivariada, para as redes livres de escala e os grafos aleatórios, respectivamente.

aleatórios), bem como para as diferentes distribuições de fitness (veja Figura 4.5). As

barras de erro não aparecem pelo fato de serem muito pequenas. Em todos os casos ob-

servamos que o valor de η̄ diminuiu com z de acordo com uma lei de potência. Em outras

palavras, η̄ ∝ z−α, com α próximo de 0.9 nas redes livres de escala e nos grafos aleatórios.

Interessante observar que os resultados estão muito próximos dos obtidos por Campos e

Moreira (2005), estudados na capítulo anterior. A tabela 1 contém os valores de α para

cada tipo de rede e relevo de fitness, para as diferentes correlações.

4.4.3 Diferença relativa entre os fitness local e global ∆FG

Como vimos na Seção 4.3, calculamos a diferença relativa entre os valores adapta-

tivos dos mínimos locais e global, ∆FG, fazendo ∆FG = FGlobal−FLocal

FGlobal
. Um valor pequeno
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Figura 4.4: Comprimento médio das caminhadas gradiente. Em (a) e (b) temos os re-
sultados com a distribuição de fitness normal, para as redes livres de escala e os grafos
aleatórios, respectivamente. Em (c) e (d) temos os resultados com a distribuição de fitness
exponencial bivariada, para as redes livres de escala e os grafos aleatórios, respectiva-
mente.

de ∆FG indica que as intensidades dos mínimos locais encontrados nas caminhadas estão

próximas à intensidade do ótimo global.

Nas Figuras 4.6 e 4.7, observamos que ∆FG decresce com z de acordo com uma lei

de potência, independentemente da topologia considerada ou da distribuição do fitness.

Em outras palavras, ∆FG ∝ z−β, com β próximo de 0.2 nas redes livres de escala e nos

grafos aleatórios. As tabelas 2 e 3 contêm os valores obtidos para β para relevo de fitness

normal e exponencial, respectivamente. Verificamos que ∆FG diminui com a correlação

quando a distribuição normal é considerada. Um comportamento oposto é observado para

a distribuição exponencial.
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Tabela 1: Valores de α obtidos nas caminhadas.

Correlação α (RLE/Normal) α (GA/Normal) α (RLE/Exponencial) α (GA/Exponencial)
0 0,92±0,02 0,95±0,02 0,92±0,02 0,95±0,02

0,5 0,93±0,01 0,94±0,02 0,88±0,01 0,93±0,02
0,9 0,85±0,01 0,87±0,01 0,86±0,01 0,91±0,01
0,95 0,84±0,01 0,86±0,01 0,86±0,01 0,90±0,01
0,99 0,84±0,01 0,86±0,01 0,86±0,01 0,90±0,01

Figura 4.5: Densidade média de ótimos locais nas redes. Em (a) e (b) temos os resultados
com a distribuição de fitness normal, para as redes livres de escala e os grafos aleatórios,
respectivamente. Em (c) e (d) temos os resultados com a distribuição de fitness exponen-
cial bivariada, para as redes livres de escala e os grafos aleatórios, respectivamente.

Fizemos um comparativo gráfico entre as caminhadas padrão e gradiente a fim de

observar qual o tipo de caminhada mais eficiente, ou seja, qual das caminhadas apresenta

menores valores de ∆FG, indicando que as mesmas levaram a ótimos locais mais próximos

do ótimo global. Podemos constatar, através das Figuras 4.8 e 4.9, que a caminhada

gradiente é mais eficiente do que a caminhada padrão, o que já era esperado, já que na

caminhada gradiente cada passo é dado para o vizinho com maior valor adaptativo.
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Tabela 2: Valores de β obtidos nas caminhadas com distribuição de fitness normal.

Correlação β (RLE/Padrão) β (RLE/Gradiente) β (GA/Padrão) β (GA/Gradiente)
0 0,14±0,01 0,16±0,01 0,14±0,01 0,15±0,01

0,5 0,21±0,01 0,23±0,01 0,20±0,01 0,22±0,01
0,9 0,26±0,01 0,27±0,02 0,28±0,01 0,29±0,01
0,95 0,27±0,01 0,29±0,02 0,30±0,01 0,32±0,01
0,99 0,30±0,01 0,31±0,01 0,34±0,02 0,35±0,02

Tabela 3: Valores de β obtidos nas caminhadas com distribuição de fitness exponencial
bivariada.

Correlação β (RLE/Padrão) β (RLE/Gradiente) β (GA/Padrão) β (GA/Gradiente)
0 0,10±0,01 0,12±0,01 0,09±0,01 0,10±0,01

0,5 0,15±0,01 0,17±0,01 0,13±0,01 0,16±0,01
0,9 0,15±0,01 0,17±0,01 0,13±0,01 0,15±0,01
0,95 0,15±0,01 0,17±0,01 0,13±0,01 0,14±0,01
0,99 0,15±0,01 0,17±0,01 0,13±0,01 0,14±0,01

Figura 4.6: Resultados de ∆FG em função de z, com a distribuição de fitness normal. Em
(a) e (b) temos os resultados nas redes livres de escala, para as caminhadas padrão e
gradiente, respectivamente. Em (c) e (d) temos os resultados nos grafos aleatórios, para
as caminhadas padrão e gradiente, respectivamente.
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Figura 4.7: Resultados de ∆FG em função de z, com a distribuição de fitness exponencial
bivariada. Em (a) e (b) temos os resultados nas redes livres de escala, para as caminha-
das padrão e gradiente, respectivamente. Em (c) e (d) temos os resultados nos grafos
aleatórios, para as caminhadas padrão e gradiente, respectivamente.

4.4.4 Distribuição de frequências dos comprimentos das caminhadas

Com relação à distribuição de frequência dos comprimentos das caminhadas, não

observamos diferenças importantes para as diferentes topologias ou para as diferentes dis-

tribuições de fitness. Foram observadas diferenças qualitativas apenas para os dois tipos

diferentes de caminhadas realizadas (padrão e gradiente).Também não foram percebidas

diferenças significativas para os diferentes parâmetros de correlação.

Nas caminhadas padrão (veja figuras 4.10, 4.11, 4.12 e 4.13), observamos que para

valores pequenos de z temos uma maior frequência de caminhadas com comprimentos 1 e

2, com uma frequência cada vez menor para comprimentos maiores do que 2. Para conec-

tividades grandes observamos uma frequência pequena de caminhadas com comprimento

pequeno, o que é esperado, já que a densidade de ótimos locais diminui para conectivi-

dades grandes. Essa frequência cresce com o comprimento da caminhada, atinge um

máximo e volta a decrescer.
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Nas caminhadas gradiente (veja figuras 4.14, 4.15, 4.16 e 4.17), observamos que

a frequência de caminhadas de comprimento pequeno é muito grande para valores pe-

quenos de z, decrescendo e assumindo valores muito pequenos para valores grandes de

z. Caminhadas com comprimentos 1 e 2 possuem grandes frequências para todos os valo-

res de z. A frequência decresce rapidamente para comprimentos maiores do que 2, sendo

praticamente nula para comprimentos maiores do que 6.

4.4.5 Rank das caminhadas

Procuramos, agora, entender se os valores dos fitness dos nós em que a caminhada

se inicia é importante na dinâmica da caminhada. Por esta razão, estudamos a dependên-

cia do comprimento da caminhada com o ranking do nó onde a caminhada é iniciada.

Para a caminhada padrão (veja figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21), não percebemos

diferenças qualitativas importantes para as diferentes topologias e distribuições de fitness

consideradas. Também não observamos diferenças para os diferentes valores de λ (λ = 0,

0.5, 0.9, 0.95 ou 0.99). Para todos esse valores de λ observamos que quanto maior a

conectividade z, mais rapidamente cresce o valor de L̄, de modo que para cada rank,

maior conectividade sempre corresponde a um maior valor de L̄. Percebemos que, para

valores pequenos de z, o comprimento médio L̄ cresce de forma aproximadamente linear

com o rank, e a partir de valores intermediários de z, L̄ tem um crescimento inicial abrupto

e cresce de forma aproximadamente linear para valores intermediários e grandes do rank.

Observamos também que, para esse tipo de caminhada, fixado o rank, sempre temos

valores maiores de L̄ para valores maiores de z, ou seja, quanto maior a conectividade,

maior será o comprimento da caminhada, para o mesmo rank. Tal comportamento não foi

observado na caminhada gradiente, conforme veremos a seguir.

Para a caminhada gradiente (veja as figuras 4.22, 4.23, 4.24 e 4.25), observamos

comportamentos diferentes para diferentes valores de λ, apesar de não percebermos difer-

enças quando modificamos a topologia ou a distribuição do fitness. Para λ = 0, e valores

pequenos de z, o comportamento de L̄ se deu de forma aproximadamente linear com o

rank. À medida em que aumentamos os valores de z, percebemos um crescimento inicial

de L̄ cada vez mais brusco, estabilizando-se num valor máximo. O valor do rank para o
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qual L̄ se torna independente do rank decresce com o aumento de z.

Com o aumento de λ observamos um crescimento mais rápido de L̄ com o rank.

Verificamos que os comprimentos médios das caminhadas se tornam maiores para redes

com valores pequenos de conectividade média, quando comparado com redes de grande

conectividade, no regime de rank grande.

Figura 4.8: Gráficos comparativos dos valores de ∆FG em função de z, para as caminha-
das padrão (quadrado preto) e gradiente (círculo vermelho), com distribuição normal de
fitness. Nas linhas, de cima para baixo, temos respectivamente, as caminhadas nas redes
livres de escala e nos grafos aleatórios. Nas colunas, da esquerda para a direita, temos,
respectivamente, λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99.
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Figura 4.9: Gráficos comparativos dos valores de ∆FG em função de z, para as caminha-
das padrão (quadrado preto) e gradiente (círculo vermelho), com distribuição exponencial
de fitness. Nas linhas, de cima para baixo, temos respectivamente, as caminhadas nas
redes livres de escala e nos grafos aleatórios. Nas colunas, da esquerda para a direita,
temos, respectivamente, θ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99.
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Figura 4.10: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas padrão
nas redes livres de escala, com distribuição normal de fitness. Considerando as linhas de
cima para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as colunas da esquerda para
a direita, temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no eixo horizontal temos o
número de passos das caminhadas.
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Figura 4.11: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas padrão
nos grafos aleatórios, com distribuição normal de fitness. Considerando as linhas de cima
para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as colunas da esquerda para a
direita, temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no eixo horizontal temos o
número de passos das caminhadas.
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Figura 4.12: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas padrão
nas redes livres de escala, com distribuição de fitness exponencial bivariada. Con-
siderando as linhas de cima para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando
as colunas da esquerda para a direita, temos θ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico,
no eixo horizontal temos o número de passos das caminhadas.
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Figura 4.13: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas padrão
nos grafos aleatórios, com distribuição de fitness exponencial bivariada. Considerando as
linhas de cima para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as colunas da
esquerda para a direita, temos θ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no eixo
horizontal temos o número de passos das caminhadas.
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Figura 4.14: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas gradiente
nas redes livres de escala, com distribuição normal de fitness. Considerando as linhas de
cima para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as colunas da esquerda para
a direita, temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no eixo horizontal temos o
número de passos das caminhadas.
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Figura 4.15: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas gradiente
nos grafos aleatórios, com distribuição normal de fitness. Considerando as linhas de cima
para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as colunas da esquerda para a
direita, temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no eixo horizontal temos o
número de passos das caminhadas.



36

Figura 4.16: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas gradi-
ente nas redes livres de escala, com distribuição de fitness exponencial bivariada. Con-
siderando as linhas de cima para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as
colunas da esquerda para a direita, temos θ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no
eixo horizontal temos o número de passos das caminhadas.
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Figura 4.17: Distribuição de frequência dos números de passos das caminhadas gradiente
nos grafos aleatórios, com distribuição de fitness exponencial bivariada. Considerando as
linhas de cima para baixo, temos z = 2, 4, 12, 40 e 136. Considerando as colunas da
esquerda para a direita, temos θ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99. Em cada gráfico, no eixo
horizontal temos o número de passos das caminhadas.
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Figura 4.18: Rank das caminhadas padrão nas redes livres de escala, com distribuição
normal de fitness. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99,
respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z, a saber:
z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14 (laranja),
z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde escuro).
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Figura 4.19: Rank das caminhadas padrão nos grafos aleatórios, com distribuição normal
de fitness. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99, respec-
tivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z, a saber: z = 2
(preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14 (laranja), z = 40
(azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde escuro).
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Figura 4.20: Rank das caminhadas padrão nas redes livres de escala, com distribuição de
fitness exponencial bivariada. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos θ = 0, 0.5, 0.9,
0.95 e 0.99, respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z,
a saber: z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14
(laranja), z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde
escuro).
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Figura 4.21: Rank das caminhadas padrão nos grafos aleatórios, com distribuição de
fitness exponencial bivariada. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos θ = 0, 0.5, 0.9,
0.95 e 0.99, respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z,
a saber: z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14
(laranja), z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde
escuro).
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Figura 4.22: Rank das caminhadas gradiente nas redes livres de escala, com distribuição
normal de fitness. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99,
respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z, a saber:
z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14 (laranja),
z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde escuro).



43

Figura 4.23: Rank das caminhadas gradiente nos grafos aleatórios, com distribuição nor-
mal de fitness. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos λ = 0, 0.5, 0.9, 0.95 e 0.99,
respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z, a saber:
z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14 (laranja),
z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde escuro).
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Figura 4.24: Rank das caminhadas gradiente nas redes livres de escala, com distribuição
de fitness exponencial bivariada. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos θ = 0, 0.5, 0.9,
0.95 e 0.99, respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z,
a saber: z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14
(laranja), z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde
escuro).
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Figura 4.25: Rank das caminhadas gradiente nos grafos aleatórios, com distribuição de
fitness exponencial bivariada. Para as figuras (a), (b), (c), (d) e (e) temos θ = 0, 0.5, 0.9,
0.95 e 0.99, respectivamente. Em cada gráfico, para cada cor corresponde um valor de z,
a saber: z = 2 (preto), z = 4 (cinza escuro), z = 6 (cinza claro), z = 8 (vermelho), z = 14
(laranja), z = 40 (azul claro), z = 72 (azul escuro), z = 104 (verde claro), z = 136 (verde
escuro).



5 CONCLUSÕES

As caminhadas adaptativas têm ocupado posição relevante nas pesquisas sobre bio-

logia evolutiva. Nesse trabalho fizemos um estudo sobre as propriedades estatísticas de

caminhadas adaptativas sobre relevos de adaptação correlacionados. Foram efetuadas

caminhadas sobre redes livres de escala e sobre grafos aleatórios, associando a cada nó

de cada rede um valor adaptativo (fitness) através das distribuições normal e exponencial

bivariada. Esses valores adaptativos foram atribuídos de forma correlacionada, ou seja, o

fitness de um nó está correlacioando com os fitness dos seus vizinhos.

Para cada tipo de rede complexa, com cada distribuição de fitness e para cada conec-

tividade, estudamos o comprimento médio das caminhadas, a densidade média de ótimos

locais, a diferença relativa entre os fitness local e global, a distribuição de frequências dos

comprimentos das caminhadas e o rank das caminhadas. Foram feitas caminhadas dos

tipos padrão e gradiente.

Quanto ao comprimento médio das caminhadas das caminhadas padrão, L̄, como

função da conectividade, observamos que não houve diferenças significativas em relação

às diferentes topologias consideradas, bem como em relação às diferentes distribuições

de fitness. Também não houve apreciáveis variações nos resultados quando alteramos

o parâmetro de correlação. Para todos os casos de caminhada padrão, percebemos

que o comprimento médio cresce com a conectividade z, com uma taxa de crescimento

maior para pequenos valores de z e diminuindo essa taxa de crescimento para valores

maiores de z. Em relação às caminhadas gradiente, observamos que para o relevo não-

correlacionado, o comportamento qualitativo foi análogo ao obtido nas caminhadas padrão,

independentemente da topologia ou da distribuição do fitness. Observamos que o número

médio de passos é menor do que o observado nas caminhadas padrão. Para relevos cor-

relacionados, verificamos um crescimento mais acentuado de L̄ para pequenos valores de

z, atingindo um pico para um valor de z também pequeno, a partir daí decrescendo e as-

sumindo um valor próximo do obtido para relevo não correlacionado, para valores maiores

de z. O comportamento qualitativo não mudou para diferentes topologias e distribuições
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do fitness.

Com relação à densidade média de ótimos locais, η̄, em função da conectividade z,

observamos um mesmo comportamento para as duas topologias consideradas, bem como

para as diferentes distribuições de fitness. Em todos os casos observamos que o valor de

η̄ diminuiu com z de acordo com uma lei de potência η̄ ∝ z−α, com α próximo de 0.9.

Com respeito à diferença relativa entre os valores adaptativos dos mínimos locais e

global, ∆FG, observamos que ∆FG decresce com z de acordo com uma lei de potên-

cia ∆FG ∝ z−β, com β próximo de 0.2, independentemente da topologia considerada ou

da distribuição do fitness. Verificamos que ∆FG diminui com a correlação quando a dis-

tribuição normal é considerada. Um comportamento oposto é observado para a distribuição

exponencial. Num gráfico comparativo entre as caminhadas padrão e gradiente, constata-

mos que a caminhada gradiente é mais eficiente do que a caminhada padrão.

Com relação à distribuição de frequência dos comprimentos das caminhadas, não ob-

servamos diferenças importantes para as diferentes topologias ou para as diferentes dis-

tribuições de fitness. Foram observadas diferenças qualitativas apenas para os dois tipos

diferentes de caminhadas realizadas (padrão e gradiente). Também não foram percebidas

diferenças significativas para os diferentes parâmetros de correlação. Nas caminhadas

padrão observamos que para valores pequenos de z temos uma maior frequência de ca-

minhadas com comprimentos pequenos. Para conectividades grandes, observamos um

aumento no tamanho médio do comprimento das caminhadas. Nas caminhadas gradiente,

observamos uma predominância de caminhadas de comprimentos pequenos.

Quanto ao rank das caminhadas padrão, não percebemos diferenças qualitativas im-

portantes para as diferentes topologias e distribuições de fitness consideradas. Também

não observamos diferenças para os diferentes valores de λ. Para todos esses valores de

λ observamos que quanto maior a conectividade z, mais rapidamente cresce o valor de

L̄. Para a caminhada gradiente, observamos comportamentos diferentes para diferentes

valores de λ, apesar de não percebermos diferenças quando modificamos a topologia ou

a distribuição do fitness.

Entendemos que nosso trabalho trará um estímulo para novos estudos sobre as cami-

nhadas adaptativas sobre relevos de adaptação correlacionados, visto que poucos estudos

foram feitos sobre caminhadas sobre relevos correlacionados.
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