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Resumo

A distribuigdo Weibull inversa tem a habilidade de modelar fun¢des de risco com forma
unimodal que sdo bastante comuns em estudos bioldgicos e de confiabilidade. Uma nova
distribuicdo Weibull inversa generalizada tri-paramétrica com taxa de falha decrescente
e unimodal é proposta. Um compreensivo tratamento das propriedades matematicas de
Weibull inversa generalizada é provido e foi encontrado expressdes para suas funcdes
geradoras de momentos e o r-ésimo momento generalizado foi determinado. Também
discutimos a estimacao de maxima verossimilhanca e as férmulas para os elementos da
matriz de informacgéo observada. Uma abordagem bayesiana para esta nova distribuicéo
foi proposta e exemplificada, modelando um conjunto de dados agrarios pelos métodos
classico e bayesiano.

Palavras-chave: Weibull, verossimilhanga, Bayesiana, Inferéncia, Estimacao,

Sobrevivéncia.



Abstract

The distribution inverse Weibull is suitable for modeling failure rates which are quite
common in reliability and biological studies. In this work a new three-parameter distribu-
tion generalized inverse Weibull with decreasing and unimodal failure rate is introduced.
We provide a comprehensive treatment of the mathematical properties of the generalized
inverse Weibull and derive expressions for its moment generating function and the rth gen-
eralized moment. We also discuss maximum likelihood estimation and we provide formulae
for the elements of the Observed information matrix, we also made an bayesian approach
for this new distribution and an applied was made for a real data set for the methods classic
and bayes.
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1 INTRODUCAO

Nos estudos em andlise de sobrevivéncia, as distribuicdes usadas para estimar os tem-
pos de sobrevivéncia de individuos, como a distribuigcdo exponencial, a Weibull, a log-gama
generalizada, acomodam algumas formas de risco, como a forma constante (distribuigéo
exponencial) e a forma crescente e decrescente (distribuicdo Weibull), este graficos de-
scritos anteriormente sao facéis de encontrar em livros sobre andlise de sobrevivéncia,
como o livro do Colosimo e Giolo (2006) por exemplo. Porém, na préatica € comum en-
contrarmos dados de sobrevivéncia com funcao de risco de diferentes formas, como por
exemplo, em forma de U ou banheira e unimodal como no artigo do Jiang et. al. (2001). Os
modelos conhecidos para essas situacdes, em geral, ttm como origem o modelo Weibull,
que tradicionalmente pode modelar fungdes de risco com formas constantes, crescentes e
decrescentes.

A distribuicdo Weibull é bastante utilizada em estudos associados ao tempo de falha,
devido a grande aplicabilidade na area médica como na area de confiabilidade, bem como
na analise de sobrevivéncia. Dentro do contexto da taxa de risco ter forma unimodal, a
distribuicdo Weibull inversa atende a este requisito ver Jiang et. al. (2001).

No sentido (unimodalidade na funcéo de risco), foi proposto uma nova distribuicao
nomeada de Weibull inversa generalizada. Esta nova distribuicdo, devido a flexibilidade
em acomodar algumas formas de riscos, apresenta-se como uma importante distribui¢cao
pois pode ser utilizada nos mais variados problemas de modelagem de dados na analise
de sobrevivéncia oferecendo a vantagem de modelar funcées de risco crescentes, decres-
centes e unimodal. Outra caracteristica desta nova distribuicdo é a de possuir como caso
particular as distribuigdes Weibull inversa, exponencial inversa e Rayleigh inversa.



2 REVISAO DE LITERATURA

De acordo com Cordeiro (1999) a inferéncia busca adquirir procedimentos adequados
de forma cientifica com base em dado conjunto de dados, tais como: obter uma estima-
tiva de um parametro ¢ desconhecido, construir um conjunto de valores possiveis de 6 que
tenha uma confiabilidade especificada. Logo, as atividades da inferéncia sdo: a estimacao,
a construgao de regides de confianca e o desenvolvimento de testes de hipoteses.

A analise de sobrevivéncia pode ser definida como um conjunto de técnicas e modelos
estatisticos que analisa dados tal como o tempo de ocorréncia de determinado evento de
interesse, este método se faz peculiar devido as caracteristicas especiais, devido aos tipos
de dados que sao geralmente utilizados para esta analise como dados contendo censura,
por exemplo. Este método exige a introducdo de uma variavel extra na analise, que in-
dica se o valor do tempo de sobrevivéncia de um dado individuo foi observado ou nao.
Louzada-Neto et. al.(2001).

De acordo com Colosimo e Giolo(2006) um dos métodos que dispomos para testarmos
se nosso modelo estd bem ajustados aos dados consiste na comparacgéo da fungao de so-
brevivéncia do modelo paramétrico proposto com o estimador de Kaplan-Meier. Tendo em
maos as estimativas dos parametros do modelo, estima-se a fungao de sobrevivéncia. E
para o mesmo conjunto de dados, obtém-se a estimativa de Kaplan-Meier para a fungao de
sobrevivéncia. Dai, comparam-se graficamente as fungdes de sobrevivéncias estimadas
para o0 modelo paramétrico proposto com o de Kaplan-Meier. Se o modelo for adequado
ele devera ter uma curva de sobrevivéncia que se aproxime da curva de sobrevivéncia
do estimador de Kaplan-Meier. Outro método consiste em esbog¢armos a funcao de so-
brevivéncia do modelo paramétrico versus a estimativa de Kaplan-Meier para a funcéo de
sobrevivéncia, se esta curva estiver proxima da reta y = x teremos um bom ajuste.

Jiang et. al. (2001) mostraram que a fun¢ao densidade de probabilidade da distribuigao



Weibull inversa tem a propriedade de unimodalidade e também propuseram modelos de
misturas entre duas distribuicdes Weibull inversa.

Gupta e Kundu (1999) fizeram uso da generalizagao da distribuicdo exponencial calcu-
lando a maxima verossimilhanga para dados completos e censurados.

Mudholkar et. al. (1996) propéem uma generalizacado da distribuicao Weibull para es-
tudos de dados de andlise de sobrevivéncia.

Xie e Lai (1995) estudaram um modelo baseado da soma de duas distribuicdes Weibull.

Choudhury (2005) estudou sobre os momentos da distribuigdo Weibull exponenciada.

Lai et. al. (2003) fizeram uma modificacdo na distribuicdo Weibull e compararam com
outras modificagdes ja existentes.

Rajarshi e Rajarshi (1988) fizeram uma revisao sobre taxas de falha que apresentam a
forma de banheira.

Xie et. al. (2002) propoem uma extenséo da distribuicdo Weibull modificada, discutem
a forma da taxa de falha do mesmo e estudam métodos de estimacao de parametros.

De acordo com Pollard (1986) a abordagem bayesiana é um método para p6r no
mesmo contexto a informacgéo a priori e da amostra. Ele advoga como esta informagéo
a priori deve ser corrigida pelos novos dados.

De acordo com Box e Tiao (1973) nao existe um estado de ignorancia total a respeito
de uma dada situagao ou do parametro, sempre se sabe algo, mesmo que este conheci-
mento seja minimo.

De acordo com Paulino (2003) uma probabilidade subjetiva é uma medida de um certo
grau de crenga pessoal de um dado individuo.

O subjetivismo é o fundamento filoséfico predominante da inferéncia bayesiana, em-
bora na pratica densidades a priori ndo informativas (construidas sobre alguma regra for-

mal) sdo bastante usadas. Kass e Wasserman (1996)



3 METODOLOGIA

3.1 Inferéncia Estatistica

De acordo com Gauss(1992) a inferéncia é a parte fundamental da Estatistica e é tao
antiga quanto a teoria dos métodos que formam a Estatistica atual. As primeiras técnicas
de inferéncia surgiram a mais de 200 anos com os trabalhos de Bayes, DeMoivre, Gauss
e Laplace. Sir Ronald Fisher em 1912 prépos uma inferéncia estatistica baseada direta-
mente na funcéo de verossimilhancga, porém a intensificacdo da proposta de Fisher sé foi
feita no periodo de 1930 a 1940, devido as aplicagdes em problemas agricolas. A inferén-
cia tem por objetivo prover regras apropriadas de natureza cientifica baseando-se em um

certo conjunto de dados para executar algumas tarefas como:
1) estimacgéo;
2) construcao de intervalos de confianga;

3) desenvolvimento de testes de hipoteses.

3.1.1 Funcao de Verossimilhanca

Sendo Y = (Y1, ..., Y,)T uma variavel aleatéria caracterizada por uma fungéo de prob-
abilidade ou densidade de probabilidade com forma analitica f(y; #) conhecida e um vetor
de parametros desconhecidos 6 = (64, ...,0,)" e € © em que © é o espago paramétrico
e © ¢ ®*, em que R* é o conjunto dos reais.



A fungao de verossimilhaga L(0) é igual a f(y;0), dai

L(0) = f(y;0). (3.1)

Assim, a funcéo de verossimilhaca quando inferida obtém-se informacgéo sobre o vetor de
parametros 0. Dai L(6) depende de y e ndo de 6. Se Y tem componentes mutuamente
independentes para f(y;;0), V1 <i <mn, tem-se

n

L) = [ f(:0) (3.2)

=1
O logaritmo da verossimilhaca é conhecida como fungao suporte e no caso de varia-
veis aleatérias independentes é dada por

£(0) = logL(0) = log [Hf (%?9)] = Zlog Lf (i; 0)] (3.3)

dentre varios vetores #’s aquele que sobre o mesmo conjunto de dados tiver a maior
verossimilhaca sera o vetor # mais plausivel ou o mais proximo de ¢, (o vetor de para-

metros verdadeiros).

3.1.2 Funcao Escore

Por definicdo a primeira derivada da fungao suporte € denominada fungéao escore tam-
bém conhecida por vetor escore e é dada por:

U) = (o) = LOD 00,

A funcgéo escore é um vetor com dimensao k.

(3.4)

A primeiras derivadas da funcéo escore com sinal negativo é chamada de matriz de infor-
macao observada e é dada por:

our A

J(0) = ——5 =~ (0) = —5pz -



3.1.3 Estimativa de Maxima Verossimilhanca

Para estimar os parametros usamos uma técnica de calculo para encontrar maximos
e minimos, que consiste em derivar uma fungao e igualar o resultado a zero, entdo para

nosso caso derivamos a fungao suporte e igualamos a zero.

U (9) —0. (3.6)

3.1.4 Métodos lterativos

Os métodos iterativos sdo usados quando a as equagdes de maxima verossimilhanca
gera equacoes que nao tem solugdes analiticas ou quando a dimensao k do parametro é
muito grande, ao expandir U <6’> em série multivariada de Taylor até a primeira ordem ao

redor de um ponto qualquer 6 pertencente a uma vizinhaga de 0, tem-se, aproximadamente

U (9) >~ [/ (9) + aUaf)T (9 - é) (3.7)
como U <6’> = 0, entao
0—0=1[J(0)] U0 (3.8)

O método de Newton-Raphson consiste em usar a equagéao obtida anteriormente de
forma iterativa, assim
fom ) = gl [ (8] U (6™ (3.9)

em que as quantidades com superescrito (m) sdo avaliadas na m-ésima iteragdo. Repete-
se o procedimento até a diferenca entre 00"+ e §(™) se tornar desprezivel ou menor que

uma certa quantidade definida.

3.1.5 Momentos e Cumulantes

A fungao geratriz de momentos (fgm) é definida por:

M(t) = E(e™), (3.10)



a fungdo geratriz de momentos M (t) pode ser representada também pela expanséo dada

por:
/tk
M(t) = HZ“’% (3.11)
k

suposta convergente para todo |¢| suficientemente pequeno. A fungdo geratriz de cumu-
lantes (fgc) é definida por:
K(t) =log M(t) (8.12)

e ainda a funcéo geratriz de cumulantes pode ser expandida como
tk
K(t) = ZHRH. (3.13)
k

Os quatros primeiros cumulantes sdo dados por:

K1 = i, (3.14)

Ko = pthy — pi (3.15)

Ky = [y — 3Hopy + 247 (3.16)

Ka = iy — Apspy — 3py + 12507 — 64 (3.17)

3.1.6 Identificabilidade

Definicdo: Seja ¢ uma transformagéo associada com cada F; € ¢ tendo o dominio
definido por Dg, com mapa linear M : F; — ¢;. Se existe uma ordem total (<) de ¢ tal
que:

i) Fi < Fy, (F1,F, € ®) = Dy, C Dg,;

ii) para cada F; € @, existe algum s, € Da,, ¢1(s) # 0 tal que lim 2 = 0 for Fy < I3,
(Fy, F, € ®).

Entdo a classe A de todas as misturas finitas de distribuicbes é identificavel relativa a
®. Ver Sultan et. al. (2006))



3.2 Analise de Sobrevivéncia

A andlise de sobrevivéncia € uma das areas da estatistica que vem apresentando o
maior crescimento nas duas ultimas décadas do século passado de acordo com Colosimo
e Giolo (2006), isto devido ao avango tecnolégico nos computadores e com o aprimora-
mento e desenvolvimento das técnicas estatisticas. A analise de sobrevivéncia é uma
técnica estatistica usada em casos em que, geralmente, a variavel resposta é o periodo
de tempo até o acontecimento de um evento de interesse e a este tempo € dado o nome
de tempo de falha. O tempo de falha pode ser por exemplo a duragao do funcionamento
de um equipamento elétrico até sua queima, pode ser o tempo de vida de um paciente do
momento que foi diagnosticado a doencga até a morte do mesmo ou até cura, também pode
ser o0 tempo de desmame de um bezerro. A caracteristica principal dos dados em analise
de sobrevivéncia € a censura, que consiste em uma observagao parcial da resposta. Sem
a presenga de censura técnicas estatisticas como analise de regressao e planejamentos
de experimentos seriam aplicadas sem nenhum problema nestes dados. Os dados de

sobrevivéncia sdo basicamente caracterizados pelos tempos de falhas e pelas censuras.

3.2.1 Censura

As observacdes incompletas ou parciais sdo comuns em estudos clinicos, mesmo
tendo estes longos periodos de duracédo, a estas observacdes dar-se 0 nome de cen-
suras e podem ocorrer devido a diversas causas, por exemplo se estivermos analisando
um grupo de pacientes com céancer alguns destes podem abandonar o estudo antes do
término por uma razdo qualquer que nao seja o evento de interesse. Embora alguns da-
dos dentro do estudo de analise de sobrevivéncia sejam censurados eles ndo devem ser
descartados, pois mesmo sendo parciais fornecem informagdes sobre o tempo de vida dos
individuos em estudo e o0 ndo uso dos dados parciais pode ocasionar conclusdes viciadas.
Ha tipos de mecanismos de censuras diferenciados como as censuras tipo |, |l e a aleatéria.
A censura do tipo | consiste em dar um final ao estudo num periodo de tempo pré-esta-
belecido, a censura tipo Il consiste em terminar o estudo quando um numero determinado

de eventos de interesse tiverem acontecido e censura aleatéria pode acontecer quando a



retirada da observacao no estudo em questao for antes do evento de interesse ocorrer.
Para fazer uma representagcao simples do mecanismo de censura aleatéria duas va-

ridveis aleatérias serdo usadas. Seja T e C variaveis aleatérias independentes a primeira

representando o tempo de falha e a segunda a censura, respectivamente. Dai o tempo de

uma observagao é dado por t = min (7, C') e o indicador de censura é dado por

1, para o tempo de falha
0= (3.18)

0, para a censura

3.2.2 Funcoes do Tempo de Sobrevivéncia

Seja T uma variavel aleatéria ndo-negativa, geralmente continua, que representa o
tempo de falha, € comumente especificada em analise de sobrevivéncia pelas suas fungoes

de sobrevivéncia e de taxa de falha.

3.2.3 Funcao de Sobrevivéncia

A funcdo de sobrevivéncia € uma das principais fungdes probabilisticas usadas em
estudos de andlise de sobrevivéncia. Definida como a probabilidade de uma observacao

nao falhar até um tempo t e dada por
St)y=P(T>t)=1—-P(T <t) (3.19)
em que P(T < t)=F(t), dai a funcao de sobrevivéncia pode ser definida como
S(t)=1-F(1), (3.20)

que tem as seguintes propriedades:

1)t=0= S(t) =1;
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2)t — o0 = S(t) — 0;

3) -5 = 1 ().

3.2.4 Funcao Taxa de Falha

E definida como sendo a probababilidade de que a falha ocorra em um intervalo de
tempo [t,t + At) dado que ndo ocorreu antes do tempo t, dividida pelo comprimento do
intervalo de tempo. Se assumirmos que At é muito pequeno h(t) representa a fungao taxa
de falha instantanea e é dada por

. PA<T<t+AL|T>t)
At—0 At

(3.21)

Fungbes de sobrevivéncia distintas podem ter formas semelhantes, porém podem diferir
bastante nas fungdes taxa de falha. Dai a importancia da funcéo taxa de falha em analise

de sobrevivéncia.

3.2.5 Algumas Relacoes entre as Funcoes

Seja T uma variavel aleatéria continua e ndo-negativa, algumas relagdes podem ser

obtidas em termos das funcdes definidas anteriormente e sao elas

_ @)

h(t) = % (3.22)

em que f(t) é a fungcédo densidade de probabilidade da distribuicdo a qual T esteja associ-

ada,
S(t) = exp{ — A(u)} (3.23)

em que A(u) é a fungdo de taxa de falha acumulada que é definida como:

A(u):/O h(u)du. (3.24)
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3.2.6 Teécnicas Nao-Paramétricas

A andlise estatistica envolvendo dados de sobrevivéncia geralmente estao relacionadas
as respostas as perguntas de interesse obtidas a partir de um conjunto de dados de sobre-
vivéncia, o passo inicial de uma analise estatistica consiste em uma descricao dos dados.
Para as técnicas convencionais de analise descritiva, dados contendo censuras geralmente
sdo um problema para obtencdo de médias, desvio-padrao e técnicas graficas como his-
tograma, entre outras.

O principal componente da analise descritiva envolvendo dados de tempo de vida € a
fungcé@o de sobrevivéncia. Neste caso, o procedimento inicial € encontrar uma estimativa
para esta funcao de sobrevivéncia e entdo, a partir dela, estimar as estatisticas de inter-
esse que usualmente sdo o tempo médio ou mediano, alguns percentis ou certas fracées

de falhas em tempos fixos de acompanhamento.

3.2.7 Estimador de Kaplan-Meier

Em geral conjuntos de dados amostrais de tempos de falha contém censuras, e dai
se faz necessério utilizar técnicas estatisticas especializadas para acomodar a informacao
contida nestas observagoes. A observagado censurada informa que o tempo até a falha
€ maior do que aquele que foi registrado. De acordo com Colosimo e Giolo (2006) para
fazer a estimagao da funcao de sobrevivéncia, este estimador nao-paramétrico de Kaplan-
Meier € também conhecido por estimador limite-produto. O estimador consiste em uma

adaptacao da funcéo de sobrevivéncia empirica que é definida por:
S(t) = — (3.25)

em que n=numero de observagbes que ndo falharam até o tempo t e N=numero total de
observagbes no estudo. O estimador de Kaplan-Meier considera o niumero de intervalos
iguais ao numero de falhas distintas e os limites dos intervalos sao os proprios tempos de

falhas da amostra. Considerando os itens abaixo:

o 1| <t ..<l, 0s ktempos distintos e ordenados de falha,
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e djonumerodefalhasemt;,j=1,...k e

e n,; 0 numero de individuos sob risco em ¢; , ou seja, os individuos que n&o falharam

e n&o foram censurados até o instante imediatamente anterior a ¢; .

Podemos agora definir a expressao geral do estimador de Kaplan-Meier, que € dada por:

. _d. d.
Sty =] (b> =11 (1 - —J) . (3.26)
jit<t " jit<t "
A consisténcia e normalidade assintética de S(t) foram provadas, sob certas condi¢cdes
de regularidade.

3.2.8 Funcao de Verossimilhanca em Analise de sobrevivéncia

De forma geral a verossimilhanca é dada por

=TT 0)) (S (wis 0)] " (3.27)

=1

em que J; é o indicador de censura, se 9; = 1 ocorre tempo de falha e se 9; = 0 ocorre

tempo de censura.

3.3 Inferéncia Bayesiana

Em estatistica & fundamental a informagédo sobre a quantidade desconhecida ¢ ou
seja o vetor de parametros § = (6,,0,,...,0,)F. Como ja foi dito § é um valor desco-
nhecido e a estatistica busca investiga-lo para tentar diminuir a incerteza sobre ele. Este
desconhecimento sobre 6 pode ter graus distintos de incerteza. Para os bayesianos este
grau de desconhecimento assume uma distribuicao de probabilidade para 6, entdo alguns
pesquisadores podem diferir quanto o modelo probabilistico a ser usado, pois o0 modelo
adotado tem haver com o conhecimento pessoal do pesquisador, dai para 0 mesmo pro-
blema pesquisadores podem assumir modelos probabilisticos distintos para 6.
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3.3.1 Teorema de Bayes

Se considerarmos dois eventos A e B em um espago de probabilidade. Sendo P(B) >
0, a probabilidade condicional do evento A ocorrer dado que o evento B ja ocorreu é dada

por:
P(ANB)

P(B)
considerando agora os eventos X, Xo, ..., X,, em um espacgo de probabilidade que formam

P(A|B) = (3.28)

uma particdo do espago amostral e P(X;) > 0 paratodoi = 1,2, ...,n. Dai, para qualquer

evento A, temos:

P(4) = 3" POX)P(A] X) (3.29

em que a descricdo acima é chamada de Lei da Probabilidade Total e agora utilizando o
que foi apresentado chegaremos no Teorema de Bayes.

Suponha que X, em que ¢« = 1,2...,n estdo em um espago de probabilidade, formam
uma particdo do espago amostral e P(X;) > 0 paratodoi = 1,2,...,n. Seja A um evento

qualquer com P(A) > 0. Paratodo j = 1,2, ...,n, 0 Teorema de Bayes é dado por:

P(X; | A) = ZZ f“?__)(‘ f‘ﬂfg‘ﬁ&) (3.30)

Supondo que se observa Y = y. Seja f(y | 0) a verossimilhancga e a distribuicao a
priori do investigador h (), O teorema de Bayes para densidades leva a expressao:

[y 1 0)h(0)

hd | y) = (3.31)
O =15 Toh0)as
em que h(0 | y) é densidade a posteriori de # dado que conhecemos z.
Tendo um espacgo-paramétrico finito, © = 64, ..., 0,,, temos
01)h(6

a Z,f(y | 61)h(61)
emque ¢ = 1,...,m. Sendo o denominador da expressao 3.32 igualado a uma constante

¢, pode-se escrever a expressao 3.30 como:
P(O]y)=cPy|0)P(0) (3.33)

ou
PO |y) o< P(y|6)P(0) (3.34)
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e como ¢! ndo altera o conhecimento relativo a respeito de 6 fica assim justificado a pro-
porcionalidade. P(6 | y) é uma fungdo densidade de probabilidade e por isto tem que
integrar 1, mesmo que a priori, caso particular da uniforme, nao integre 1. P(#), chamada
de priori, representa o que se sabe sobre 6 antes da observagao dos dados e P(y | 0) re-
presenta o conhecimento sobre 6 depois de observados os dados ou seja atualizado pelos
dados. Com P(y | #) e P(®) tendo sido especificado o Teorema de Bayes fornece solugéo
para um dado problema através do aprendizado com os dados.

A verossimilhanga L(@ | y) representada no Teorema de Bayes por P(y | 0) tem vital im-

portancia, pois é ela que atualiza o conhecimento sobre 6.

3.3.2 Informacéo a Priori

A distribuigdo a priori representa o conhecimento prévio do pesquisador antes de se
observar os dados, devido a este acréscimo de informagdo o método bayesiano geral-
mente fornece conclusdes mais fortes que o método frequientista para um mesmo conjunto
de dados. De acordo com Leandro (2001) devido, em geral, a subjetividade da escolha
das densidades a priori, estatisticos freqlientistas se opéem ao uso desta informacao adi-
cional e se sustentam no fato de que a funcado densidade de probabilidade a posteriori
ser bastante sensivel a escolha de prioris distintas. Porém os estatisticos bayesianos tem
apoio em alguns argumentos, por exemplo este feito por Gelman et. al. (1997): " Todos os
meétodos estatisticos que usam probabilidades sdo subjetivos no sentido que se baseiam

em idealizagbes matemadticas do mundo.”

3.3.2.1 Densidades a Priori Subjetivas

Uma priori subjetiva representa Unica, direta e simplesmente a esperanca subjetiva
do pesquisador sobre o parametro, assim o sentimento do pesquisador € colocado na
distribuicdo a priori. Algumas vezes a posteriori nao se apresenta correspondente as ex-
pectativas do pesquisador e nestes casos a escolha da distribuicdo a priori terd que ser
revista. Na escolha desta distribuicdo a priori poderemos ter distribuicdes préprias (que
integradas no espaco parametrico resulta 1) e distribuicdo impréprias (que integradas no

espago parametrico ndo necessariamente resulta 1), porém a distribuicdo a posteriori tem
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que integrar 1 ndo importando se a priori escolhida é prépria ou imprépria. Ainda temos
temos que verificar o dominio da distribuicao a priori escolhida e ver se ha compatibilidade

com o espaco paramétrico do parametro em questao.

3.3.2.2 Densidades a Priori Conjugadas

A definicao de priori conjugada de acordo com Lee (2004) é:
Seja L(#) uma fungdo de verossimilhanga. Uma classe ¢ de distribuigbes a priori é
chamada geradora de uma familia conjugada se a densidade posteriori estd na classe

® para todo t sempre que a densidade a priori estd em &,

(0 1) o< p(0)L(0 | 1). (3.35)

3.3.2.3 Priori de Laplace

Na auséncia de razao suficiente para priorizar umas possibilidades em detrimento de
outras, devido a pouca informacéo decorrente a priori, deve-se adotar a equiprobabilidade,
gerando assim densidades a Priori ndo informativas. A este processo deu-se o nome de
Principio da Raz&ao Insuficiente.

Para o caso em que o espago paramétrico é finito, © = (64, ..., 6x), a distribuicdo a
priori € uma distribuicdo Uniforme discreta, que é expressa por:

() = %,9 co. (3.36)

Para o caso em que o0 espago paramétrico € infinito numeravel, ndo ha distribuicdo de
probabilidade que seja compativel com a equiprobabilidade de todos os valores possiveis
de 6, produzindo uma distribuigdo impropria.

Agora, quando o espaco paramétrico é infinito ndo numeravel, conduz a uma dis-
tribuicdo Uniforme continua, que é uma distribuicdo impropria se 6 nao pertencer a um

intervalo.
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3.3.2.4 Priori de Jeffreys

O conceito de escolher uma priori por convencgao, ou seja adotar uma referéncia padrao
é devido ao fisico Jeffreys. Ele tinha a crenga na existéncia de um estado de ignoréncia e
que o principio da razéao insuficiente era uma maneira formal de expressar tal ignorancia.

De acordo com a idéia de Jeffreys para um dado conjunto de dados dizemos que uma
certa proposicao esta relacionada a este conjunto de dados com uma e somente uma
probabilidade. Se cada pesquisador atribuir uma probabilidade distinta para distribuigéo a
priori, ela simplesmente estd equivocada.

Das diversas situagoes consideradas por Jeffreys para formular regras objetivas para
escolha de uma priori, a mais simples € o caso de um espacgo paramétrico finito na qual
ele utilizou o principio da raz&o insuficiente a atribuicao de probabilidades iguais para cada
valor do parametro. Dai foi considerado os casos em que 0 espago paramétrico tivesse um
intervalo limitado, considerando um intervalo (- oo, co) ou o intervalo (0, o).

Tentando assegurar a invariancia sobre transformacgdes injetivas Jeffreys advoga sobre
um procedimento que se baseia no uso da medida de informagéo de Fisher sobre 6 € ©,

A
I(6)=F [ 502 | 9] ) (3.37)
Para qualquer transformacao real injetiva de ¢ € O, tem-se:
d*0
1o =106) (23 339

Isto mostra que Jeffreys propde uma distribuicdo a priori (no caso uniparamétrico) que

é dada por:
o ( theta) [I (9)%] (3.39)
e tem a propriedade de invariancia.
Agora no caso multiparamétrico, temos:
A
I,;(0)=F 01, 3.40

dai a distribuicdo a priori € proporcional a raiz quadrada do determinante da matriz de

informacgéo de Fisher,

[NIES

w (0) o [1(0)]2. (3.41)
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3.3.2.5 Estimacao Pontual

As estimativas para o vetor de parametros 6 = (64, ..., 0;) depende da forma da pos-
teriori h(6 | t), como dos objetivos de seu uso. As estimativas mais usadas sdo a média
a posteriori, moda a posteriori e a mediana a posteriori. Neste trabalho foi dado enfase a

média a posteriori € ao vetor das medianas a posteriori, em que a média é dada por:

~

emquei=1,.., keO éo espago paramétrico.

O vetor das medianas a posteriori € dado por:

P {92- >4 | t} > % (3.43)

p {HZ- <6 | t} < (3.44)

N —

A~

emquei=1,..,.ke 6 = él...,ék.

3.3.2.6 Avaliacao da Convergéncia do Método de Amostragem Gibbs

Seja g(f) a fungdo do parametro a ser estimado. Fazendo a simulagdo dos vetores
de 6" pelo método de Gibbs em uma determinada cadeia de Markov. O valor esperado a
posteriori de g(f) estimado é dado pela média ergddica dos g(6”). Entédo a fungao real g(0)

e sua trajetoria g', ¢%,...construida a partir de g* = g(6"), define uma série temporal.
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3.3.2.7 Diagnéstico de Geweke

O método de Geweke consiste em observar um numero N bastante longo em iteracdes
Ve . t Y . . . Ve
e calcula-se a média g, = 2.9) 3 custa de n, das primeiras iteradas, também calcula-se

Na

a média g, = 2909 3 custa de n; das ultimas iteradas.

ny

Se a cadeia € estacionaria, entdo a media g, deve ser semelhante a g,.

ng +mny < N (3.45)

Com esta comparacao pode averiguar-se se ha ou ndo convergéncia. Uma boa des-

cricao do algoritmo Gibbs pode ser visto no livro do Paulino et. al.(2003).

3.4 A Distribuicao Weibull Inversa

Através da funcao de risco ou taxa de falha, podemos caracterizar algumas classes in-
teressantes de distribuicao de tempo de sobrevivéncia, conforme seu comportamento em
fungéo do tempo. A fungao de risco pode asssumir comportamento constante, crescente,
decrescente, etc...

A distribuicao Weibull € bastante conhecida da literatura estatistica, seu uso em questdes
de confiabilidade (como é conhecida nas engenharias) ou analise de sobrevivéncia (como
€ conhecida na literatura médica) € amplamente difundido. Na pratica, os dados podem
ser esbocados das mais variadas formas graficas e novas distribuicdes sao propostas na
tentativa de modela-los. Ultimamente vem sendo observado um grande interesse em es-
tudar modificagdes e generalizagbes da distribuicao Weibull em diversos artigos cientificos
e uma de suas modificagdes é distribuicdo chamada de Weibull inversa que tem a cara-
cteristica de unimodalidade na fungéo de risco.

Utilizando uma distribuicdo Weibull padrdo bi-paramétrica que tem como funcéo de

probabilidade acumulada:
t\B
Q@t) = 1 — exp {— (—) } (3.46)
(0%
em que «, [ sdo positivos e t > 0, sendo o primeiro o parametro de escala e o segundo o
parametro de forma, respectivamente, no artigo de Jiang, Ji e Murthy(2001) podemos ver

a seguinte modificagéo:
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Seja X uma variavel aleatdria continua ndo-negativa com distribuicaoo Weibull, defini-

se Y como sendo:

042

Y =— 47
~ (3.47)
e cuja fungdo acumulada para Y é dada por:
B
G(t) = exp {— (%) ] (3.48)
em que «, 3 > 0 e t> 0 e sua fungdo densidade é dada por:
B8
g(t) = Balt=B+D exp [—(%) } (3.49)
e as fungdes de risco e sobrevivéncia sdo dadas, respectivamente, por:
B 8141
h(t) = BaPt= B+ exp [—(g) ] {1 — exp l—(g) } } (3.50)
t t
o\ B
S(t)zl—exp{— (?) } >0 (3.51)
e a expressao geral para os Momentos é dada por:
k k k
E(T):ar<1—5). (3.52)

Os gréficos produzidos pela distribuigdo Weibull inversa para as fungbées densidade,

sobrevivéncia e risco; sdo exibidos nas figuras 1a, 1b e 1c; respectivamente:
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Figura 1: (a) Funcao densidade da DWI. (b) Funcao de risco da DWI. (c) Fung¢éao de Sobre-
vivéncia da DWI.
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4 Distribuicao Weibull Inversa
Generalizada

Neste trabalho foi proposto uma modificagao para distribuigdo Weibull inversa; que
consiste em elevar a fungdo acumulada da distribuicado Weibull inversa a uma constante ~

positiva ao qual a esta nova funcdo acumulada expressamos por F(t) que é dada por:

rio = {60} = {ew |[-(2)]} =e |+(5)] @)

em que v > 0 e para suposta fungéo densidade de probabilidade, temos:

(&%

f(t) = vBa°t~ P exp [—7(;)? . t>0. (4.2)

A introdugao deste novo parametro v, como foi mostrado acima, tem por finalidade
aumentar a flexibilidade desta nova distribuicao.

Agora precisamos mostrar que f(t) € realmente uma funcdo densidade de probabili-
dade, para isto duas propriedades devem ser satisfeitas:

1)f(t)> 0,V x € R;
2) [;7 f(tydt=1.

Para 12 propriedade, temos:

f(t) =Bt exp [—v(%ﬂ To.0) (1) (4.3)

como todos os parametros sdo positivos e a variavel independente também é positiva,
entao f(t) & positiva e se a variavel independente tender ao infinito f(t) tende a zero. Dai 12
propriedade é satisfeita.
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Para 22 propriedade, temos:
° B
f(t) = / 7Bt P+ exp [—7(%) } dt =1 (4.4)
0

Utilizando a técnica de integragéo por substituicdo, fazendo u = —yaft="
teremos ¢t~V dt = du, (yoﬁﬁ)_l

f(t) = /000 76@576;02; =e' = [exp ( — vaﬁﬁt_6>]zo =1 (4.5)

Logo, a 22 propriedade também é satisfeita.

4.1 Funcao Densidade da Distribuicao Weibull Inversa
Generalizada

A funcao densidade de probabilidade da DWIG € dada por:

f(t) =vBa’t P exp {—7(%)5] (4.6)

Através da analise da monotonicidade de uma funcdo podemos determinar se ela é
unimodal, bimodal, etc. Para esta finalidade utilizamos a técnica para encontrar extremos
relativos, esta técnica consiste em estudar o crescimento da fungéo, o qual sera realizado

analisando-se o sinal de sua derivada de primeira ordem.

!

Ft)=feyr @ [ypa” — (B+1)¢°] =0 (4.7)

agora resolvendo a equacao acima e isolando t, temos

-
(1 + B) (4.8)

Set <t,= f(t)>0eset>t, = f(t) <0,logo f(t) é unimodal.

@l
@[

t=a(y)
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Figura 2: Fungéo densidade da DWIG.

4.2 Funcao de Sobrevivéncia da Distribuicao Weibull

Inversa Generalizada

Usando a relacao S(t)=1-F(t) é facil encontrar

S(t) = 1—exp [—7(%)6}
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Figura 3: Fungcéo de Sobrevivéncia da DWIG.

4.3 Funcao Taxa de Falha da Distribuicao Weibull Inversa
Generalizada

A fungédo taxa de falha é dada por:
h(t) = v8a’t= P+ exp [—7<g>6} {1 — exp [—7<g>6} }_1. (4.10)
t t

Diferenciando A(t), temos:

h’(t):h(t)t—<ﬁ+l>{ Rliic 5} —(,@+1)tﬁ}. (4.11)

(e [4)
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Figura 4: Funcao Taxa de Falha da DWIG.

Vemos que h(t) € unimodal e tem pico em ¢ = t); em que t,, é solugédo da equagdo abaixo

Y
(%)

1
= 14— (4.12)

e que
lim h(t) = lim A(t) =0 (4.13)

4.4 Relacao com outras distribuicoes

A distribuicao Weibull inversa generalizada apresenta a distribuicado Weibull inversa como

caso particular. Quando o parametro v € igual a 1(um), a distribuicdo Weibull inversa
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generalizada assume a forma da distribuicdo Weibull inversa, quando (3 e v sdo iguais a 1
(um) temos a distribuicdo exponencial inversa e se v é igual a 1 (um) e (3 igual a 2 (dois)

temos a distribuicdo Rayleigh inversa. O Tabela 1 resume estas relagdes

Tabela 1: Algumas fungdes de distribuicdo geradas a partir da distribuicado Weibull inversa
generalizada

Distribuigao Parametros
Weibull inversa vy=1
exponencial inversa I3
Rayleigh inversa I}

1,y=1
2,7v=1

4.5 Momentos

E necessario enfatizar a importancia e a necessidade dos momentos em qualquer
analise estatistica especialmente em trabalhos aplicados. Algumas das mais importantes
caracteristicas de uma dada distribuicdo pode ser estudada através dos momentos como:
média, variancia, assimétria e curtose. Seja T uma variavel aleatéria com fungéao den-
sidade de probabilidade dada pela distribuicdo Weibull inversa generalizada(DWIG) o k-
ésimo momento de T é dado por

o0 o0 aﬁ
m:/ %@ﬁa/vww%%ﬂﬂﬁ (4.14)
- 0

o)

Fazendo u = va’t=% e du = vBalt=P~1dt quandot — 0 = u — oo e quando t — oo =
u — 0, dai .
m:/t%wu (4.15)
0

k
—k )
#) , entao

VRS

k
usando a seguinte relagéo t* = (t7)7 =

M, = /0‘00 (%)_ e Ydu = (’}/Oéﬁ)% /OOO u[(l_%_l)]e_udu = f}/%akr (1 — %) (4.16)

@l
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4.6 Funcao Geradora de Momentos e Cumulantes

Sendo o k-ésimo momento de 7" dado por:

E (T%) = y5a*T (1 - %) (4.17)
A funcao geradora de momentos €
M, (z) = ok (") (4.18)
k=0
A fungéo geradora de cumulantes é
n Zk
K (2) =log{ M, (z) = {EE (T'“)] (4.19)
k=0 ’

entao o primeiro cumulante é a derivada da funcédo geradora de cumulantes e em seguida

iguala-se z a zero(z em nosso caso)

n k _
, > k=0 [%Vﬁo‘kr <1 - %) 2t 1]

K (2) = B (4.20)
Y r—o [%76 akT (1 — %) zk]
expandindo os somatérios e em seguida igualando z a zero, temos:
/ 1 1
K (z2) =k =~Fal’ 1—5 (4.21)
que satisfaz a relagao
1 1
ki =E(T)=~8all (1 — B) , (4.22)
os préximos 3 cumulantes sao dados pelas seguintes relacées
ke = E (T?) - [E(T))]? (4.23)
ks=E(T°) —=3E(T*) E (T") +2E (T?) (4.24)

ki=E(TY) —4E (T?) E(T") = 3 [E (T%)]* + 12E (T?) E(T") — 6 [E (T")]". (4.25)
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Dai para DWIG, temos:

< )
. 2 2. (4.28)
127504 [F ( - %) [F (1 - %ﬂ
4.7 Estimacao de Verossimilhanca para DWIG

Sejam T),T5,...,T,, variaveis aleatérias, independentes e identicamente distribuidas
seguindo uma DWIG em que o vetor de parametros é 0 = (

= (a, 3,7)T e afungdo de verossi-
milhanga para DWIG é dada por

_ - —(B+1) AN B+1)
0) —EWﬁaﬁti " exp [—7<E> } Vﬁa Ht + exp{ y(t) } (4.29)

O logaritmo da fungéo de verossimilhaca conhecida como fungao suporte como € descrita
acima é dada por:

0(8) = logL(8) = nlogy + nlogl + nBloga — (6 + 1) Z log (t;) — va” Zt (4.30)
=1
Entao para estimar os parametros utilizamos a equacao escore, que é definida como
A ol (0)
U(@) == =0 (4.31)
para DWIG, temos
ol 1 oINS ,B

50 nﬁa — vPa ;ti =0, (4.32)

¢ (6)

ocw) _ 1 Y | - ~3,8| —
93 —nﬁ nloga ;log(tz) ;[log<tl)tZ oz}—O

(4.33)
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D D L (4.34)
Y :

As equagles 4.32, 4.33 e 4.34 ndo tém forma fechada, entdo para soluciona-las pode-

mos utilizar o método iterativo de Newton-Raphson
6—0=1[J(O)] " .U® (4.35)
Mas para isto precisamos encontrar a matriz de informagéo observada J (9)

Lo (8) Lap (6) Las (
J(0) =] Lgal
Ly (0) Lyg(0) Ly (0)

>
~—
h
@
sy
—
>
~—
h
@
2
—
> >

para a DWIG tem como elementos _a% [ag—(f)] = L,, (#) em que p e o sdo parametros da

distribuicdo em questao e 0 o vetor de parametros, entao

Laa(0) = —nfa™+ (8- 178" 17

i=1

L.3(0) = +72 [ a1 4 Bloga) — Ba’ 't Plogt;

Z aﬁti—ﬁlog (%)
i=1 :

Lon(0) = Ba”1> 17
=1
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Lis(®) = no 7Y tog(0) 2 (o0r)
i=1 v

em que

’

(aﬁti—ﬁ> = ozﬁti_ﬁlog<%>

(2

4.8 Estimacao de Maxima Verossimilhanca com Dados
Censurados

Seja T; uma variavel aleatéria seguindo uma DWIG com o vetor de parametros 6 =
(a, 3,7)T. Os dados encontrados em estudos de analise de sobrevivéncia e confiabilidade

sdo censurados e entdo a funcao suporte € dada por

1(8) = r[log(y)+log(B) + Blog(a)] — (B+1) ) log(t;) — ya’ > t;”

i€EF i€EF
g
+3 1oz {1 - exp H;) } L
icC ‘

A fungao escore para os parametros «, [ e v € dado por

Un(0) = rpa™t — vBalt Z t;ﬁ + Bl Z tz-_ﬁ exp {—7<g>6}

, ; t;
i€l i€eC

v}
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Us(0) = r3t — Zlogtﬁ—vz<ﬁt ﬁlogat )+

+Zt ( 8t=Blog(at:) exp {—yg)ﬁ] {1 — exp {_7<g>6} }—1

B arBT Yt
00 = - B s S ()] (- ()]}
1EF i€C ¢ i
matriz J(0) é
Loo Los Loy
JO)=—1 . Lg L |,
. Ly,

Loa(8) = —rfa™+ (5 1)%6@6‘2;@‘ ’ —W;t;ﬁ{ [(ﬁ — 1)’ exp {—7<%>ﬁ } -
vBa® 72t exp {—7(%)6} ] {1 —exp {—7(%)1 }_1 _
—a*P 2Bt exp {—27(%)6} {1 —exp [—7(%)6} }_2

L.s3(0) = —ra” —i—vZ [ TP (1 + Bloga) — ﬁaﬁ_lt;ﬁlogti] —

SR [ (G Y e (6

—Bylogaa® 1% exp { - 27(%)6}{1 TP { - 7<%>6}}_ ]



(a4 e { = (3)}) = 7 = Bt Ptogtye* e { ~ 2 (F) h +
6ti_ﬁ [aﬁ_lloga exp{ — 7<g)ﬁ} —

v’ exp { - 7(1%)6} <(aﬁ)/ti - aﬁ(t;ﬁ)/ﬂ
((aﬁ)’ti—aﬁ(t{ 5)’) = oty ﬁlog(?,.)
Zaﬁt %g< ) ;[ Pt exp{ ’y(%)ﬁ}}
{1_exp{ (8} +
oo { () Y- e {2} ]
em que
[aﬁti_ﬁexp{ —7(%)6}}/ = eXp{—W(g)ﬁ}
tog (&)t [1 = 70%t,”]

ool = on{ o) i)
fieew{-0(3)}}

(-l frronf o))
(-l )
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-8
0 = oG s )
ier v ; i

(@) e { - (2)'}
e { ()}

em que

{aﬁt[ﬁexp{—V(%i)ﬁ} e L (VU e (2 —1'Jr
it R SON RO

() =)

Sob condicbes que sdo cumpridas pelos parametros no interior do espaco paramétrico,
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mas n&o no limite, a distribuicao assintotica de \/n (6 — ) é N3(0,1(6)~"), em que 1(8) é
a matriz de informagao esperada. Este comportamento assintético é valido se 7(8) é sub-
stituido por J(@), i.e., a matriz de informagao observada evoluiu a f. A normal multivariada
assintética N3(0, J(0) ™) distribuigdo pode ser usada para construir intervalos de confianga
aproximados e regides de confianga para os parametros individuais e para as funcdes de

sobrevivéncia e risco.
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4.9 Mistura de duas Distribuicoes Weibull Inversa
Generalizada

Mistura de distribuigdes tem sido consideradas extensivamente por muitos autores; por
uma excelente técnica de estimagdo em sobrevivéncia, discussao e aplicagdes, ver Sultan,
Ismail e Al-Moisheer(2006) e Bucar, Nagode e Fajdiga (2003). Recentemente, tem sido
revistas propriedades e técnicas de estimacao de misturas finitas de alguns modelos de

tempo de vida.

Neste trabalho, n6s definimos a mistura de duas distribuicées weibull inversa generali-
zada (MDDWIG) que tem como fdp

2
= pifilt; 0,) (4.36)
=1

em que sz =1,0=(01,0)", 601 = (p1, 71,01, 1), 02 = (p2, 72, a2, 32) 7, € fi(t;0), &
funcao denS|dade do i-ésimo componente, é dado por:

N\ Bi
fit: ;) = viBialit =B exp{ - %(%) }, 6y, B >0, 1=1,2. (4.37)
A funcdo acumulada da MDDWIG ¢ dada por:

2
=Y " pFi(t:6)), (4.38)
=1
em que F;(t; 0;), a fungdo acumulada do i-ésimo componente, é dado por:

A\ Bi
Rto) =eo{ —%(5) "} tawans>0, i=12 (4.39)
Alguns graficos da MDDWIG sao apresentados nas figuras 5, 6 e7.

4.9.1 Propriedades

Nesta subsecdo, nds analisamos algumas propriedades para a DWIG por extensao
dos resultados correspondentes da DWIG.
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fdp
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Figura 5: mistura de duas distribuicbes weibull inversa exponencializada com a; = 1,
fr=2,m=4a=2,0,=3,7=10,5ep =p,=0,5

O k-ésimo momento de T para DWIG é
2 &
E(T") =Y pn/ ofT(1 - kB7). (4.40)

As correspondentes fun¢des de sobrevivéncia e taxa de falha sdo, respectivamente,

S(t) = ipi{l —exp { —7(%)5}} (4.41)

i ; . Bi
S it D exp { - %(TL) }

Sim{1—exp{ —71'(%)62}}

Sev,=leaq; = 5i nds temos os resultados discutidos por Sultan,Ismail e AL-Moisheer(2006)

(4.42)
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Mistura de fungdes de sobrevivéncia
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Figura 6: mistura de duas funcbes de sobrevivéncia da weibull inversa exponencializada
Comalzl,ﬁl:2,71:4,a2:2,62:3,72:10,5ep1 :p2:0,5

4.9.2 Identificabilidade

Se a funcao densidade do i-ésimo componente, € dado por:
Bi
fi(t;0;) = %@%ﬁit_(ﬁiﬂ) exp{ - <ozit> }; (4.43)

t > 0; Oéi,,gi,’}/i >0et=1,2,...,n
A funcao de probabilidade acumulada é dada por:

Fi(t;0;) = exp { — Y (aﬁ) Bi}; (4.44)

t}O;ai,ﬁi,%>06i:1,2,...,n

Seja ¢ uma transformagéo associada com cada F; € ¢ tendo o dominio de definido
por Dg, com mapa linear M : F; — ¢;. Se existe uma ordem total (<) de ® cada que
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Mistura de funcdes taxa de falha
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Figura 7: mistura de duas fungdes taxa de falha da weibull inversa exponencializada com

a=10=2,11=40:=2,06,=3,7%=10,5ep =p2 =0,5

) Fi < Fy, (F1,Fy € &) = Do, C Dg,;

i) para cada F; € @, existe algum s; € Dg,, ¢1(s) # 0 cada que lim % = 0for [1 < F3,
S—81 1
(F, Fy € D).

Entdo a classe A de todas as misturas finitas de distribuicdes é identificavel relativa a
.

Usando o mostrado acima, nés provamos a seguinte proposic¢ao.

Proposicao: A classe de todas as misturas finitas de distribuigdes relativas a DWIG sao

identificaveis.

Prova: Seja T uma variavel aleatéria tendo o fdp e fungédo de probabilidade acumulada
da DWIG dadas por (4.43) e (4.44), respectivamente. O s-ésimo momento da i-ésimo
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componente da DWIG sdo dados por:

¢i(s) = B(T*) = yi"iiafsr(1 —sp ), i=1,2,..,n—1 (4.45)

7

de (24), n6s temos

1) F; < Fjquando 8, = B, vi =v;and oy < ajemquej =i+ 1;0=1,2,...,n—1;
j=12...n
e
2) F; < Fyquandoa; = o > 3, i =7 e 0 < Bjemquej =i+ 1;i=12.,n—1
i=1,2...n
Agora seja Dy, (s) = (=00, 3;), Dy, (s) = (=00, 8;) € s; = s,
entdo de 1) e 2) nés temos que

Bi

lim ¢i(s) = 7 o, T(1 = B;371) ~ T(0+) = o0 (4.46)

s—p;

Agora, quando o; = o > % Vi =5 e Bi < B, nbs temos

Bi

lim ¢;(s) = ;7 o “T(1 = 4i51) > 0 (4.47)

Por ultimo, de (4.46) e (4.47), n6s temos
. i(s)

lim
s—B; QSZ(S)

a assim a identificabilidade é provada.

=0 (4.48)



40

5 ABORDAGEM BAYESIANA

5.1 DistribuicOes a priori para DWIG

Na escolha da distribuigdo a priori tentamos utilizar alguns dos métodos objetivos como
Jeffreys, Laplace e alguns outros métodos também objetivos que geralmente sdo deriva-
dos do método de Jeffreys, porém para utilizar uma priori de Jeffreys é necessario ter a
matriz de informagao esperada de Fisher e este resultado ndo foi obtido para distribuigao
proposta neste trabalho e para os outros métodos que derivam do métodos de Jeffreys
também ndo foram utilizados pelo mesmo motivo que n&o utilizamos a priori de Jeffreys.
Acabamos por adotar o método subjetivo para escolha destas densidades a priori. Entao

atribuimos as seguintes distribuigbes a priori:
1) h(a) x a’~te™; >0,
2) h(B) x pite=#; 3>0,
3) h(v) ox ¥~ e ™75 4>0.

A escolha destas densidades a priori com distribuicdo gama deve-se ao fato de que
todos os parametros da DWIG serem positivos e também devido a maior flexibilidade
que a distribuicdo gama bi-paramétrica proporciona para a escolha dos hiperparamet-
ros. Aqui todos os hiperparametros sdo assumidos conhecidos e positivos, os valores
dos hiperparametros foram escolhido de forma tal que as densidades a priori sejam néao-
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informativas.

A funcéo densidade de probabilidade da ditribuicao gama € expressa da seguite maneira:

"
texpvt (5.1)

An,vit) = Flzn)

em que 7, ¥ sdo maiores que zeroet > 0 .

5.2 Funcao de verossimilhanca para DWIG

A expressdo para verossimilhanga da distrubicdo Weibull inversa generalizada é dada

por:

n

Fly10)=[y8a"]" ]t exp [—7(2)6} : (5.2)

1=1

Considerando independéncia entre as prioris, o produto da verossimilhanga por elas é
expresso por:

h(@ | £) oc h(e)h(B)h(7)f(y | 0) (5.3)

a constante normalizadora ¢ que é a integragdo da expressao 5.3 e € dada por:

= [T [T mem@mens | oydadsiy (5.4

5.3 Densidadea a posteriori para DWIG

Utilizando as expressdes 5.3 e 5.4 a posteriori pode ser escrita como:
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ho|t) = h(e)h(B)h(7)f(y | 0)
IS5 S Ma)h(B)h() f(y | 0)dadBdy

5.4 Meédia a posteriori e vetor das medianas a posteriori
para DWIG

Utilizando a expressdo da média a posteriori, encontra-se as seguintes expressoes

para as médias a posterioride o, 3 e 7:

a=FEla|t]= /0 /0 /0 ah(0 | t)dadBdy; (5.6)
— B3| = /0 /0 /0 Bh(0 | t)dadBde (5.7)
s=ep = [ [ [ o] ndedsa 5:8)

Entao poderemos ter § = (&, 8, 4)T apartir da média.

Para o vetor das medianas a posteriori da DWIG, temos:

Pla; > a; |t} = / (0 | t)dadBdy (5.9)

[\3|H

(5.10)

N —

P {@- > 5 | t} = /ﬁh(@ | t)dadBdy >
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(5.11)

N | —

P{vi>7: |t} = /h(9 | t)dadBdy >
Y

em que h(0 | t) é a densidade a posteriori e § = (é&, 3,4)T apartir do vetor das medi-

anas a posteriori da DWIG.
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6 APLICACAO

6.1 Funcao Taxa de Falha

A producéao comercial da carne do gado no Brasil ,que geralmente provém do gado da
raca Nelore, busca otimizar o processo tentando obter um tempo curto para o gado atingir
0 peso especifico no periodo do nascimento até o desmame ou do desmame até o abate.

Para os dados com 155 touros da raca Nelore estudamos o tempo (em dias) até os
animais atingirem o peso de 160kg relativo ao periodo do nascimento até o desmame, uti-
lizamos apenas 69 animais destes 155, pois trabalhamos com os touros que chegaram até
o evento de interesse (falha). Produzimos a curva da funcao de taxa de falha mostrando
que a funcéo de risco, associada o conjunto de dados tem a caracteristica de unimodali-
dade. Sendo assim a distribuicdo Weibull inversa Generalizada, sera utilizada para mode-

lar esse conjunto de dados.

6.2 Estimacao de Parametros

Nesta subsecéo,apresentamos os resultados da estimacao de parametros do modelo da
distribuicdo Weibull inversa exponencializada, sendo considerados os métodos de maxima
verossimilhanca vistos na subsecédo (3.7.7) e os métodos bayesianos estudados na secéao
(3.3).

6.2.1 Estimacao Através do Método de Maxima Verossimilhanca
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Figura 8: Histograma, fun¢des densidade da Weibull inversa e da Weibull inversa genera-
lizada e densidade empirica.

Utilizando a expressao de ¢(6) da subsegao (3.7.1) que foi escrita uma rotina para obter es-
timativas dos estimadores de maxima verossimilhanca que ndo possuem formas fechadas
com esta finalidade utilizamos o comando MaxBFGS da linguagem de programacao Ox da
versdo 4.0 para estimar os valores do vetor de pardmetros 6 = («, 3,v)T da distribuigdo
Weibull inversa generalizada para os dados do gado da raga Nelore, este rotina também
disponibiliza comandos para diferenciacdes numéricas (ver apéndice). A rotina MaxBFGS
maximiza fungdes utilizando o método quase-Newton desenvolvido por Broyden, Fletcher,
Goldfarrb e Shanno (BFGS) com a possibilidade de escolha de condigdes e parametros
da maximizacdo, como a utilizacao de derivadas analiticas ou numéricas da funcao a ser
maximizada, os critérios de convergéncia , 0 nUumero maximo de iteragdes, etc.. Atraves do
método de Kaplan-Meier descrito na subsecao (3.2.7) obtivemos os valores da funcao de
sobrevivéncia estimada para os dados em questao, os procedimentos para obtengao das
estimativas de f(t), S(t), h(t) e do grafico foram produzidos no software R ver Venableset.
al. (2008).
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Tabela 2: Valores estimados dos parametros «, (3 € v pelo método de maxima verossimi-
Ihanga para os dados do gado da raga Nelore

Parametro Estimativa Classica
o 137,135047
16} 14,979992
~y 7,960508

6.2.2 Estimacao Através do Método Bayesiano

Utilizando a expresséo de /() da subsegao (3.1.1) que foi descrita uma rotina no soft-
ware Winbugs, que é um software que utiliza trés familias de algoritmo MCMC: Gibbs,
Metropolis Hasting e slice sampling (ver apéndice), para estimar os valores do vetor de pa-
rametros 6 = («, 3, )T da distribuigdo Weibull inversa generalizada para os dados do gado
da raga Nelore. Na Tabela 6 sdo apresentados os resultados obtidos pelo software Win-
bugs como média, desvio padrao, mediana e intervalo de credibilidade para os parametros
a, (3 e v depois de executado um burn-in de 50.000 iteragées com thin de 20 (burn-in) em

seguida mais 300.000 iteragdes com thin de 20 para os dados do gado da raga Nelore.

Tabela 3: Resultados da abordagem bayesiana para distribuicdo Weibull inversa generali-
zada

Parametro Média Desvio Padrao 2,5% Mediana 97,5%
Q 136,3 11,26 118,8 134,6 163,3
16} 14,27 1,323 11,75 14,24 16,95
v 10,67 10,08 0,4774 7,596 38,04

A figuras 9 e 10 foram obtidas utilizando a estimacgao classica e a estimagao bayesiana

do vetor das medianas a posteriori.

O diagnostico de convergéncia de Geweke para o vetor de parametros utilizando a
fracdo de 0, 1 da primeira série de iteracdes e utilizando a fracdo de 0, 5 da segunda série
de iteracgoes,foi obtido através do software R utilizando o pacote CODA que forneceu os
seguintes valores:
a=-0,14886;
b=-0,11026
e
9=0,2012.
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Figura 9: Comparacao entre sobrevivéncias geradas pelo método classico, bayesiano e
Kaplan-Meier esbogadas no esquema S(t) versus tempo. As curvas tracejadas sdo os
intervalos de confianga 95% para o Kaplan-Meier
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Figura 10: Comparagao entre sobrevivéncias geradas pelo método classico, bayesiano e
Kaplan-Meier esbogadas no esquema de linearizagao.

Os valores devem ser menores que 1 (um) para convergirem, logo a convergéncia foi
obtida.
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Figura 12: Gréfico das densidades a posteriori e do trago para o vetor de parametros.
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7 CONCLUSAO

Introduzimos uma nova distribuicdo para tempo de vida com trés parametros chamada
de distribuicao Weibull inversa generalizada (DWIG) que generaliza algumas distribui¢des,
que tem muitas aplicagdes e sdo bastante utilizados na literatura de anélise de sobrevivén-
cia. O modelo mostrou um melhor ajuste que a distribuicdo Weibull inversa do qual a
mesma foi derivada para os dados do gado Nelore através da comparagdo com o his-
tograma e com a densidade empirica. A nova distribuicdo pode ter a fungédo taxa de
falha com formas decrescentes, crescentes e unimodal. Providenciamos um tratamento
matematico desta distribuicdo calculando algumas estatisticas. Encontramos a explicita
formula algébrica para r-ésimo momento para alguns valores fixos dos parametros. Foi
obtido a estimacao dos parametros pelo método de maxima verossimilhanga e pelo método
bayesiano. Para o conjunto de dados utilizados na aplicagdo, a funcao de sobrevivéncia
paramétrica com os parametros estimados pelo método bayesiana se ajustou melhor a
sobrevivéncia empirica que a fungdo de sobrevivéncia paramétrica com os parametros es-

timados pelo método classico.
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APENDICE

/*************************************************************

PROGRAMA 01: estimacdo-parametros-EMV.ox

USO:

Estima os pardmetros de méxima verossimilhanga do modelo da

distribuicgdo Weibull inversa generalizada, mediante a rotina MaxBFGS.
AUTOR:
Edwin Moises Marcos Ortega (edwin@esalq.usp.br)

VERSAQ: 1.0

**************************************************************/

#include<oxstd.h>
#include<oxdraw.h>
#include<oxfloat.h>
#include<maximize.h>
#include<simula.h>
#pragma link("maximize.oxo")
static decl g mY’;

log vero(const vP,const adFunc, const avScore,const amHessian)

{

decl t,cont;

decl n=rows(g mY’);
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decl uns=ones(n,1);

decl vero=zeros(1,n);

decl a1=vP[0][0]; //alpha

decl a2=vP[1][0]; //beta

decl a3=vP[2][0]; //gamma
for(cont=0;cont<n;++cont)

{ t=¢g mY[cont][0];

if(g mY[cont][1]==1)

vero[0][cont]=
log(a3)+log(a2)+a2*log(al)-(a2+1)*log(t) -a3*((a1)(a2)) = ((t){ — a2));
if(g mY [cont][1]==0)

vero[0][cont]=
log(1-exp(-a3*((al1/(t+0.0001))(@2))));

}

adFunc|0]=double(vero x uns);
return 1;

}

main() {
gmY =loadmat(”tabelal — blozada.tzt”);

print("Dados",g mY');

decl nc=rows(g mY’);

decl dfunc;

decl vP=<140.1;33.3;10.5>; //chute inicial
log vero(vP,dfunc,0,0);
printin("vero=",dfunc);

MaxControl(-1,20);

decl mhess; decl ir, var, var1, var2;
ir=MaxBFGS(log vero,vP,dfunc,mhess,1);
Num2Derivative(log vero,vP,mhess);

var=-1/mhess;
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/Ivar1=invertsym((-1)*mhess);

var2=((—1) * mhess)! — 1);

print("os valores da mhess ”,mhess);
print("os valores das variancias ”,var);
/lprint("os valores das variancias 1 ”,var1);
print("os valores das variancias 2 ”,var2);
print("os valores dos parametros ”, vP);
decl ep= sqrt(diagonal(-1/mhess));

print("Estimativa,Erro padréo, p valor: ",vP~ep’~(2*(1-probn(fabs(vP’./ep)))’)); }

/*************************************************************

PROGRAMA 02: estimacdo-parametros-WINBUGS
US0:

Estima os pardmetros de méxima verossimilhanga do modelo da

distribuigdo Weibull inversa generalizada, mediante o método Bayesiano.

AUTOR:
TUTORIAL WINBUGS

VERSAQ: 1.4

**************************************************************/

model

{

C <- 10000

const<- gama*beta*pow(alpha,beta)
cont2<- -beta-1

for(iin1:N){

zeros[i] <- 0
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cont1[i]<-alpha/t[i]
cont3[i]<-exp(-gama*pow(cont1[i],beta))
L[i]<-const*pow(i[i],cont2)*cont3]i]

phi[i] <- -log(L[i]) + C

zerosJi] ~ dpois(phi[i])

}

alpha ~ dgamma(0.1, 0.1)

beta ~ dgamma(0.1, 0.1)

gama ~ dgamma(0.1, 0.1)

}
list(t=c(138,140,141,143,145,146,146,148,
148,149,149,150,151,151,151,151,152,152,
153,153,153,155,156,156,157,158,158,159,
159,159,159,159,159,160,161,161,161,162,
163,163,163,163,164,164,164,164,165,166,
166,166,166,167,167,170,170,172,172,173,
174,176,179,179,180,183,184,185,187,189,
197),

N=69)

list(alfa=137.2, beta=15, gama=8)

}
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