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“Nunca perca a fé na humanidade, pois ela é como um oceano. SO
porque existem algumas gotas de dgua suja nele, ndo quer dizer que ele
esteja sujo por completo.”

—MAHATMA GHANDI



RESUMO

DISTRIBUIGAO Weibull Inversa Generalizada (WIG), proposta por Gusmao et al.

(2009), que tem a habilidade de modelar func¢oes de risco com forma unimodal,
que sao bastante comuns em estudos biolégicos e de confiabilidade, é generalizada por
uma beta. Dai tem-se, como proposta, a distribuicao Beta Weibull Inversa Generalizada
(BWIG) com cinco parametros e taxa de falha decrescente e unimodal. A BWIG tem
a distribuicao WIG como um caso particular. Um compreensivo tratamento das pro-
priedades matematicas da BWIG é provido, sendo encontradas as expressoes para suas
funcoes geradoras de momentos e determinado o r-ésimo momento generalizado. Também
foi realizada uma discussao sobre a estimagao da maxima verossimilhanca e as expressoes
para os elementos da matriz de informacao observada. A distribuicao Log-Beta Weibull
Inversa Generalizada e sua respectiva regressao também foram desenvolvidas. Ainda
foram encontradas a Entropia de Shanonn e a Estatistica de Ordem da distribuicao
BWIG. Um comparativo sobre os resultados fornecidos pelas distribuicoes WIG e BWIG

foi realizado a partir da modelagem de um conjunto de dados agrarios.

Palavras-chave: Beta Generalizagao, Estimacao, Inferéncia, Sobrevivéncia, Verossimi-
lhanca, Weibull.
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ABSTRACT

HE Generalized Inverse Weibull distribution (WIG), proposed by Gusmao et al. (2009),
which has the ability to model hazard function with unimodal shape, which are quite
common in biological and reliability studies, is generalized by a beta. It has, as proposed,
the Beta Generalized Inverse Weibull distribution (BGIW) with five parameters and fail-
ure rate decreasing and unimodal. The distribution BWIG has WIG as a particular case.
A comprehensive treatment of mathematical properties of BWIG is provided, and found
the expressions for their generating functions of moments and the certain generalized
r-th moment. There was also a discussion of maximum likelihood estimation and the ex-
pressions for the elements of observed information matrix. The distribution of Log-Beta
Generalized Inverse Weibull and its respective regression also been developed. Also were
found the Entropy of Shanonn and the Order Statistics of the distribution BWIG. A
comparison of the results provided by the WIG and BWIG distributions was performed

by modeling a data set agrarian.

Keywords: Beta Generalization, Estimation, Inference, Likelihood, Survival, Weibull.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

NALISAR o tempo de vida de organismos ou o tempo de falha de sistemas mecanicos
tem sido o assunto explorado por pesquisadores de diversas areas como, Biologia,

Medicina, Engenharia, Estatistica, entre outras.

A andlise de sobrevivéncia é o termo utilizado para designar a andlise estatistica de
dados relacionados a uma variavel que representa o tempo mensurado a partir de um certo
marco até a ocorréncia de determinado acontecimento de interesse. Esta analise permite
estudar tempos de vida, também designados por tempos de sobrevivéncia, ultrapassando
as dificuldades inerentes a este tipo de dados. A caracteristica fundamental é a existéncia
de censura, ou seja, para alguns individuos pode nao ser possivel observar o acontecimento

de interesse durante o periodo em que estiveram em observagao.

Nos estudos em analise de sobrevivéncia, algumas distribuicoes sao usadas para esti-
mar os tempos de sobrevivéncia de individuos e algumas descrevem de forma adequada
certas variaveis clinicas e industriais. Também existem distribuicoe mais adequadas para

se descrever a varidvel “tempo até a falha” (funcéo de risco) (Colosimo e Giolo, 2006).

“Embora exista uma série de modelos probabilisticos utilizados em anélise de dados de so-
brevivéncia, alguns destes modelos ocupam uma posicao de destaque por sua comprovada
adequacao a varias situacoes praticas. Entre estes modelos é possivel citar o Exponencial,
o de Weibull, o Log-Gama Generalizado e o Log-Normal.” (Colosimo e Giolo, 2006).

As distribuicoes mencionadas acima acomodam algumas formas de risco, como a
forma constante (distribui¢ao exponencial) e a forma crescente e decrescente (distribuigao
Weibull). Em Colosimo e Giolo (2006), é possivel se encontrar exemplos destes graficos

descritos anteriormente sobre analise de sobrevivéncia.

E comum encontrarmos dados de sobrevivéncia com funcao de risco modelada de
diferentes formas, como por exemplo, em forma de U ou banheira e unimodal, como no
artigo do Jiang et al. (2001). Os modelos conhecidos para essas situagdes, como por

exemplo a distribuicao Beta Weibull Modificada que modela a funcao taxa de falha em
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forma de U e unimodal e a distribuicao Weibull Inversa Generalizada que modela func¢ao
de risco unimodal, em geral, tém como origem o modelo Weibull, que tradicionalmente

pode modelar funcoes de risco com formas constantes, crescentes e decrescentes.

A distribui¢ao de Weibull foi proposta originalmente por W. Weibull (1954) em es-
tudos relacionados ao tempo de falha devido a fadiga de metais e, desde entao, vem
sendo frequentemente usada em estudos biomédicos e industriais. A sua popularidade
em aplicagoes praticas deve-se ao fato dela apresentar uma grande variedade de formas,
todas com uma propriedade basica: a sua funcao de taxa de falha é monétona (Colosimo
e Giolo, 2006).

Esta distribuigao é bastante utilizada em estudos associados ao tempo de falha, devido
a grande aplicabilidade na area médica como na area de confiabilidade, bem como na
andlise de sobrevivéncia. Dentro do contexto da taxa de risco ter forma unimodal, a

distribui¢do Weibull inversa atende a este requisito, (Jiang et al., 2001).

Em 2009, Gusmao et al. propuseram uma nova distribuicaio nomeada de Weibull
inversa generalizada que, devido a sua flexibilidade em acomodar algumas formas de
riscos, ja que a mesma possui um parametro a mais, sendo, portanto, triparamétrica,

oferece a vantagem de modelar funcoes de risco crescentes, decrescentes e unimodal.

A distribuicao beta é uma das mais usadas para modelar experimentos aleatorios que
produzem resultados no intervalo (0,1), dada a grande flexibilidade de ajuste de seus
parametros, sendo, desta forma, a mais flexivel da familia de distribuicoes. Ela tem

relacao com varias das mais conhecidas distribuigoes univariadas.

As distribuigoes beta sao muito versateis e podem modelar uma grande variedade
de incertezas. Muitas das distribuigoes finitas encontradas na pratica podem ser facil-
mente transformadas na distribuicao beta padronizada, como por exemplo as distribuicoes
Fréchet, Gumbel, normal e exponencial. Bury (1999) lista um conjunto de aplicagoes da
distribuicdo Beta em Engenharia. Janardan e Padmanabhan (1986) modelam varidveis
hidroldgicas usando a distribuicdo Beta. McNally (1990) utiliza a distribuigdo Beta no
estudo de algumas variaveis que afetam a reprodutibilidade de vacas. Graham e Hollands
(1990) e Milyutin e Yaromenko (1991) usam a distribuigdo Beta para estudar indices rela-
cionados a transmissao da radiacao solar. A poténcia de sinais de radar é modelada por
Maffet e Wackerman (1991) através da distribuicao Beta. Wiley et al. (1989) desenvolvem
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um modelo beta para estimar a probabilidade de transmissao de HIV durante o contato
sexual entre um individuo infectado e um individuo sadio. Johnson et al. (1995b, p.
235) observam: “the beta distributions are among the most frequently employed to model

theorical distributions.” .

Um dos maiores beneficios da classe de distribuicoes beta generalizadas é sua habil-
idade de melhor ajustar dados assimétricos que possam nao ser propriamente ajustados
pelas distribuicoes usuais, tais como a distribuicao exponencial, a distribuicao gaussiana

e a distribuicao weibull.

Neste trabalho, propoem-se uma generalizacao da distribuicao Weibull Inversa Gene-
ralizada com o objetivo de consegui maior aplicabilidade na area de Anélise de Sobre-
vivéncia, ja que serd ampliado o niimero de parametros desta distribuicao. Esta proposta
deriva da seguinte classe geral: se G(x) representa a fungao distribuigdo acumulada de
uma variavel aleatoria, entao uma classe generalizada de distribuicoes pode ser definida
pela expressao

F(r) = Lo (a.b)

paraa>0eb >0, em que

Iy(a,b) = %

denota a funcao razao beta incompleta, e
Y
By(a,b) = / w @ (1 —w) Y dw
0

denota a funcao beta incompleta.
Para se obter mais informagoes sobre esta formulacao, ver Silva et al. (2003).

Esta classe de generalizagoes de distribuicoes tem recebido considerdvel atengao nos
ultimos anos, em particular depois dos recentes trabalhos de Eugene et al. (2002), Lee
e Famoye (2002) e Jones (2004). Eugene et al. (2002) introduziram o que é conhecido
como a distribui¢do Beta Normal, tendo em G(z) a funcao distribuigdo acumulada da
normal com parametros o e 0. Os primeiros momentos da distribuicao Normal Beta
foram determinados por Eugene et al. (2002). Gupta e Nadarajah (2004) determinaram
expressoes mais gerais para os momentos esta distribuicao. Mais recentemente, Nadarajah
e Kotz (2004) foram capazes de fornecer expressoes de forma fechada para os momentos,
a distribuicao assintotica das estatisticas de ordem extrema e o processo de estimativa

para a distribuicao Beta Gumbel.
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A distribuicao desenvolvida nesta dissertacao, nomeada de Beta Weibull Inversa Gene-
ralizada, possui cinco parametros, logo fornece maior flexibilidade para acomodar algumas
formas de riscos, apresentando-se como uma importante distribuicao, pois pode ser uti-
lizada nos mais variados problemas de modelagem de dados na analise de sobrevivéncia.
Outra caracteristica desta nova distribuicao é a de possuir como caso particular as dis-
tribuicoes Weibull inversa, exponencial inversa, Weibull inversa generalizada e Rayleigh

inversa.



CAPITULO 2

REVISAO DE LITERATURA

Inferéncia Estatistica é o importante ramo da Estatistica que busca adquirir procedi-
mentos adequados para fazer afirmagcoes a partir de um conjunto de dados represen-
tativo (amostra) sobre um universo. Tal tipo de afirmagao deve sempre vir acompanhada
de uma medida de precisao sobre sua veracidade, que é determinada a partir de proced-
imentos tais como: obter uma estimativa de um parametro ¢ desconhecido e construir
um conjunto de valores possiveis de # que tenha uma confiabilidade especificada. Logo,
as atividades da inferéncia sao: a estimagao, a construcao de regioes de confianca e o

desenvolvimento de testes de hipdteses (Cordeiro, 1999).

A técnica estatistica conhecida como anélise de sobrevivéncia é usada quando se pre-
tende analisar um fenémeno em relagdo a um periodo de tempo (ou um conjunto de dados
ordenados), isto é, o tempo transcorrido entre um evento inicial, no qual o sujeito ou um
objeto entra em um estado particular e um evento final, que modifica este estado (Lee,
E.T., 1992). Esta andlise pode ser definida como um conjunto de técnicas e modelos
estatisticos que analisa dados tal como o tempo de ocorréncia de determinado evento
de interesse. Este método se faz peculiar devido as caracteristicas especiais e devido
aos tipos de dados que sao geralmente utilizados para esta andlise como dados contendo
censura (perda por tempo de observacao incompleta), por exemplo. Este método exige
a introducao de uma variavel extra na andlise, que indica se o valor do tempo de sobre-

vivéncia de um dado individuo foi observado ou nao (Louzada-Neto et al., 2001).

Colosimo e Giolo (2006) apresentaram um dos métodos que dispomos para testarmos
se nosso modelo estd bem ajustados aos dados, o qual consiste na comparacao da funcao
de sobrevivéncia do modelo paramétrico proposto com o estimador de Kaplan-Meier. A
partir das estimativas dos parametros do modelo, estima-se a funcao de sobrevivéncia.
Para o mesmo conjunto de dados, obtém-se a estimativa de Kaplan-Meier para a funcao de
sobrevivéencia. Entao, comparam-se graficamente as fungoes de sobrevivéncias estimadas
para o modelo paramétrico proposto com o de Kaplan-Meier. Se o modelo for adequado,

ele devera ter uma curva de sobrevivéncia que se aproxime da curva de sobrevivencia do
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estimador de Kaplan-Meier. Outro método consiste em esbocarmos a funcao de sobre-
vivéncia do modelo paramétrico versus a estimativa de Kaplan-Meier para a funcao de

sobrevivéncia, se esta curva estiver proxima da reta y = x teremos um bom ajuste.

Cordeiro et al. (2008) introduziram a distribuigao Beta Exponencial Generalizada e
observaram a flexibilidade deste modelo na anélise de dados reais positivos, observando

a eficacia desta distribuicao em relagao a distribuicao Exponencial Generalizada.

Nadarajah e Kotz (2004) apresentaram a distribuicdo Beta Gumbel e fizeram um
tratamento estatistico de suas propriedades matemdticas. A partir desta generalizacao,

conseguiram ampliar a aplicabilidade desta distribuicao na area da Engenharia.

Silva et al (2010), propuseram a distribuicdo Beta Weibull Modificada (BWM) que
apresentou flexibilidade para acomodar varias formas da funcao de taxa de falha, por
exemplo, forma de U e unimodal, sendo, portanto, muito utilizada em uma variedade de
aplicagoes nas areas de confiabilidade, Medicina e Biologia, bem como em outras areas

de investigacao.

Gupta e Kundu (2000), introduziram e estudaram uma nova distribui¢ao proposta por
eles mesmos denominada distribuigao exponencial generalizada e pode ser usada como um
caso alternativo para as distribuicoes gama e Weibull em diversas situacoes e provendo as
expressoes a estimacgao dos parametros pelo método de maxima verossimilhanca e ainda

discutem sobre alguns problemas de testes de hipoteses.

Ainda Gupta e Kundu (1999) descrevem a forma assimétrica a direita da fungao
densidade da distribuicao exponencial generalizada e também a monotonicidade da fungao

taxa de falha. Também é abordado diferentes métodos para estimagao dos parametros.

Mudholkar et al (1996) estudam a distribui¢do Weibull para modelar dados de so-
brevivéncia, também analisam como fica inserida em uma grande familia a distribuicao
Weibull quando adicionado a ela um novo parametro. Estas novas familias detém formas
de bacia e uniomodal para funcao de risco como também sao unimodais. Ainda é visto

que estas familias sdo analiticamente trataveis e computacionalmente maledveis.

A Weibull modificada é proposta por Lai et al (2003) e esta distribui¢ao é capaz de
modelar fungoes taxa de falha em forma de bacia. O modelo pode ser considerado uma

generalizagao triparametrica de uma distribuicao Weibull.
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Choudhury (2005) estudou caracteristicas importantes da familia Weibull exponen-
cializada atraves dos momentos. A familia Weibull exponencializada é obtida pela adigao

de um parametro de forma.



CAPITULO 3

METODOLOGIA

3.1 INFERENCIA ESTATISTICA

M Cordeiro (1992), é afirmado que a Inferéncia é a parte fundamental da Estatistica e é
tao antiga quanto a teoria dos métodos que formam a Estatistica atual. As primeiras
técnicas de inferéncia sao no minimo bicentenaria e surgiram com os trabalhos de Bayes,
DeMoivre, Gauss e Laplace. Fisher (1912), propos uma Inferéncia Estatistica obtida
diretamente pela funcao de verossimilhanca, todavia o fortalecimento da proposta de
Fisher s6 foi feita no periodo de 1930 a 1940, devido as aplicagoes em problemas agricolas.
A Inferéncia tem como objetivo fim providenciar regras apropriadas de natureza cientifica

baseando-se em um conjunto de dados para executar situagoes como:

1. estimacao;
2. construcao de intervalos de confianca;

3. desenvolvimento de testes de hipdteses.

Estimadores pontuais sao aqueles que fornecem um tnico valor numérico como esti-
mativa para o parametro de interesse (Magalhaes e Lima, 2008). Estimacao por intervalo
é um processo que apresenta uma estimativa mais informativa a respeito do parametro de
interesse que incorpora uma medida de precisao do valor obtido. Desta forma é denomi-
nado de intervalo de confianca o processo que introduz a estimativa pontual do parametro
informagoes sobre sua variabilidade (Magalhaes e Lima, 2008). “Hipdtese estatistica é
qualquer informacao acerca da distribuicao de probabilidade de uma ou mais varidveis

aleatorias.” (Bolfarine e Sandoval, 2000).
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3.1.1 Funcao de verossimilhanca

Seja Y = (Y1, ..., Y,)T uma varidvel aleatéria caracterizada por uma fun¢ao de probabili-
dade ou densidade de probabilidade com forma analitica f(y;#) conhecida e um vetor de
parametros desconhecidos 6 = (0, ...,0,)" e € © em que O é o espago paramétrico com

© C R", em que R" é o espaco euclidiano r-dimensional.

A fungao de verossimilhanga L(6) é dada por
L(0) = f(y;0),

ou seja, vendo a fun¢ao densidade ou de probabilidade como uma funcao dos parametros.
Desta forma, a funcao de verossimilhanga uma vez inserida obtém-se informagao sobre o
vetor de parametros . Se Y tem componentes mutuamente independentes para f(y;;6),

1 <17 < n, tem-se

O logaritmo da funcao de verossimilhanca é conhecido como funcao suporte e no caso

de variaveis aleatorias independentes é dado por:

((0) = log L(0) = log [H f (i 9)] =D _log[f (4:; )

considerando varios vetores 6’s aquele que sobre o mesmo conjunto de dados tiver a maior
valor para verossimilhanga serd o vetor  mais adequado ou o mais préximo de 6y (o vetor

de parametros verdadeiros).

3.1.2 Funcao Escore

Pela definicao a denominada func¢ao escore também conhecida por vetor escore é a primeira

derivada da funcao suporte, dada por:

U (8) =1 (0ry = P00 _ 00O

O vetor escore é um vetor com dimensao r. A primeiras derivadas da fungao escore

com sinal negativo é chamada de matriz de informagao observada e é dada por:
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0) - 0 0

3.1.3 Estimativa de maxima verossimilhanca

Com o objetivo de estimar os parametros de uma distribuicdo usa-se uma técnica de
calculo para encontrar maximos e minimos, que consiste em derivar uma funcao e igualar

o resultado a zero, entao para nosso caso derivamos a funcao suporte e igualamos a zero.
v (6)=o.
3.1.4 Métodos iterativos

Os métodos iterativos sao aplicados nos casos em que as equagoes de méaxima verossi-
milhanga produzem equacoes que nao tem solugoes analiticas ou quando a dimensao k do
parametro ¢ muito grande, ao expandir U (é) em série multivariada de Taylor (Stewart e
Castro, 2009) até a primeira ordem ao redor de um ponto qualquer 6 pertencente a uma

vizinhanga de 6, tem-se, aproximadamente

U ()"

U(é) =U0) + =,

(9 . é) +O(6?)

sabendo que U <é> =0e O é a ordem do erro, tem-se que

O método de Newton-Raphson, de acordo com Barroso et al. (1987), consiste em

utilizar a equacao obtida de forma iterativa, assim

-1

fnD = glm) 4 [ 7 (9] " U (0

em que as quantidades com superescrito (m) sdo avaliadas na m-ésima iteragdo. Repete-
se o procedimento até a diferenca entre 81 e #(™) se tornar tdo pequena quanto se

queira ou menor que uma certa quantidade definida.
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3.1.5 Momentos e cumulantes

Seja X uma variavel aleatéria com fdp f.(.). A funcao geratriz de momentos (fgm) cor-

responde ao valor esperado de e/X, para t € R, ou seja, é definida como:
M(t) = E(e™),

definida para t numa vizinhanca da origem. A fungao geratriz de momentos M (t) pode

ser escrita também pela seguinte expansao:

tk
M(t)=1+zu§@
—"E g

onde ) representa o momento de ordem K. Esta expressao é suposta convergente para
todo |¢| suficientemente pequeno. A fun¢ao geratriz de cumulantes (fgc), que é o logaritmo

da funcao geratriz de momentos, é definida como segue:
K(t) =log M(t)

e também a funcao geratriz de cumulantes pode ser expandida

tk
K(t) = kaﬂ
— " k!

Os quatro primeiros cumulantes sao expressos por:

R1 = ,U//17
Ko = pty — piy’
Ky = iy — ity + 2417

Ka = iy — dpspty, — 3py + 12p5p7 — 6417
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3.1.6 Estatistica de ordem e Entropia de Shannon

Para um conjunto de n variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
X1, Xo, ..., X, cada uma com funcgao de distribuigdo acumulada F'(x) e fungao densidade
f(z), as estatisticas de ordem sao definidas como seu arranjo em ordem crescente e re-

presentadas por Xy, X[g,...,X[n), em que X}, corresponde a r-ésima estatistica de ordem.

A fungao distribuigdo acumulada da r-ésima estatistica de ordem, indicada por F,.(z),

onde r = 1, ...,n, pode ser obtida por:

Fu(x) =) CoiF'(x)[1 = F()]" ™,
em que C,,; =

Caso exista, a funcao densidade é definida por:

L I — F@)]" f(z), —00 < & < 00
a) = i P = @) ), —o0 <. < o,

Como casos especiais tém-se a funcao distribuicao do minimo e do maximo das es-

tatisticas de ordem.

Para o minimo da amostra, tem-se:
Fi(r) =1-[1-F()]",
como funcao distribuicao acumulada e
filz) =n[l = F()]"" f(z),

como funcao densidade.

Para o maximo da amostra, tem-se:

Fo(x) = [F(x)]",

como funcao distribuicao acumulada e

fa(@) = n[F(@)]" " f(2),
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como funcao densidade.

A entropia surge com o objetivo distinguir processos reversiveis e irreversiveis e tendo
desta forma uma interacao direta com a denominada “seta do tempo”. A definicao
de entropia inicialmente era como uma relacao entre diferenciais, em que o inverso da
temperatura efetuava-se como fator integrante para a quantidade de calor. A primeira
nova interpretagao do conceito surgiu com a Mecanica Estatistica. O conceito de entropia
em mecanica estatistica esta vinculada ao logaritmo da contagem de quantos estados
microscopicamente distintos sao compativeis com uma mesma descrigao macroscopica do

sistema.

Durante século XX, eventos como o advento da telefonia e a expansao do uso do
telégrafo impuseram desafios sobre os limites para as taxas de transmissao de informacgao
veiculadas por canais ruidosos. Havia a crenca de que a probabilidade de erro na recepc¢ao
de uma mensagem somente seria reduzida pela reducao da taxa de transmissao. Claude
Shannon (1948) nao concordou com esta crenga e demonstrou que se um canal tivesse
capacidade nao-nula entao probabilidades de erro tao pequenas quanto se queira seriam
alcancadas uma vez que a taxa de transmissao permanecesse abaixo da capacidade do
canal. Shannon também afirmou que processos aleatérios como a fala ou a musica tinham

uma complexidade irredutivel abaixo da qual nenhuma compressao de sinal seria possivel.

A entropia de Shannon tem por objetivo medir o grau de incerteza sobre espaco
desordenado, de um modo geral. O conceito de entropia gera uma oportunidade para
comparagao das propriedades de um sistema em termos numéricos, medindo a informacao
contida em um evento probabilistico. A defini¢ao de entropia de Shannon de uma varidvel

aleatéria T com funcao densidade de probabilidade f(¢) é uma medida dada por:

E{-log[f ()]}

3.2 ANALISE DE SOBREVIVENCIA

A Analise de Sobrevivéncia é um ramo da Estatistica que vem apresentando o maior
crescimento nas duas iltimas décadas do século passado de acordo com Colosimo e Giolo
(2006), isto devido ao avango tecnolégico na area computacional e com o melhoramento
e desenvolvimento das técnicas estatisticas. A andlise de sobrevivéncia é uma técnica

estatistica utilizada em situagoes em que, geralmente, a variavel resposta é o intervalo de
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tempo até o acontecimento de um evento de interesse e a este tempo é dado o nome de
tempo de falha. O tempo de falha pode ser, por exemplo, o tempo 1til de um equipamento
eletronico até sua queima, pode ser o tempo de vida de um paciente do momento que
foi diagnosticado a patologia até o falecimento do mesmo ou até cura. A caracteristica
principal dos dados em anélise de sobrevivéncia é a presenca da censura, que consiste em
uma observacao parcial da resposta. Na auséncia de censura técnicas estatisticas como
analise de regressao e planejamentos de experimentos seriam aplicadas adequadamente a
problema com estes tipos de dados. Os dados de sobrevivéncia sao caracterizados pelos

tempos de falhas e pelas censuras contidos no mesmo.

3.2.1 Censura

Observagoes parciais sao comuns em estudos clinicos, até tendo longos periodos de duracao,
estas observacoes sao denominadas de censuras e podem ocorrer por diversas razoes, por
exemplo se estivermos analisando um grupo de pacientes com alguma patologia e por ven-
tura alguns destes abandonarem o estudo precocimente por uma razao diferente do evento
de interesse. Mesmo que alguns dados dentro do estudo de andlise de sobrevivéncia sejam
censurados eles devem ser utilizados, pois mesmo sendo parciais fornecem informacoes
sobre o tempo de vida dos individuos em estudo e o nao utilizar estes dados parciais pode

produzir conclusoes viciadas.

Tem-se tipos de mecanismos de censuras diferentes como as censuras tipo I, II e
a aleatéria. A censura do tipo I consiste em dar um final ao estudo num periodo de
tempo pré-estabelecido, a censura tipo II consiste em terminar o estudo quando um
nimero determinado de eventos de interesse tiverem acontecido e censura aleatéria pode
acontecer quando a retirada da observacao no estudo em questao ocorrer antes do evento

de interesse acontecer.

Tentando ter uma representacao simples do mecanismo de censura aleatoria duas
variaveis aleatdrias serao utilizadas. Seja T e C' varidveis aleatorias independentes a
primeira representando o tempo de falha e a 1ltima a censura, respectivamente. Dai o
tempo de uma observacao é dado por ¢t = min(7’, C') e o indicador de censura é expresso

por:
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5 1, para o tempo de falha
10, para a censura

3.2.2 Fungoes do tempo de sobrevivéncia

Seja T uma variavel aleatéria nao-negativa, comumente continua, que representa o tempo
de falha, é geralmente especificada em Anadlise de Sobrevivéncia pelas suas fungoes de

sobrevivéncia e risco (taxa de falha).

3.2.3 Funcao de Sobrevivéncia

A funcao de sobrevivéncia ou sobrevida é uma funcao probabilistica utilizada nos estudos
de analise de sobrevivéncia. Seja T uma variavel que representa o tempo de sobrevida
de um individuo e tendo a probabilidade deste individuo vir a sobreviver até um tempo
t definida como a probabilidade deste individuo nao vir a falhar até um tempo t e é
expressa por:

S(t)y=P(T>t)=1—-P(T <t), (3.1)
em que P(T < t)=F(t), também a funcao de sobrevivéncia pode ser definida como segue:

S(t) =1— F(t),

e goza das seguintes propriedades:

1.t=0=S5(t) =1;
Sabendo que ¢t > 0, tem-se que P(T < 0) = 0. Como S(t) = 1 — P(T < t), logo
Sit)y=1-0=1.

2.t—00=S5(t) =0;
Quando t — oo, tem-se que P(T < t) = 1, logo, pela expressao (3.1), S(t) = 0.

d[S(1)]

3.~ = f(t).

Como F(t) representa a funcao distribuigdo acumulada, entdo sua derivada sera a

funcao densidade de probabilidade.
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3.2.4 Funcao taxa de falha

Defini-se como a probabilidade de que a falha ocorra em um intervalo de tempo [t, ¢+ At)
dado que nao ocorreu antes do tempo ¢, dividida pelo comprimento do intervalo de tempo.
Se assumirmos que At é muito pequeno h(t) representa a fungao taxa de falha instantanea

eé expressa Ccomo:

Pt<T At | T >
ht) = Jim = <tAJ; =t

Funcoes de sobrevida distintas podem apresentar formas semelhantes, todavia podem
diferir bastante nas fungoes taxa de falha. Dai a importancia da funcao taxa de falha em

analise de sobrevivéncia.

3.2.5 Algumas relacoes entre as funcoes

Seja T uma variavel aleatéria continua e nao-negativa, algumas relagoes sao obtidas em
conseqiiéncia das funcoes definidas anteriormente, e dai tem-se:

S(t)’
em que f(t) é a fungao densidade de probabilidade da distribuicao a qual T esteja vin-
culada,

S(t) = exp { — A(u)}

em que A(u) é a fungdo de taxa de falha acumulada que é definida por:

3.2.6 Funcao de verossimilhanca em Andlise de sobrevivéncia

De maneira geral a verossimilhanca é expressa como segue

n

L(9) = [T 1 (ws )1 1S (s )]

i=1
em que 9; é o indicador de censura, se §; = 1 ocorre tempo de falha e se §; = 0 ocorre

tempo de censura.



CAPITULO 4

DISTRIBUICAO WEIBULL INVERSA GENERALIZADA

Distribuicao Weibull inversa generalizada é uma modificacao para distribuicao Weibull
inversa; que consiste em elevar a funcao acumulada da distribuicao Weibull inversa
a uma constante 7 positiva ao qual a esta nova fungao acumulada expressamos por F'(t)

que é dada por:

riy={cm} = {ew H%ﬂ Ve {_7 (%ﬂ

em que a, # ey >0 e para a funcao densidade de probabilidade:

f(t) = yBa’t= P exp [—fy(%)ﬁ] , t>0.

A insercao deste do parametro v tem por objetivo fim aumentar a flexibilidade da

distribuicao Weibull inversa generalizada.

4.1 FUNCAO DENSIDADE DA DISTRIBUICAO WEIBULL INVERSA GENERA-
LIZADA (DWIG)

A fungao densidade de probabilidade da DWIG é expressa como segue:

f(t) =Bt P+ exp [—7(%)5}

onde t > 0.

4.2 FUNCAO DE SOBREVIVENCIA DA DISTRIBUICAO WEIBULL INVERSA
GENERALIZADA

Usando a relagao S(t) = 1 — F(t) encontra-se de forma direta a expressao da fungao de
sobrevivéncia da DWIG

17
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4.3 FUNCAO TAXA DE FALHA DA DISTRIBUICAO WEIBULL INVERSA GE-

NERALIZADA

A funcao taxa de falha é expressa por:

h(t) = 7 BBt exp [—fy(

emquet>0ea,fevy>0.
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4.3 TAXA DE FALHA DWIG
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Figura 4.2 Fungao de Sobrevivéncia da DWIG.
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4.4 RELACAO COM OUTRAS DISTRIBUICOES
A distribuigao Weibull inversa generalizada tem algumas distribuigoes como casos par-
ticulares. A tabela a seguir mostra-nos estas relagoes.

Tabela 4.1 Algumas fungdes de distribuicdo geradas a partir da distribuicdo Weibull inversa
generalizada

Distribuicao Parametros
Weibull inversa v=1

exponencial inversa B=1~v=1

Rayleigh inversa B=2,v=1

4.5 MOMENTOS, FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS E FUNCAO GERA-
DORA DE CUMULANTES

E necessdrio enfatizar a importancia e a necessidade dos momentos em qualquer andlise
estatistica especialmente em trabalhos aplicados. Algumas das mais importantes caracte-
risticas de uma dada distribuicao pode ser estudada através dos momentos como: média,
variancia, assimétria e curtose. Seja T' uma variavel aleatoria com funcao densidade
de probabilidade dada pela distribuigao Weibull inversa generalizada(DWIG) o k-ésimo
momento de T" é dado por

p = E(T) = y5a'T <1 - %)

A funcao geradora de momentos é

A funcao geradora de cumulantes é

K (2) =log My (z) = log {Zn: {Z—IjE (T’“)} }

k=0
entao o primeiro cumulante é a derivada da fungao geradora de cumulantes e em seguida

iguala-se z & zero (z em nosso caso)

-1
/ "1 x k B "1 & L
0[St ()]« [t (-5)+]



4.5 MOMENTOS, FGM E FGMC

expandindo os somatdrios e em seguida igualando z a zero, tem-se:

que satisfaz a relacao

21



CAPITULO 5

A DISTRIBUICAO BETA WEIBULL INVERSA
GENERALIZADA

ESTE trabalho foi proposto uma modificacao da distribuicao Weibull inversa genera-
lizada; que consiste em utilizar a fungao acumulada da distribuicao Weibull inversa
generalizada como limite superior de uma distribuicao Beta e com isto tem-se uma nova

fungao acumulada que expressamos por F(t) e é dada por:
F(t) = Iow(a,b)

para a > 0e b > 0, em que G(t) denota a funcao distribuigdo acumulada de uma variavel
aleatoria T', que no caso em questao trata-se de uma variavel aleatoria com distribuicao

Weibull inversa generalizada e sendo

By(a,b)
B(a,b)

Ig(a,b) =

5.1 A FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE DA DISTRIBUICAO BETA
WEIBULL INVERSA GENERALIZADA

Seja T" uma variavel aleatoria que segue uma distribuicao Weibull inversa generalizada
e derivando a expressdao de F(t) obtemos a fungao densidade de probabilidade da dis-

tribuicao beta Weibull inversa generalizada que é expressa por:

£(t) = G 1 — G, a>0,b> 0.

Substituindo G(t) pela fungao acumulada da distribuicdo Weibull inversa generali-

22
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zada, tem-se:

+|Q

- e O L )y

com t > 0.
—a=1 b=1 a=1 =1 =1
0 --a=1b=2 a=3 =2 5=
e a=2 b=1 a=3 B=1 =
-=-a=3 b=2 a=2 =3 =1
—=a=2 b=1 a=3 =2 y=1
ﬁ‘_
o
m_
o
N
o
g_
o |
o

Figura 5.1 Funcao densidade de probabilidade da DBWIG para alguns valores de a, b, a;, § e
5.

E interessante verificar que f(t) é realmente uma fungao densidade, para isto tem-se
que:
P1 f(t) é maior que 0 para todo t pertencente ao dominio de f(t);
Prova: Como a,b,«, 3,7 e t sdo maiores que zero, entdo f(t) é positiva e se
t—o00 = f(t) —0.

Logo f(t) >0, Vt € R. O

P2 A integral de f(t) é igual a 1 no dominio de f(t).

Prova: Tem-se que

[ o= [ (3 | {1 -on )]}
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B
Tomando u = exp {—7(%) } tem-se, 0 < u <1

B a\ B yBalt=(B+1)
Logo,
B’ [t s b1 ()7 1 / ! b1
t 91— du = “(1— du =1
B Jy e = g [ -

Agora, a funcao distribuicao acumulada é dada por

a5

@ )ﬁ} ay A\
Fo = [ B(a,b) (1o [=(5)])

B
Tomando u = exp {—7(%) } tem-se,

- 5
el e ‘”<%> (511). a L ()P
F(t)—m/o L It ﬂ“u(l—u)b L du

- B(i, b) /Oe"p '_7@ '
Blexp {—7(%)5} L, b)
Bla,b)

que a a representacao de uma funcao beta incompleta regularizada. U

5.2 FUNCAO DE SOBREVIVENCIA

A funcao de sobrevivéncia é usada para estimar tempo de sobrevida de elementos de um

conjunto de dados e é obtida pela seguinte relagao:

S(t) =1— F(t).
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Substituindo F'(t) na expressao anterior pela distribuicao acumulada da beta Weibull

inversa generalizada, tem-se:

Funcéo de sobrevivéncia

Tempo

Figura 5.2 Funcao de sobrevivéncia da DBWIG.

5.3 FUNCAO DE RISCO (ou FUNCAO TAXA DE FALHA)

A funcao de risco é usada para calcular o risco de um dado individuo vir a falhar em um

dado instante ¢ e é obtida pela seguinte relacao:

Substituindo F'(t) e f(t) na expressdao anterior pela distribuicao acumulada e pela

funcao densidade da beta Weibull inversa generalizada, respectivamente, tem-se:
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YBat D exp {_a’y@ﬂ (1 — exp {_’Y @ﬂ > -
B(a,b) — B (exp {_7@)5} . b)

—_—a=1 b=1 a=1 =1 =1
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Figura 5.3 Funcao taxa de falha da DBWIG.

5.4 MOMENTOS

Conhecendo a importancia e a necessidade dos momentos em qualquer anélise estatistica
e a importancia dos mesmos em trabalhos aplicados. Estuda-se através dos momentos
as mais importantes caracteristicas de uma distribuicao tais como: média, variancia,
assimetria e curtose. Seja T" uma variavel aleatéria com fungao densidade de probabilidade
dada pela distribuigao beta Weibull inversa generalizada (DBWIG) o k-ésimo momento
de T é dado por:

k=61 exp & —ary (2)” b-1
E(Tk):/ tkf(t)dt:/o et B(aljb{) 7 (9 }1—exp {—7(%)6}( )dt

—00
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27

Fazendo v = va’t™? e du = —yBaPt="~1dt, quando t — 0 = u — oo e quando

t— 00 = u— 0, dai

Sabendo-se que:

entao

Logo,




5.5 FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS 28

5.5 FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS

Sendo o k-ésimo momento de T,

o0

A funcao geradora de momentos dada por:

M =3 (e ).

k=0

k
akfyﬁ

E( B(a,b

Dai, para distribuicao beta Weibull inversa generalizada tem-se a seguinte expressao:

E a partir de manipulagoes algébricas, tem-se:

I S e R ]

g k! B(a,b) T(b — r)r!

5.6 A FUNCAO GERADORA DE CUMULANTES

A funcao geradora de cumulantes dada por:

Dai, para distribuicao beta Weibull inversa generalizada tem-se a seguinte expressao:
& a ’yﬁ (—=1)"T'(b) 5o k
=1 r{1r-—-= .
Og{zz HB@yTh—nn @t 3

r=0 k=0
Entao o primeiro cumulante é a derivada da fungao geradora de cumulantes e em
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seguida iguala-se z a zero:

n

kz(k=1) akvg (—1)"T(b) E_q k
k' B(a,b)T(b—r)r! (a+m)sT (1 B B)]

2 akys (—1)7T(b) - k |
— s 1—= |0 (1-=
areatee e T (1-5)r(1-5)
Expandindo os somatorios e em seguida igualando z a zero, tem-se

, alyi SN (—1)"T(b) 1 1
K@) =k = 50 5 2w =@ 7' r(1-3)

Essa ultima expressao satisfaz a relacao

Os préximos 3 cumulantes sao dados pelas seguintes relagoes:
ky=E(T%) — [E(T")]",

ks = E (T%) — 3.E (T?) E (T") + 2[E(TH)P,

ky=E(TY) —4E (T*) E(T") - 3[E (T*)]* + 12E (T?) [E (T)))* — 6 [E (T")]".

Dai para a Distribuicao Beta Weibull Inversa Generalizada, tem-se:

L _ 7Pl —257) [i CUTE) H)z—l]
2 |

4

29

B(a,b) — I'(b—r)r
@I [ (0T, ’
[B(a, b)]” [z; L(b—r)r ) ]
b PyET(1 = 3671 | = (—1)"T'(b @+ T>%_1 3% P0(1 - (1 —2671)
’ B(a, b) = T(b—r)r [B(a, b)]?
o (1) S| = (ED)'T( 1
8 [; (r(b—r)r)v(“”)ﬁ ] l; Tt ]
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5.7 FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Sejam Ty, T5, ..., T, variaveis aleatorias, independentes e identicamente distribuidas se-
guindo uma DBWIG em que o vetor de parametros e § = (a,b, , 3,7)7 e a funcio de

verossimilhanga para DBWIG é expressa como segue:

B~ (B+1) . v (6-D)
H ’Yﬁa t —a"{<r> (1 —e ’Y(tl)ﬁ)

e também pode ser escrita como

(B8N s @ Ty -6 (4 —(2) s
L(0) = (B(a,b)) e th’ l1—e

i=1

para t; > 0.

O logaritmo da func¢ao de verossimilhanca, denominada funcao suporte, é dada por:

0(0) :logL(H):nlog( Vo’ ) (B+1) Zlog

B(a,
+(b—1) [Z log (1 - e”<7i)5)] , para t; > 0.

n
Z «
: t;
=1
Para estimar os parametros utilizamos a equagao escore, que é definida como

U(é):%(;):o.

Para a Beta Weibull Inversa Generalizada, tem-se

n —Be (l)ﬁ
32( )—nﬁ——a 13y [azt 1)2%]

n n o a)’
n loo[2) (& @77(1‘
+7(b - 1)2:1 g<ti> “

. (]
i=1 1—¢ "
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86(9) n t—ﬂ —y(&)P
a—v_n——Oé (aZt b—l Zw

-1 1 —e

50 =n(a+b) —np(a) — ya Zt
em que ¥(z) é a funcdo Digama e é dada por:
1 1

p E_k;—kz—l i

aqui 7 representa a constante de Euler-Mascheroni (Sondow, 1998).
00(0)

5 n(a+b) —n(b +Zl—e7

Q
t;

=0

As funcoes escores descritas acima nao tém forma fechada, entao para soluciona-las

pode-se utilizar o método iterativo de Newton-Raphson

Mas para o efetivo cédlculo, é necessario encontrar a matriz de informacao observada
de Fisher 1(0)

Jaa(t) Jap(0) Jar(0) Jaa(0) Jan(0)
Joa(0) Jps(0) Jsy(0) Jga(0) Jse(0)
L0) =] Jyal0) Jys(0) Jon(0) Jra(0) Jow(0) |,
Jaa(0) Jaﬁ(e) Ja’y(e) Jaa(0)  Jar(0)
Joa(0)  Jop(0) Ty (0)  Jea(0)  Ju(0)

a | oLo)
8_p do

0 o vetor de parametros, entao

em que — ] = J,» () em que p e o sdo parametros da distribuicdo em questao e

n n B
— -2 of 2 B _(p_
Jaa(0) =nfa™ + (8 — o6 (ath (b—1 Z TESE

-1 1 —e

+ (v8a” ) (b - 1) Z l,—g)ﬁ
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Joa(0) = Jaa(0) = Bya® Y 17

Jw(0) = Sy (0) = —a

Jon(0) = Jop(0) = —72

Jos(0) = Jga(0) = vaBa’ ™! <log O‘Z t7 — Z(t;’g log tl)> —na”! + vaaﬁ_lz t:7
i=1

=1

n o4 6( ),86 (i)ﬂ
Jw(0>:"7_2+(b_1>z Z

~ (1- e*“%”)?

1=

1
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Sob condigoes que sao cumpridas pelos parametros no interior do espaco paramétrico,
mas nio no limite, a distribuicdo assintética de /n (6 — 6) é N5(0,1(0)™1), em que
I1(0) é a matriz de informagao esperada. Este comportamento assintético é vélido se
1(@) é substituido por J (5), i.e., a matriz de informacao observada evoluiu a 6. A
normal multivariada assintética N3(0, J(6)~!) distribui¢ao pode ser usada para construir
intervalos de confian¢a aproximados e regides de confianca para os parametros individuais

e para as funcoes de sobrevivéncia e risco.

5.8 ESTATISTICA DE ORDEM E ENTROPIA DE SHANNON

Considerando F'(z) a fungao distribuicdo acumulada e f(z) a funcdo densidade da dis-
tribuicao Beta Weibull Inversa Generalizada, tem-se que, a funcao distribuicao acumulada

da r-ésima estatistica de ordem, indicada por F,.(z), em que r = 1,...,n, é dada por:
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(exp [—’y (%)ﬂ} ,a, b) i B (exp [—’y (%)B] ,a, b)

n B
Fr(z) = z:: Cri B(a,b) b= B(a,b) ’

n!

el que Cn;i = m

A funcao densidade da estatistica de ordem, para esta distribuicao, é definida da

seguinte forma:

o [Blen[aerL ] (3w i) o)

(r—Dln—r)! B(a,b) B(a,b)

vBaPt= B+ exp [—afy (%)ﬂ]

| oo (o[ E]) )

em que 0 < x < 0.

A Entropia de Shannon ¢ utilizada para medir o grau de incerteza sobre um espaco

desordenado. Para uma variavel aleatéria T, esta medida é dada por:

B( = 10glf(1)]).

Considerando que f(7') na expressao anterior seja a func¢ao densidade da Distribuigao

Beta Weibull Inversa Generalizada, tem-se:

yBalt= D exp [—m(%ﬂ (1 —exp [—7(%)? )oY

log(f(T)) = log Bla.b)

n—r
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Logo,

E {— log[f(T)]} / T (log(v) +log(3) + Flog(0) — (3 + 1) loa(t) — ay (9)”

)ﬁD ~log B(a, b)}

yBalt= ) exp {—m(%ﬂ (1 —exp {—7(%)? )y

X Bla.b) dt

SRS

+ (b—1)log (1 — exp {—7(

Entao conclui-se que a Entropia de Shannon para a Distribuicao Beta Weibull Inversa

Generalizada é dada pela sentenca (5.1), a seguir.

E{—log[f(T)]} = —logvy —log  — Blog a — a((a) — ¥(a + b))

80’ (8 +1)

+log B(a,b) — (b= )(w(6) ~ vla+ 1) + g 8 (51)

oo an B an B (b-1)
X / t= (0 Jog(t) (exp [—cw (;) }) (1 — exp [—7 (;) }) dt,
0
em que ¥ (x) represente a funcao digama, e (z) = 1;/((;))

5.9 MODELO DE REGRESSAO PARA A DISTRIBUICAO
LOG BETA WEIBULL INVERSA GENERALIZADA

Seja a distribuicao

(51 e (27 -
f(t;a,b,0,8,7) = e ;fbg V(t) ] (1—exp {_7 (%)ﬂD(b |

1
Considerando 3 = —, y = log(t) e a = exp i, em que t = €Y, tem-se:
o

expl=He2)

oB(a,b)

L=y

exp[—aye"7))(1 — exp[—ye T

L=y

f(yia,b,a,8,7) =
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sendo 1 + o ~ 1, tem-se:

raas) = e |- (1) -mew (-151)]

" {1 —exp {—VeXp (_%)} }<b1>

— ;L B T3
raba s = Cptogen |- (P s (1100 )

o .TA (b-1)
X{l_exp |:_fyeXp (_yz—m)}} )
g

em que y; = ;L 3 +0Z;,i = 1,...n e Z; segue a distribuicao:

m(ziy) = yexp[—z — yexp(—2)],

em que —oo < z < oo ey > 0.

Funcao de verossimilhanca é dada por:

i=1
n T (b-1)
vi — x; B
xH{l—exp [—7 exp <——J >]}
i=1

A funcao log-verossimilhanca é:

n

"y — 2l 2,73
1(9) = nlogv—nloga—nlog[B(a,b)]_Z%—xz@_mze}(p <_yl i ﬁz)
o

. . g
=1 =1

n T
Yi — i
b—1 1 1- — e —
N (R O ).
As equagoes de escore sao:

n — _ _ i B
o0 1, s (a0 Do [ ()

1 —exp [—7 exp (——yi”?Tﬁiﬂ

—Qa
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9L(0 - i — x5
) = (et 0) = v~ Yoo ()

=1

- = n((a+b) = (b)) + anlog (1 — oXp [_VGXP (_M)D

=1

n T - _ 2T
ae :——+Z( @) {1_7@@(_% leﬂz)

IR

o[, (amatn) 0= Ve[ ()

— o (1—exp [—’YGXP< = ﬁz)])

Novamente, as funcoes escores descritas nao tém forma fechada. Através da matriz

i=1

de informacgao observada de Fisher pode-se encontrar as solugoes a partir do método

interativo de Newton-Raphson. Assim a matriz de Informagao Observada é:

10)= | Jol®) Jis(6) Jp(0) Ja®) T(0)
Jaa(e) Jaﬁl(g) Ja’y(e) Jaa(e) Jab(e)
Joo(0)  Jos (0) Sy (0)  Jea(0)  Jes(0)
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0 o vetor de parametros, entao

w0 =5 D () G o (o () 52 2)

el () ()]
B —a78,\1) 2 7
by )

( Yi — xlT@) (yZ - %T@) [ ( Yi — 1’?@)} (yz - szﬁz)
X exp | — + 3 —eXp | —Yexp | — 2
o o o o
()|
oc o o

J5.5,(60) = yil { <§) exp (—@) (a —b-1) <§) exp [—vexp (—#)}
oo (23] o (222

o n_ | exp [—[fy exp [—'y exp (—@)} +2 (#)]}
Sy, (0) = ~2 (b—1) L i
e Z{ (1= exp [—yexp (~2=22)])

Jaa(0) = n¢(1)(a) - nw(l)(a +0)

=1

Jop(0) = nyp™M (b) — np™ (a + b)
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Jan(0) = Joa(0) = —ntp(a + D)

_ [ expl [y expl— (M) + ( )
wa(e)—Jwa) ;{ (1—6Xp[ vexp[ (y )]]) }

Jbg(e) = Jab(e) - Z (1 exp[ ’yexp[—(%ﬁﬁi)“)

i=1

" { (#7572 ) v expl =l expl (A=) 4 (2t }

o (0) = Jal0) = Y- {pf - (L= = |

T exp{ hexp[(y’?Tﬁl)H(y’?m)}})}

1 — expl— expl—(2=72)]

Jos, (0) = Jp,(0) = 72{

6 I :Z SEELOYELY

(1= [zvem (2572 )

relen( 2]

a0 =300 5> (E) o (222

A
e
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ool (5] (23]

n T Y A S _ T3
0 =0 =32 (G5 ) (34 (#2om (22)

i=1

—y(b—1)exp [—7 exp (—yl_—m)

o

o ()
() el (2]
o (51

em que £ =




CAPITULO 6

APLICACAO

6.1 OS DADOS DO GADO DA RACA NELORE

producao comercial de carne vermelha no Brasil ,que comumente advém da raca
A Nelore, objetiva otimizar o processo na tentativa de obter um tempo mais curto
para o gado alcancar o peso para o abate no periodo do nascimento até o desmame ou

do desmame até o abate.

Utilizando os dados com 69 touros da raga Nelore foi estudado o tempo (em dias)
até os bois atingirem o peso de 160kg referente ao tempo do nascimento até o desmame.
Foi produzido a curva da funcao de densidade e o histograma, verificada também que o
conjunto de dados tem forma unimodal. Sendo assim a distribuicao Beta Weibull Inversa

Generalizada, serd utilizada para modelar os dados em questao.

6.2 ESTIMACAO DE PARAMETROS

Veremos os resultados da estimacao de parametros do modelo da distribuicao Beta
Weibull Inversa Generalizada, pelo o método de maxima verossimilhanca vistos na subsegao
(8.1.1).

6.2.1 Estimacao através do método de maxima verossimilhanca

Utilizando a expressao de £(#) da subsegao (3.1.1) que escrevemos em uma rotina para
obter estimativas dos estimadores de méaxima verossimilhanga que nao possuem formas
fechadas com esta finalidade foi produzida uma rotina no software R© da versao 2.10.0
para estimar os valores do vetor de parametros 6 = (a,b, o, 3,v)T da distribuicao Beta
Weibull Inversa Generalizada para os dados do gado da raca Nelore. A rotina MaxBFGS

tem por finalidade maximizar funcoes utilizando o método quase-Newton desenvolvido

41
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Figura 6.1 Histograma, fungdes densidade da Weibull Inversa, Weibull Inversa Generalizada,
Beta Weibull Inversa Generalizada e Densidade Empirica.

por Broyden, Fletcher, Goldfarrb e Shanno (BFGS) dando a possibilidade de escolha de
condicoes e parametros da maximizacao, como a utilizacao de derivadas analiticas ou
numéricas da funcao a ser maximizada, os critérios de convergéncia, o niimero maximo

de iteracoes, etc..

Tabela 6.1 Valores estimados dos parametros a, b, a;, 5 e v pelo método de maxima verossim-
ilhanga para os dados do gado da raga Nelore para: DWI, DWIG e DBWIG.

Parametro Estimativa(DBWIG) Estimativa(DWIG) Estimativa(DWTI)
a 0.2409561
b 7.9618524
o} 147.5146548 142.514855 159.91782
I} 9.6424368 13.25 12.71556
v 15.5239771 5.344753
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Figura 6.2 Comparagao entre sobrevivéncias geradas pelas distribuicoes DWI, DWIG, DBWIG
e Kaplan-Meier esbocadas no esquema S(t) versus tempo. As curvas tracejadas sdo os intervalos
de confianca 95 porcento para o Kaplan-Meier.

o ]
-
[ee}
® S
©
<
&
< —— Linear
S — DWI
— DWIG
— DBWIG
N
S
o
S
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

S(t) Kaplan—-Meier

Figura 6.3 Comparagcao entre sobrevivéncias geradas pelas distribuicoes DWI, DWIG, DBWIG
e Kaplan-Meier esbocadas no esquema de linearizagao.



CAPITULO 7

CONCLUSAO

ESTE trabalho, foi introduzida a distribuicao Beta Weibull Inversa Generalizada que

é uma generalizacao beta da distribuicao Weibull Inversa Generalizada. Foi prov-
idenciado um tratamento matematico e foram derivadas varias propriedades da Beta
Weibull Inversa Generalizada, incluindo a fungao geratriz de momentos e o k-ésimo mo-
mento. Ainda foi discutido a estimacao pelo procedimento de maxima verossimilhanca e

encontramos a matriz de informacao observada.

Também foi modelado um conjunto de dados de gado da raga Nelore, encontrando as
estimativas para os parametros. Com as estimativas foi percebido que a distribuigao pro-
posta conseguiu um bom ajuste para os dados através da comparacao com o histograma e
com a densidade empirica, concluimos que a classe Beta Weibull Inversa Generalizada de
distribuicoes fornece maior flexibilidade para tratamento das andlises estatisticas devido

a esta distribuicao ter 5 parametros e conter varias propriedades da distribuicao beta.

Espera-se que esta nova distribuicao estimule profissionais e pesquisadores a pro-
duzirem mais aplicagdoes em diversas areas do conhecimento, uma vez que esta nova
distribuicao tem a caracteristica de ser bastante flexivel quando se refere ao ajuste de
dados.

A autora pretende continuar com as pesquisas em distribuigoes com generalizagoes
beta aplicadas em outras distribuicoes de probabilidade e ainda temos planos de prover
analises bayesianas para as novas distribuicoes betas generalizadas e produzir comparacoes

entre resultados das analises classicas e bayesianas.
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