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Resumo
Neste trabalho, propomos novas medidas de bondade ajuste para modelos Kumaraswamy
generalizados (Kw-G) baseadas na Transformada de Mellin (TM) e nos Momentos Ponde-
rados de Probabilidade (MPP). Combinamos MPP e TM para fornecer novas ferramentas
quantitativas para a escolha de modelos dentro da família Kw-G. Primeiro, derivamos
MPP para as distribuições Exp-Weibull, Exp-Fréchet, Exp-log-logística e Exp-Uniforme.
Depois, fornecemos expressões para a TM associada à família Kw-G e alguns de seus casos
especiais: em particular, as distribuições Kumaraswamy-Weibull, Kumaraswamy-Fréchet,
Kumaraswamy-log-logística e Kumaraswamy. Posteriormente, fazemos uma combinação
entre a estatística T 2 de Hotelling e o método Delta multivariado para testar hipóteses
envolvendo cumulantes do tipo II. Finalmente, aplicamos as medidas de bondade de ajuste
propostas em quatro conjuntos de dados reais em contextos da hidrologia.

Palavras-chaves: Família Kw-G. Transformada de Mellin. Estatística do tipo-II. Momen-
tos Ponderados de Probabilidade. Estatística T 2 de Hotelling.



Abstract
In this essay, we propose GoF measures for generalized Kumaraswamy (Kw-G) models
based on the Mellin Transform (MT) and Probability Weighted Moments (PWM). We com-
bine PWMs and the MT in order to furnish new GoF quantitative tools for choosing models
within the Kw-G class. First, we derive PWMs for the Exp-Weibull, Exp-Fréchet, Exp-log-
logistic and Exp-Uniform distributions. After, we provide expressions for the MT associated
with the Kw-G family and some of its special cases: in particular, Kumaraswamy-Weibull,
Kumaraswamy-Fréchet, Kumaraswamy-log-logistic and Kumaraswamy distributions. Sub-
sequently, we make a combination between the Hotelling’s T 2 statistic and the multivariate
Delta method to test hypotheses involving second kind cumulants. Finally, we apply the
proposed GoF measures on four real data sets applications in hydrology contexts.

Keywords: Family Kw-G. Mellin transform. Second-kind statistic. Probability weighted
moments. Hotelling’s T 2 statistic.
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1 Introdução

Fenômenos hidrológicos que ocorrem sob incerteza frequentemente são modela-
dos por distribuições de probabilidade contínuas, tais como a Weibull (SINGH, 1987;
CLARKE, 2002), a Fréchet (RAMOS et al., 2019), a Log-logística (ASHKAR; MAHDI,
2006) e a Kumaraswamy (NADARAJAH, 2008). Nos últimos anos, a busca por novos
modelos capazes de explicar melhor os dados com domínio R+ têm gerado uma série de
novas famílias ou classes de distribuições. Como resultado, podemos destacar: a classe
Marshall-Olkin-G (MARSHALL; OLKIN, 1997), a família Exponencializada (GUPTA;
GUPTA; GUPTA, 1998; GUPTA; KUNDU, 1999), a Beta-G (EUGENE; LEE; FAMOYE,
2002), a Gamma-G (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009; RISTIC; BALAKRISHNAN,
2012) e a família T-X (ALZAATREH; LEE; FAMOYE, 2013).

Embora seja crescente o número de novas distribuições nos últimos anos, apenas ti-
midamente novas medidas de bondade de ajuste tem sido propostas para as distribuições
recentes, afim de se criar novos critérios de seleção de modelos. Em Chen e Balakrishnan
(1995) a abordagem de seleção de modelos se baseia nas estatísticas de Anderson-Darling
e Cramér-von Mises, que por sua vez, se baseiam em medidas de distância entre a função
de distribuição acumulada (fda) e função de distribuição empírica. Também baseado
nessas medidas de distância entre as funções de distribuição, Viveros e Balakrishnan
(1994) compara distribuições de sobrevivência para amostras progressivamente censuradas.
Em Pakyari e Balakrishnan (2012), é estendido o resultado apresentado em Viveros e
Balakrishnan (1994), abrangendo diversas distribuições de sobrevivência, e novos testes
modificados de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling para amostras
progressivamente censuradas são apresentados.

Tomando uma abordagem diferente, Linhart e Zucchini (1986) propôs medidas de infor-
mação teóricas considerando os critérios AIC e BIC (MCQUARRIE; TSAI, 1998) para
métodos de seleção de modelos. Um critério alternativo de medida de bondade de ajuste
foi dado por Pearson (1895) em seu sistema de diagramas para seleção de modelos, que
são baseados em medidas de assimetria e curtose (JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN,
1994). Delignon, Garello e Hillion (1997) e Vogel e Fennessey (1993) aplicaram tais dia-
gramas para dados de imagens SAR e hidrológicos, respectivamente. Andreev, Kanto e
Malo (2007) aplicaram os diagramas de Pearson para selecionar modelos aplicados a séries
diárias, mensais e anuais no mercado de commodities e outras variáveis macroeconômicas.
Chabert e Tourneret (2011) introduzem a generalização dos diagramas de Pearson para ve-
tores aleatórios bidimensionais. Nagahara (2004) examinou o problema de derivar medidas
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de bondade de ajuste para distribuições multivariadas não-normais pelo sistema de Pearson.

Contudo, Nicolas e Anfinsen (2002) observaram que o diagrama de Pearson pode não
ser tão bem adequado para variáveis positivas. Em Nicolas e Maruani (2000) e Nicolas e
Anfinsen (2002) apresentou-se uma alternativa ao propor a aplicação da transformada de
Mellin (TM) como uma alternativa à função característica usual, gerando a denominada
segunda função característica do tipo II e subsequentemente definiu-se os momentos do
tipo II (ou log-momentos) e os cumulantes do tipo II (ou log-cumulantes). Ainda, estes
autores apresentaram o diagrama de log-cumulantes (LC), que plota os LC’s, κ̃3 contra
κ̃2, como alternativa gráfica para a comparação dos modelos. O diagrama de LC oferece
algumas vantagens sobre o diagrama de Pearson. Além de ser adequado para variáveis
aleatórias positivas, sua implementação computacional é mais direta e também capta a
flexibilidade da distribuição no sentido de assimetria e curtose (LI et al., 2011). Uma
descrição detalhada da Transformada de Mellin é dada em Nicolas e Anfinsen (2002) e Li
et al. (2011). Tais diagramas foram se mostrando relevantes para comparações qualitativas
e quantitativas em distribuições não-encaixadas para dados SAR e PolSAR (LI et al.,
2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011; KHAN; GUIDA, 2013; KRYLOV et al., 2013; DENG;
LÓPEZ-MARTÍNEZ, 2016). Em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011) é fornecido testes
simples e compostos de ajuste de bondade, aplicados a dados PolSAR. Em Tung (1990), é
proposto a aplicação da TM para problemas hidrológicos/hidráulicos.

Neste trabalho, propomos a combinação dos Momentos Ponderados de Probabilidade
(MPP) e a transformada de Mellin (TM) para fornecer novas medidas de bondade de
ajuste para seleção de modelos na família Kumaraswamy-G (Kw-G). Introduzimos uma
expressão geral da TM para distribuições pertencentes a esta classe. Para mostrar sua
aplicabilidade, separamos quatro modelos para investigação: Kw-Weibull (CORDEIRO;
ORTEGA; NADARAJAH, 2010), Kw-Fréchet (MANSOUR et al., 2018), Kw-Log-logística
(SANTANA et al., 2012) e a própria Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980). Tais
modelos são obtidos substituindo-se as distribuições-base Weibull, Fréchet, Log-logística e
Uniforme-padrão respectivamente no gerador Kw-G. Introduzimos expressões de forma
fechada do MPP para essas quatro distribuições-base em sua forma exponenciada (Ga(x)
com a > 0) como em Gupta e Kundu (1999). Além disso, utilizamos o método Delta
multivariado para obter estatísticas T 2 de Hotelling para o teste de hipóteses, que envolve
os log-cumulantes. Finalmente, quatro banco de dados reais no contexto da hidrologia são
submetidos a nossa metodologia proposta.
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2 Revisão de Literatura

2.1 A família de distribuições Kumaraswamy-G
A família Kumaraswamy-G (Kw-G) de distribuições foi proposta por Cordeiro e

Castro (2011), abrigando uma diversidade de modelos que podem ser utilizados em estudos
nas áreas de confiabilidade, análise de sobrevivência e hidrologia, sendo definida como a
seguir.

Seja a distribuição-base G(x; τ ) a fda de uma variável aleatória contínua X com ve-
tor de parâmetros τ . A Kw-G estende a distribuição-base em uma outra distribuição F (x)
de acordo com:

F (x) = F (x; a, b, τ )

= 1− {1−G(x; τ )a}b,
(2.1)

em que a > 0 e b > 0 são parâmetros de forma.

A função densidade de probabilidade (fdp) associada a (2.1) é dada por:

f(x) = f(x; a, b, τ )

= a b g(x; τ )G(x; τ )a−1[1−G(x; τ )a]b−1,
(2.2)

onde g(x; τ ) = dG(x; τ )/ dx é a fdp da distribuição-base.

Sua expressão advém da distribuição Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980), que
é definida como

f(x) = abxa−1(1− xa)b−1 e F (x) = 1− (1− xa)b,

para 0 < x < 1 e a > 0 e b > 0 como parâmetros de forma.

Esta distribuição recebeu um interesse considerável em hidrologia e áreas relacionadas
(NADARAJAH, 2008). Para mais detalhes sobre as propriedades da Kumaraswamy, ver
Jones (2009), Lemonte (2011), Mitnik (2013), Wang, Wang e Yu (2017).

A Figura 1 apresenta as várias formas assumidas por esta distribuição.
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Figura 1 – Densidade da Kumaraswamy

Nas próximas subseções, separamos mais três outros casos particulares da família Kumaraswamy-
G, para explorarmos e derivarmos medidas de bondade de ajuste.

2.1.1 Kumaraswamy-Weibull

A distribuição Kumaraswamy-Weibull foi proposta por Cordeiro, Ortega e Nadara-
jah (2010) com a utilização do modelo Weibull como distribuição-base no gerador Kw-G.
Tal distribuição, abriga uma série de sub-modelos, dos quais podemos destacar a Weibull
exponenciada, a Rayleigh exponenciada e a Exponencial exponenciada. Foi empregada
neste artigo, na área de confiabilidade, para analisar dados de tempo de falha.

Sua função densidade de probabilidade é dada por:

f(x) = a b α

λ

(
x

λ

)α−1
e−( xλ)α

[
1− e−( xλ)α

]a−1 [
1−

{
1− e−( xλ)α

}a]b−1
,

com a, b, α > 0 como parâmetros de forma e λ > 0 como parâmetro de escala.

Sua função de distribuição acumulada é dada por:
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F (x) = 1−
[
1−

{
1− e−( xλ)α

}a]b
.

A Tabela 1 abaixo apresenta alguns sub-casos da nossa distribuição.

Tabela 1 – Sub-modelos da Kw-W

Modelos λ α a b

Kw-exponencial - 1 - -
Kw-Rayleigh - 2 - -
Weibull exponenciada - - - 1
Exponencial exponenciada - 1 - 1
Weibull - - 1 1
Rayleigh - 2 1 1

A Figura 2 mostra algumas formas assumidas pela Kw-Weibull de acordo com alguns
valores de parâmetros.
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Figura 2 – Densidade da Kw-Weibull

Sua função quantílica é dada por

Q(u) = λ
[
− log

{
1− [1− (1− u)1/b]1/a

}]1/α
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em que u ∼ U(0, 1).

A função taxa de falha é dada por

h(x) =
a bα
λ

(
x
λ

)α−1
e−( xλ)α

[
1− e−( xλ)α

]a−1

1−
{

1− e−( xλ)α
}a .

2.1.2 Kumaraswamy-Fréchet

A distribuição Fréchet tem aplicações que vão desde testes de vida acelerados a
terremotos, inundações, corridas de cavalos, chuvas, velocidades do vento, ondas do mar,
entre outros (MANSOUR et al., 2018). Para mais detalhes sobre a Fréchet e suas aplicações,
ver Kotz e Nadarajah (2000), Barreto-Souza, Cordeiro e Simas (2011) e Krishna, Jose e
Ristić (2013).

O modelo Kumaraswamy-Fréchet foi proposta por Mead (2014) como uma generali-
zação da Fréchet atráves do gerador Kw-G. Mead (2014) propôs sua aplicação na área
de confiabilidade para modelar dados de resistência de componentes. Tal distribuição
generaliza alguns modelos famosos tais como a Exponencial inversa, a Gumbel, a Rayleigh
inversa e a própria Fréchet (MANSOUR et al., 2018).

Sua densidade é escrita como

f(x) = a b α

λ

(
x

λ

)−(α+1)
e−a(

x
λ)−α [

1− e−a(
x
λ)−α]b−1

,

com a, b, α > 0 como parâmetros de forma e λ > 0 como parâmetro de escala.

Sua acumulada é dada por

F (x) = 1−
[
1− e−a(

x
λ)−α]b

.

Sua função quantílica é dada por:

Q(u) = λ
[
− log

{
1− (1− u)1/b

}1/a
]1/α

em que u ∼ U(0, 1).

Sua função taxa de falha é dada por

h(x) =
a bα
λ

(
x
λ

)−(α+1)
e−a(

x
λ)−α

1− e−a(
x
λ)−α .
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A figura 3 mostra algumas formas assumidas pela Kw-Fréchet de acordo com alguns
valores de parâmetros.
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X ~ Kw - F(a, b = 1, a, l)
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de

a = 1, a = 0.1, l = 0.1

a = 5, a = 10, l = 2

a = 0.2, a = 1, l = 1

a = 1, a = 2, l = 0.5

a = 1, a = 10, l = 3

Figura 3 – Densidade da Kw-Fréchet

2.1.3 Kumaraswamy-log-logística

A distribuição Kumaraswamy-log-logística é obtida ao colocar a distribuição-base
log-logística no gerador Kw-G. Suas propriedades foram primeiramente estudadas por
Santana et al. (2012). Sua fdp é dada da forma:

f(x) = a b α

λ

(
x

λ

)−(α+1)
{

1 +
(
x

λ

)−α}−(a+1)
1−

{
1 +

(
x

λ

)−α}−ab−1

.

A Figura 4 mostra algumas formas assumidas pela Kw-log-logística de acordo com alguns
valores de parâmetros.
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Figura 4 – Densidade da Kw-log-logística

As propriedades da distribuição log-logística a tornam uma alternativa atraente para as
distribuições log-normal e Weibull na análise de dados de sobrevivência (COLLETT, 2015).
Algumas aplicações da distribuição log-logística são discutidas em economia para modelar
a riqueza e a renda (KLEIBER; KOTZ, 2003) e na hidrologia para modelar fluxos de rio
(ASHKAR; MAHDI, 2006). Collett (2015) sugeriu a distribuição log-logística para modelar
o tempo após um transplante de coração.

As distribuições log-logística e log-logística exponenciada são os sub-casos mais famosos
da expressão acima, quando a = b = 1 e b = 1, respectivamente. Se a = 1, nós obtemos o
modelo Burr XII.

Sua fda é dada da forma

F (x) = 1−
1−

{
1 +

(
x

λ

)−α}−ab

Sua quantílica é dada por

Q(u) = λ
{

[1− {1− (1− u)1/b}1/a]−1/α − 1
}

em que u ∼ U(0, 1).
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Sua função taxa de falha é dada por

h(x) =
a bα
λ

(
x
λ

)−(α+1)
{

1 +
(
x
λ

)−α}−(a+1)

1−
{

1 +
(
x
λ

)−α}−a .

2.2 Transformada de Mellin

Usualmente a distribuição de probabilidade pode ser escrita por meio de sua função
característica (fc) do tipo I, que é uma transformada de Fourier sobre a fdp. Seja X uma
variável aleatória com fda F (x). Então, sua fc, ΦX(t), é definida como (BILINGSLEY,
2016, p. 342):

ΦX(t) = E(ei tX) =
∫ ∞
−∞

ei t x dF (x), t ∈ R,

em que i =
√
−1.

Contudo, há casos em que a função característica é analiticamente intratável. Para con-
tornar essa dificuldade, Colombo (1959) sugeriu a Transformada de Mellin (TM) como
alternativa. Em Nicolas e Anfinsen (2002) é introduzida estatísticas do tipo II, que são
versões de estatísticas clássicas sendo que baseadas na TM para analisar distribuições
sobre R+.

Seja X ∈ R+ variável aleatória com fda F (x). Então a primeira fc do tipo II é defi-
nida por meio da Transformada de Mellin como:

φX(s) =
∫ ∞

0
xs−1 dF (x) = E(Xs−1), (2.3)

em que s ∈ C é a variável complexa (NICOLAS; ANFINSEN, 2002).

Similarmente a fc, a TM também possui inversa. Se φX(s) está bem definida, pode-
mos deduzir a fdp através da seguinte relação (COLOMBO, 1959; NICOLAS; ANFINSEN,
2002)

fX(s) = 1
2πj

∫ c+j∞

c−j∞
x−sφX(s) d s.

Se F (x) é uma fda, a fc do tipo II satisfaz φX(1) = 1.
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Nicolas e Anfinsen (2002) introduziram então a segunda função característica do tipo II
definida como sendo o logaritmo natural de φX(s):

ψX(s) = log [φX(s)] . (2.4)

No próximo capítulo, mostraremos que a TM da família Kumaraswamy-G pode ser obtida
diretamente dos MPP das distribuições-base na forma exponenciada definida por Gupta e
Kundu (1999). Para isso, a seguir, revisaremos os conceitos dos MPP.

2.3 Momentos Ponderados de Probabilidade - MPP
Os Momentos Ponderados de Probabilidade foi introduzido por Greenwood et

al. (1979) e consiste de uma generalização dos momentos usuais para distribuições de
probabilidade. Em termos de estimação, os MPP podem fornecer estimadores de forma
fechada quando estimadores clássicos, tais como Máxima Verossimilhança e Método dos
Momentos, são analiticamente intratáveis (GREENWOOD et al., 1979; HAKTANIR;
BOZDUMAN, 1995; WHALEN; SAVAGE; JEONG, 2004).

O MPP é definido por

Ml,j,k = E
{
X lF (X)j[1− F (X)]k

}
=
∫ 1

0
Q[F (x)]lF (x)j[1− F (x)]k dF (x),

(2.5)

em que l, j, k ∈ R e Q(·) representa a função quantílica de F (·). Note que (2.5) generaliza
os momentos usuais, que são obtidos tomando l ∈ Z+ e j = k = 0 (Ml,0,0). SeMl,0,0 é
finito, entãoMl,j,k está bem definido para todo j, k ∈ R+ (GREENWOOD et al., 1979).

Suponha que j, k ∈ R+, então pelo teorema binomial, temos:

Ml,0,k =
k∑
j=0

(
k

j

)
(−1)jMl,j,0 (2.6)

e

Ml,j,0 =
j∑

k=0

(
j

k

)
(−1)kMl,0,k , (2.7)

onde se a expressão (5) existe e X é contínua, entãoMl,0,k existe, O mesmo é válido para a
expressão (6). Os MPP’s são proporcionais a E(X l

j+1 : j+k+1) quando l, j, k ∈ R+, o l-ésimo
momento da (j + 1)-ésima estatística de ordem de amostra de tamanho (j + k + 1) é dado
por

E
(
X l
j+1 : j+k+1

)
= Ml,j,k

B(j + 1, k + 1) ,
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onde B(· , ·) denota a função beta.

Outra importante propriedade dos MPP é (GREENWOOD et al., 1979), que se X

é uma v.a, então o l-ésimo momento ordinário das estatísticas de ordem é dado por

E
(
X l

1:n

)
=

 (k + 1)Ml,0,k se j = 0;
(j + 1)Ml,j,0 se k = 0.

Em muitos trabalhos, os MPP foram particularizados de duas formas:

αk =M1,0,k = E
{
X(1− F )k

}
, k > 0,

βj =M1,j,0 = E
{
XF j

}
, j > 0.

Nessa representação, dada uma estatística de ordem x(1), x(2), ..., x(n), um estimador não-
viesado para αk e βj podem ser obtidos como:

α̂k = 1
n

n∑
r=1

[(
n− r
k

)
xr

]/(
n− 1
k

)
e β̂j = 1

n

n∑
r=1

[(
n− r
j

)
xr

]/(
n− 1
j

)
,

onde k e j ∈ Z+.

Uma teoria geral para os MPP cobre a descrição de distribuições de probabilidade teóricas,
a sumarização e a descrição de amostras observadas, estimativa não paramétrica da distri-
buição desconhecida de uma amostra observada, estimação de parâmetros e quantis de
distribuições de probabilidade e teste de hipótese para distribuições de probabilidade (COR-
DEIRO; CASTRO, 2011). O método dos MPP geralmente pode ser usado para estimar
parâmetros de uma distribuição cuja forma inversa não pode ser expressa explicitamente.

A Tabela 2 apresenta a função distribuição acumulada, a quantílica, e o suporte X
das distribuições-base consideradas neste texto para cômputo dos MPP.

Tabela 2 – Fda e Quantílica das nossas distribuições-base exponenciadas

Modelos F (x) Q[F (x)] X

Exp-Weibull
[
1− exp

{
−
(
x
λ

)α}]a
λ
[
− log{1− F (x) 1

a}
] 1
α R+

Exp-Fréchet exp
{
−a

(
x
λ

)−α}
a

1
αλ [− log(F (x))]−

1
α R+

Exp-LL
[
1 +

(
λ
x

)α]−a
λ
[

F (x)
1
a

1−F (x)
1
a

] 1
α

R+

Exp-Uniforme-padrão xa F (x) 1
a [0, 1]
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2.4 Os Log-cumulantes
A seguir, discutimos que os log-momentos (LM’s) surgem da TM assim como os

momentos ordinários surgem da fc (NICOLAS; ANFINSEN, 2002; STUART et al., 1994;
LEHMANN; CASELLA, 1998). Consequentemente, o ν-ésimo LM’s, dito m̃ν , é definido
por Nicolas e Anfinsen (2002) como

m̃ν = dν φX(s)
d sν

∣∣∣∣∣
s=1

=
∫
R+

(log x)ν dF (x) = E [(logX)ν ] , ν ∈ N.

Os cumulantes do tipo II ou log-cumulantes (LC’s) de ordem ν são obtidos da ν-ésima
derivada de ψX(s) no ponto s = 1:

κ̃ν = dν ψX(s)
d sν

∣∣∣∣∣
s=1

, ν ∈ N. (2.8)

Analiticamente, a relação entre os log-momentos e os log-cumulantes é similar as dos
momentos amostrais e seus respectivos momentos populacionais (STUART et al., 1994;
LEHMANN; CASELLA, 1998). Assim, os três primeiros LC’s podem ser escritos como:

κ̃1 = m̃1,

κ̃2 = m̃2 − m̃2
1,

κ̃3 = m̃3 − 3m̃1m̃2 + 2m̃3
1.

As fórmulas dos LM’s e dos LC’s também são usadas para os momentos e os cumulantes
do tipo II, por exemplo (TISON et al., 2004; MOSER; ZERUBIA; SERPICO, 2006): Seja
X uma v.a, então

κ̃1 = m̃1 = E(logX) e κ̃2 = m̃2 − m̃2
1 = Var(logX).

Em geral, o LC de ordem ν pode ser reescrito como (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT,
2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011)

κ̃ν = m̃ν −
ν−1∑
r=1

(
ν − 1
r − 1

)
κ̃rm̃ν−r.

Na prática, sendo m̃ν uma função do vetor de parâmetros θ, então a estimação de θ é
feita pela substituição de m̃ν pelos LM’s amostrais, denotados por ̂̃mν , que é definido
como (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011; DENG;
LÓPEZ-MARTÍNEZ, 2016; NICOLAS; ANFINSEN, 2002)

̂̃mν = 1
n

n∑
r=1

(log xr)ν ,

em que n é o tamanho amostral e xr é a r-ésima observação na amostra.
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2.5 Estatística T 2 de Hotelling
A estatística T 2 de Hotelling é uma generalização da estatística t de Student (AN-

DERSON, 2003, p. 170) dada por:

T 2 = n (x− µ)> S−1 (x− µ) , (2.9)

onde x = 1
n

∑n
r=1 xr é o vetor de médias amostrais baseada na amostra aleatória x1,x2,

. . . ,xn provenientes de um vetor aleatório Normal ν-dimensional, x ∼ Nν(µ, Σ); µ e Σ são
o vetor de médias e a matriz de covariância, respectivamente; e S = 1

n

∑n
r=1 xrx

>
r −nxx>

é a matriz de covariância amostral. Tais estatísticas seguem distribuição F de Snedecor
com ν e n− ν graus de liberdade, denotado por Fν,n−ν (ANDERSON, 2003, p. 177).

Considerando o nível de significância η, o teste da razão de verossimilhança para a
hipótese E(X) = µ pode ser rejeitado se T 2 ≥ QF (1− η; ν, n− ν), onde QF (·; ν, n− ν) é
a função quantílica da Fν,n−ν (ANDERSON, 2003). Adicionalmente, podemos construir
elipsoides de confiança ν-dimensional dados por (ANDERSON, 2003):

n (x− µ)> S−1 (x− µ) ≤ QF (1− η; ν, n− ν).

Para amostras grandes, a distribuição T 2 pode ser aproximada pela distribuição χ2, com
ν graus de liberdade (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). Este resultado é
relevante para casos onde xr não segue distribuição Normal e a distribuição exata de (2.9)
é desconhecida.



3 Transformada de Mellin como um caso es-
pecial dos MPP: estatísticas do tipo II para
modelos Kumaraswamy-G

A seguir discorreremos o teorema relacionando a TM aos MPP para a família Kw-G.

Teorema 3.0.1. Seja X uma variável aleatória seguindo uma família Kumaraswamy-G
com fda e fdp dadas por (2.1) e (2.2), respectivamente. Então, a TM de X, denotada como
φKw-G(s), é dada por

φKw-G(s) = bMs−1, 0, b−1, (3.1)

em queMs−1, 0, b−1 é o MPP da distribuição-base na forma Z(x) = G(x)a.

Demonstração. Aplicando (2.2) em (2.3) obtemos:

φKw-G(s) =
∫ ∞

0
xs−1 dF (x)

=
∫ ∞

0
xs−1 a b g(x)G(x)a−1[1−G(x)a]b−1 dx

= ab
∫ ∞

0
xs−1 g(x) G(x)a

G(x) [1−G(x)a]b−1 dx.

Fazendo G(x)a = Z(x) como em Gupta e Kundu (1999), temos:

= ab
∫ ∞

0
xs−1 g(x)

G(x) Z(x)[1− Z(x)]b−1 dx.

Como G′(x) = g(x), então se

G(x) = [Z(x)] 1
a ⇒ g(x) = 1

a
[Z(x)]( 1

a
−1)z(x).

Logo,

φKw-G(s) = ab
∫ ∞

0
xs−1

1
a
[Z(x)]( 1

a
−1)z(x)

[Z(x)]1/a Z(x)[1− Z(x)]b−1 dx

= b
∫ ∞

0
xs−1 z(x) [1− Z(x)]b−1 dx

= b
∫ ∞

0
xs−1 [1− Z(x)]b−1 dZ(x)

φKw-G(s) = bMs−1, 0, b−1.
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�

Ainda, de acordo com Greenwood et al. (1979), para b > 0 inteiro, temos que:

φKw-G(s) = b
b−1∑
r=0

(−1)r
(
b− 1
r

)
Ms−1, r, 0.

Tabela 3 mostra a TM para as nossas distribuições consideradas

Tabela 3 – Transformada de Mellin para as distribuições-base consideradas.

Modelos TM Restrições

Kw-W a λs−1 Γ
(
1 + s−1

α

)∑∞
i=0

(
a−1
i

)
(−1)i(i+ 1)

(1−s)
α
−1 b = 1, a > 0, α > 0, λ > 0

Kw-F a
(s−1)
α λs−1 Γ

(
1− s−1

α

)
b = 1, a > 0, α > 0, λ > 0

Kw-LL a λs−1 B
(
a+ s−1

α
, 1− s−1

α

)
b = 1, a > 0, α > 0, λ > 0

Kw bB
(
s−1
a

+ 1, b
)

a > 0, b > 0

3.1 MPP de algumas distribuições-base
Greenwood et al. (1979) deriva expressões dos MPP para as seguintes distribuições:

Weibull, Gumbel, Lambda Generalizada, Logística, Wakeby e Kappa. Wang (1990a), Wang
(1990b), Wang (1996), Rasmussen (2001), Ashkar e Mahdi (2003), Mahdi e Ashkar (2004)
e Ashkar e Mahdi (2006) encontram expressões do MPP para outras distribuições como
a GEV, a Pareto generalizada e log-logística. Mas nota-se em muitos casos, que não
foram encontradas expressões do MPP na forma mais geral com os três índices (l, j, k) e
sim casos particulares desses, como por exemplo os mencionados anteriormente αk e βj.
Também abordam o método de estimação via MPP como alternativa a outros métodos
mais tradicionais como Máxima Verossimilhança e Método dos Momentos, com aplicações
bastante significativas a contextos da hidrologia.

Sendo assim, para completar ainda mais a literatura, a seguir fornecemos expressões
para os MPP na forma mais geral, de distribuições exponenciadas (Exp-G) na forma
G(x)a, com a > 0, onde essas G serão as funções de distribuição da Weibull, Fréchet,
Log-logística e Uniforme-padrão.

Proposição 3.1.1. Seja X uma variável aleatória seguindo a distribuição Exp-Weibull
com λ > 0 e α, a > 0 como parâmetros de escala e forma, respectivamente. Os MPP de X
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são dados por

Ml,j,k = aλl Γ
(

1 + l

α

) ∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

∞∑
i=0

(
a(j + r − 1

a
+ 1)

i

)
(−1)i 1

(i+ 1)1+ l
α

.

Demonstração. Aplicando a função quantílica da Exp-Weibull

Q[F (x)] = λ
[
− log{1− F (x) 1

a}
] 1
α

em (2.5), e considerando a substituição u = − log{1−F (x) 1
a}, temos que F (x) = (1− e−u)a

e dF (x) = a e−u (1− e−u)a−1 du. Substituindo os termos acima, obtemos:

Ml,j,k =
∫ ∞

0
λlu

l
α

(
1− e−u

)aj {
1−

(
1− e−u

)a}k
a e−u

(
1− e−u

)a−1
du

= aλl
∫ ∞

0
u
l
α e−u

(
1− e−u

)a(j+1− 1
a

) {
1−

(
1− e−u

)a}k
du.

(3.2)

Tomando a seguinte expansão em série como em Cordeiro e Castro (2011),

(1− z)j =
∞∑
r=0

(
j

r

)
(−1)r zr, (3.3)

para |z| < 1 e j > 0, (3.2) torna-se:

Ml,j,k = aλl
∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

∫ ∞
0

u
l
α e−u

(
1− e−u

)a(j+r− 1
a

+1)
du.

Novamente, tomando a expansão em série mencionada acima, agora com índice i, temos:

Ml,j,k = aλl
∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

∞∑
i=0

(
a(j + r − 1

a
+ 1)

i

)
(−1)i

∫ ∞
0

u
l
α e−u(i+1) du.

De Γ(δ) = vδ
∫∞

0 xδ−1 e−vx dx, o seguinte resultado segue:

Ml,j,k = aλl Γ
(

1 + l

α

) ∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

∞∑
i=0

(
a(j + r − 1

a
+ 1)

i

)
(−1)i 1

(i+ 1)1+ l
α

.

Para valores inteiros não-negativos de k e a(j + r − 1
a

+ 1), temos:

Ml,j,k = aλl Γ
(

1 + l

α

)
k∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

a(j+r− 1
a

+1)∑
i=0

(
a(j + r − 1

a
+ 1)

i

)
(−1)i 1

(i+ 1)1+ l
α

.

Proposição 3.1.2. Seja X uma variável aleatória seguindo distribuição Exp-Fréchet com
λ > 0 e α, a > 0 como parâmetros de escala e forma, respectivamente. O MPP de X é
dado por

Ml,j,k = a
l
αλlΓ

(
1− l

α

) ∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r 1

(j + r + 1)1− l
α

.
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Demonstração. Aplicando a função quantílica da Exp-Fréchet

Q[F (x)] = a
1
αλ [− log(F (x))]−

1
α

em (2.5), considerando a substituição u = − log(F (x)), e usando o seguinte fato (PRUD-
NIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV, 1986, p. 271)

∫ b

a
f(x) d(x) = −

∫ a

b
f(x) d(x),

obtemos:

Ml,j,k = a
l
αλl

∫ ∞
0

u−
l
α e−u(j+1)

(
1− e−u

)k
du. (3.4)

Tomando novamente a expansão em série como em (3.3) , (3.4) torna-se:

Ml,j,k = a
l
αλl

∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

∫ ∞
0

u−
l
α e−u(j+r+1) du.

Utilizando a função gamma Γ(δ) = vδ
∫∞

0 xδ−1 e−vx dx, o resultado é dado por:

Ml,j,k = λl Γ
(

1− l

α

) ∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r 1

(j + r + 1)1− l
α

.

Para valores inteiros não-negativos de k, temos (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV,
1986, p. 612):

Ml,j,k = λl Γ
(

1− l

α

)
k∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r 1

(j + r + 1)1− l
α

.

Proposição 3.1.3. Seja X uma variável aleatória seguindo distribuição Exp-log-logística
com λ > 0 e α, a > 0 como parâmetros de escala e forma, respectivamente. Os MPP de X
são dados por

Ml,j,k = aαl
∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r B

(
aj + ar + a+ l

λ
; 1− l

λ

)
.

Demonstração. Aplicando a função quantílica da Exp-log-logistica

Q[F (x)] = λ

 F (x) 1
a

1− F (x) 1
a

 1
α
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em (2.5), e considerando a mudança de variável F (x) 1
a = z, temos F (x) = za, e conforme

sugerido em Ashkar e Mahdi (2003) obtemos:

Ml,j,k =
∫ 1

0
λl

 F (x) 1
a

1− F (x) 1
a

 l
α

F (x)j (1− F (x))k dF (x),

= aλl
∫ 1

0

(
z

1− z

) l
α

zaj (1− za)k za−1 d z,

= aλl
∫ 1

0

z(aj+a+ l
α
−1)

(1− z) l
α

(1− za)k d z.

Utilizando o mesmo coeficiente binomial definido anteriormente, (3.3), obtemos:

= aλl
∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r

∫ 1

0

z(aj+ar+a+ l
α
−1)

(1− z) l
α

d z

Ml,j,k = aλl
∞∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r B

(
aj + ar + a+ l

α
; 1− l

α

)
.

Para valores inteiros não-negativos de k, temos (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV,
1986, p. 612):

Ml,j,k = aλl
k∑
r=0

(
k

r

)
(−1)r B

(
aj + ar + a+ l

α
; 1− l

α

)
.

Em que B(x, y) =
∫ 1

0 t
x−1 (1− t)y−1 d t é a função Beta.

Proposição 3.1.4. Seja X uma variável aleatória seguindo distribuição Exp-Uniforme-
padrão com a > 0 como parâmetros de forma. Os MPP de X são dados por

Ml,j,k = B

(
j + l

a
+ 1; k + 1

)
.

Demonstração. Utilizando a definição dos MPP, temos:

Ml,j,k =
∫ 1

0
xl F (x)aj (1− F (x)a)k dF (x)a,

=
∫ 1

0
xa(j+ l

a
) (1− xa)k dxa,

= B

(
j + l

a
+ 1; k + 1

)

em que B(x, y) =
∫ 1

0 t
x−1 (1− t)y−1 d t é a função Beta.
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3.2 Diagramas de Log-cumulantes
Conforme discutido em Delignon, Garello e Hillion (1997) e Tison et al. (2004), os

diagramas de Pearson são uma ferramenta utilizada para seleção de modelos e avaliação
de bondade de ajuste. Tais diagramas são baseados em medidas de assimetria e curtose.
Nicolas e Anfinsen (2002) apresentaram casos em que o diagrama de Pearson pode ser
analiticamente intratável e introduziram o diagrama (κ̃3, κ̃2), que é similar ao digrama de
Pearson, mas emprega estatísticas do tipo II, κ̃3 e κ̃2, ao invés de medidas de assimetria e
curtose.

Anfinsen e Eltoft (2011) introduzem o diagrama da Matriz de Log-Cumulantes (MLC)
como uma alternativa para inspecionar visualmente o espaço multidimensional onde cada
dimensão é representada por uma particular MLC de ordem ν. Assim, essa ferramenta de
visualização facilita o uso da TM e fornece intuição ao método de LC’s. O diagrama em
Anfinsen e Eltoft (2011) é uma extensão do diagrama considerado por Nicolas e Anfinsen
(2002) para a TM univariada. Em Li et al. (2011), Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011),
Khan e Guida (2013), Deng e López-Martínez (2016) o diagrama de LC baseado na TM
foi empregada para classificação das fdp para dados de imagens SAR.

Neste trabalho, empregamos o diagrama (κ̃3, κ̃2) como uma ferramenta para avaliar
ajustes sobre modelos Kumaraswamy-G aplicados a dados hidrológicos. Os log-cumulantes
de cada modelo são derivados usando-se as expressões dos MPP e a TM e são mostrados
na Tabela 4, onde os LC’s são escritos em termos das funções digama e poligama dadas
por ψ(z) = d

d z log Γ(z) e ψ(n)(z) = dn+1

d zn+1 log Γ(z) (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964,
p. 258–260), respectivamente.

Tabela 4 – Log-cumulantes dos nossos modelos considerados

Modelos κ̃1 κ̃2 κ̃3 · · · κ̃ν ∀ ν > 1

Kw-W log(λ) + ψ(1)+m(a)
α

1
α2ψ

(1)(1) 1
α3ψ

(2)(1) · · · 1
αν
ψ(ν−1)(1)

Kw-F log(λ)− ψ(1)−log(a)
α

1
α2ψ

(1)(1) − 1
α3ψ

(2)(1) · · · (−1)ν 1
αν
ψ(ν−1)(1)

Kw-LL log(λ) + ψ(a)−ψ(1)
α

ψ(1)(a)+ψ(1)(1)
α2

ψ(2)(a)−ψ(2)(1)
α3 · · · ψ(ν−1)(a)+(−1)ν ψ(ν−1)(1)

αν

Kw ψ(1)−ψ(b+ 1)
a

ψ(1)(1)−ψ(1)(b+ 1)
a2

ψ(2)(1)−ψ(2)(b+ 1)
a3 · · · ψ(ν−1)(1)−ψ(ν−1)(b+ 1)

aν

onde m(a) =
∑a−1

i=0 (a−1
i )(−1)(i+1)(i+1)−1 log(i+1)∑a−1

i=0 (a−1
i )(−1)(i+1)(i+1)−1 .

A Figura 5 mostra as regiões no diagrama (κ̃3 ; κ̃2) vinculadas aos modelos Kw-W, Kw-F,
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Kw-LL e Kw. Essas regiões podem ser entendidas como variedades topológicas (ANFINSEN;
ELTOFT, 2011). Cada distribuição é representada por um subespaço, cujas dimensões
dependem do número de parâmetros da distribuição associada (ANFINSEN; ELTOFT,
2011; ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). No entanto, a região resultante pode
se degenerar em uma curva. Por exemplo, a distribuição GEV não possui parâmetros de
forma e sua variedade é representado por uma linha tracejada vertical, que pode ser vista
como uma variedade de dimensão zero.

As regiões vinculadas às distribuições Kw-W e Kw-F são parametrizadas por um único
parâmetro. Essas regiões são representadas, respectivamente, por uma curva sólida e
pontilhada na Figura 5, sendo variedades unidimensionais. Por outro lado, as distribuições
Kw e Kw-LL resultam em variedades bidimensionais pois são parametrizadas por dois
parâmetros.

Figura 5 – Diagrama de LC, κ̃3 e κ̃2, para Kw-W, Kw-F, Kw-LL e Kw.
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4 Novo teste de bondade de ajuste para a
família Kw-G

Nosso objetivo é aplicar a estatística T 2 de Hotelling como uma alternativa de
testes de bondade de ajuste, baseado em LC’s. Pretendemos estimar os LC’s e então,
selecionar a distribuição que melhor se ajusta aos dados de acordo com a localização dos
LC’s estimados

[̂̃κ2
̂̃κ3

]>
sobre o diagrama (κ̃3, κ̃2).

Portanto, precisamos de uma estatística de teste para a hipótese nula H0 : E
([̂̃κ2

̂̃κ3

])
=[

κ̃2 κ̃3

]
. Este teste deve rejeitar ou não as estimativas dos LC’s para regiões particulares

sobre o diagrama (κ̃3, κ̃2).

Por serem analiticamente tratáveis, os LC’s podem ter expressões de forma fechada,
como mostrado em Tabela 4, para algumas distribuições Kw-G. Essa ligação entre os
parâmetros e os LC’s pode ser usado para derivarmos estimadores para os LC’s. Em outra
palavras, temos que

̂̃κ2 = g2(θ̂) e ̂̃κ3 = g3(θ̂),

onde θ̂ é o vetor de parâmetros estimados; e g2(·) e g3(·) são funções compostas que
retornam os valores dos LC’s em termos dos parâmetros das distribuições-base por meio
das equações: (2.3), (2.4), (2.8) e (3.1).

Ademais, notamos que para grandes amostras, considerando o método Delta genera-
lizado (LEHMANN; CASELLA, 1998), o estimador

[̂̃κ2
̂̃κ3

]>
segue distribuição Normal

bivariada com média
[
κ̃2 κ̃3

]>
e matriz de covariância assintótica K, como previamente

mostrado em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011), Khan e Guida (2013), Deng e López-
Martínez (2016). A matriz de covariância assintótica estimada K̂ pode ser obtida da
matriz de covariância assintótica dos parâmetros estimados Σ (ANFINSEN; DOULGERIS;
ELTOFT, 2011). Como mostrado em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011, p. 2769), podemos
escrever

K̂ = Ĵ> · Σ̂ · Ĵ ,
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onde

Ĵ =



∂g2(θ̂)
∂θ̂1

∂g3(θ̂)
∂θ̂1

∂g2(θ̂)
∂θ̂2

∂g3(θ̂)
∂θ̂2

... ...

∂g2(θ̂)
∂θ̂r

∂g3(θ̂)
∂θ̂r


, (4.1)

θr é o r-ésimo parâmetro do modelo e Σ̂ é a matriz de covariância assintótica do estimador
θ̂. Os estimadores de máxima verossimilhança das distribuições Kw-G dificilmente têm
expressões de forma fechada e sua matriz de covariância é desconhecida como mostrado
na Kw-Weibull (CORDEIRO; ORTEGA; NADARAJAH, 2010) e Kw-log-logística (SAN-
TANA et al., 2012), por exemplo.

Como apresentado em Bickel e Doksum (2001, p. 181–182) e Anfinsen, Doulgeris e Eltoft
(2011), a inversa da Matriz de Informação de Fisher (MIF) pode ser empregada como uma
aproximação para a matriz de covariância, por ser a matriz de covariância assintótica dos
estimadores de MV (BICKEL; DOKSUM, 2001, p. 181–182). Assim, temos a seguinte
aproximação para Σ (CASELLA; BERGER, 2002, Teo. 7.3.11):

Σ ≈ −
[
E
(
∂2`(θ)
∂θ>∂θ

)]−1

, (4.2)

sob certas condições de regularidade (BICKEL; DOKSUM, 2001).

Para a maioria dos modelos Kw-G, o cálculo da MIF é analiticamente intratável. A
solução usual para este problema é utilizar a Matriz de Informação Observada ao invés
da MIF, como foi feito em Cordeiro, Ortega e Nadarajah (2010) e Santana et al. (2012).
Assim, a matriz de informação observada é um estimador para a MIF.

Portanto, neste trabalho, usamos a matriz de informação observada como substituta
para a matriz de covariância assintótica dos estimadores de MV. A matriz de informação
observada tem a vantagem de ser positiva definida; medindo assim a curvatura observada
na superfície da log-verossimilhança. Em outras palavras, fornece uma indicação de quanto
uma superfície de verossimilhança multidimensional é rotacionada com respeito aos ei-
xos dos parâmetros (LINDSEY, 1996). Para a estimação dos parâmetros dos modelos,
empregamos o método de MV porque este produz estimativas invariantes, consistentes e
assintoticamente eficientes (SERFLING, 2009).

Assim, comparando com (2.9) e (4.1), para LC’s de segunda e terceira ordem, κ̃2 e
κ̃3, temos que ν = 2, µ =

[
κ̃2 κ̃3

]>
, x =

[̂̃κ2
̂̃κ3

]>
, onde ̂̃κ2 e ̂̃κ3 são os estimadores
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amostrais para κ̃2 e κ̃3, respectivamente. A matriz S pode ser substituída pela matriz de
covariância assintótica K̂ de [̂̃κ2, ̂̃κ3]>. Com isso, obtemos a seguinte estatística:

T 2 = n

̂̃κ2̂̃κ3

−
κ̃2

κ̃3

> K̂−1

̂̃κ2̂̃κ3

−
κ̃2

κ̃3

 , (4.3)

onde a inversa de K̂ é obtida via inversão usual de matriz (HARVILLE, 1997; RENCHER;
SCHAALJE, 2008) se a matriz K̂ é não-singular (RAO et al., 2008, p. 508); caso contrá-
rio, a inversa generalizada de Moore-Penrose (SEBER, 2007; RAO et al., 2008) é empregada.

Para isto, calculamos as estimativas dos LC’s ̂̃κ2 e ̂̃κ3 do diagrama (κ̃3, κ̃2) (NICOLAS;
ANFINSEN, 2002) e empregamos na fórmula da estatística T 2 de Hotelling. Considerando
grandes amostras, a distribuição assintótica da variável aleatória T 2 é a distribuição
χ2 (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). Assim, em (4.3), podemos adotar a apro-
ximação QF (· ; ν, n− ν) ≈ Qχ2(· ; ν), onde Qχ2(· ; ν) é a função quantílica da distribuição
χ2 com ν graus de liberdade. Portanto, podemos derivar elipses de confiança com nível de
significância η de acordo com:

̂̃κ2̂̃κ3

−
κ̃2

κ̃3

> K̂−1

̂̃κ2̂̃κ3

−
κ̃2

κ̃3

 ≤ 1
n
Qχ2(η; 2),

onde Qχ2(η; 2) é a função quantílica da χ2
2. A elipse descrita acima é centrada em (κ̃2, κ̃3) e

seus eixos são direcionados de acordo com os autovetores de K̂ (HäRDLE; SIMAR, 2007).

4.1 Estatísticas T 2 para os modelos selecionados
Baseado no que foi exposto até aqui, quatro novas medidas de bondade de ajuste

são propostas para as distribuições Kw-W, Kw-F, Kw-LL e Kw, respectivamente.

Proposição 4.1.1. Seja X variável aleatória seguindo distribuição Kw-W com parâmetros
a > 0, b = 1, α > 0 e λ > 0, então a estatística T 2 de Hotelling baseada nos LC’s, aqui
denotada como T 2

KwW, é dada por

T 2
KwW = nα̂6

4

( 1
α̂2 −

1
α2

)2 ( |ĤKwW|
Uα̂α̂Uââ − U2

λ̂â

)
,

onde | · | é o determinante da matriz Ĥ. |ĤKwW| é o estimador de |HKwW| dado por

|HKwW| = Uαα(UλλUaa − U2
λa) + Uαλ(UαaUλa − UαλUaa) + Uαa(UαλUλa − UαaUλλ);

e â, α̂, λ̂ são os estimadores para a, α e λ, respectivamente. As quantidades U são as
entradas da matriz de informação associada e são dadas no Apêndice A.
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Proposição 4.1.2. Seja X variável aleatória seguindo distribuição Kw-F com parâmetros
a > 0, b = 1, α > 0 e λ > 0, então a estatística T 2 de Hotelling baseada nos LC’s, aqui
denotada como T 2

KwF, é dada por

T 2
KwF = nα̂6

4

( 1
α̂2 −

1
α2

)2 ( |ĤKwF|
Uα̂α̂Uââ − U2

λ̂â

)
,

onde | · | é o determinante da matriz Ĥ. |ĤKwF| é o estimador de |HKwF| dado por

|HKwW| = Uαα(UλλUaa − U2
λa) + Uαλ(UαaUλa − UαλUaa) + Uαa(UαλUλa − UαaUλλ);

e â, α̂, λ̂ são os estimadores para a, α e λ, respectivamente. As quantidades U são as
entradas da matriz de informação associada e são dadas no Apêndice A.

Proposição 4.1.3. Seja X variável aleatória seguindo distribuição Kw-LL com parâmetros
a > 0, b = 1, α > 0 e λ > 0, então a estatística T 2 de Hotelling baseada nos LC’s, aqui
denotada como T 2

KwLL, é dada por

T 2
KwLL = n

δ̂22δ̂33 − (δ̂23)2

[
δ̂33

(̂̃κ2 − κ̃2
)2

+ δ̂22
(̂̃κ3 − κ̃3

)2
− 2δ̂23

(̂̃κ2 − κ̃2
) (̂̃κ3 − κ̃3

) ]
,

onde ̂̃κ2 e ̂̃κ3 são as estimativas dos LC’s κ̃2 e κ̃3, respectivamente; δ̂22, δ̂23, e δ̂33 são as
estimativas para δ22, δ23, e δ33 dados de forma compacta por

δ22 =
[
J12 0 J32

]
·ΣKwLL ·

[
J12 0 J32

]>
,

δ23 =
[
J12 0 J32

]
·ΣKwLL ·

[
J13 0 J33

]>
,

δ33 =
[
J13 0 J33

]
·ΣKwLL ·

[
J13 0 J33

]>
;

e

J12 = − 2
α3{ψ

(1)(a) + ψ(1)(1)},

J32 = 1
α2ψ

(2)(a), J33 = 1
α3ψ

(3)(a),

J13 = − 3
α4{ψ

(2)(a)− ψ(2)(1)}.

A matriz ΣKwLL é mostrada no Apêndice A com as expressões acima totalmente expandidas.

Proposição 4.1.4. Seja X variável aleatória seguindo distribuição Kw com parâmetros
a > 0 e b > 0, então sua estatística T 2 de Hotelling, aqui denotada como T 2

Kw, é dada por

T 2
Kw = n|ĤKw|

δ̂22δ̂33 − δ̂2
23
·
[
δ̂33

(̂̃κ2 − κ̃2
)2

+ δ̂22
(̂̃κ3 − κ̃3

)2
− 2δ̂23

(̂̃κ2 − κ̃2
) (̂̃κ3 − κ̃3

) ]
,

onde |ĤKw| é o estimador de |HKw| dado por

|HKw| = UaaUbb − (Uab)2;
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e ̂̃κ2 e ̂̃κ3 são as estimativas dos LC’s κ̃2 e κ̃3, respectivamente; e δ̂22, δ̂23, e δ̂33 são as
estimativas para δ22, δ23, e δ33 dadas de forma compacta por

δ22 =
[
J12 J22

]
·ΣKw ·

[
J12 J22

]>
,

δ23 =
[
J12 J22

]
·ΣKw ·

[
J13 J23

]>
,

δ33 =
[
J13 J23

]
·ΣKw ·

[
J13 J23

]>
;

e

J12 = 2
a3{ψ

(1)(b+ 1)− ψ(1)(1)},

J22 = −ψ
(2)(b+ 1)
a2 ,

J13 = 3
a4{ψ

(2)(b+ 1)− ψ(2)(1)},

J23 = −ψ
(3)(b+ 1)
a3 .

A matriz ΣKw é mostrada no Apêndice A com as expressões acima totalmente expandidas.



5 Aplicação

5.1 Conjuntos de dados e suas estatísticas descritivas
Separamos quatro conjuntos de dados para serem submetidos a nossa metodologia,

determinando, de acordo com o novo critério de bondade de ajuste introduzido, qual o
modelo mais adequado para cada conjunto dentre os candidatos Kw-W, Kw-F, Kw-LL e
Kw. A seguir descrevemos brevemente nossos dados:

(i) Picos (PI)(CHOULAKIAN; STEPHENS, 2001): 72 excessos de picos de inundação
(em m3/s) do rio Wheaton no território de Yukon, Canadá.

(ii) Fluxo (FL)(EVIN; MERLEAU; PERREAULT, 2011): dados anuais de fluxo do rio
Senegal, 1903–1986.

(iii) Chuva (CH)(BRYSON, 1974): 26 observações de precipitação em estudo meteoroló-
gico na Flórida-EUA.

(iv) Irrigação (IR)(SECKLER; SAMPATH; RAHEJA, 1988): proporção de área irrigada
de 39 fazendas em um curso de água sob o sistema Warabandi de gerenciamento de
irrigação na Índia.

A Tabela 5 apresenta a análise descritiva sumarizada para os bancos de dados utilizados
em nossa aplicação.

Tabela 5 – Análise descritiva e LC’s (̂̃κ2 e ̂̃κ3) para nossos conjuntos de dados

Dados Média Mediana Desvio-padrão Assimetria Curtose ̂̃κ2
̂̃κ3

PI 12.20 9.50 12.30 1.44 2.73 1.98 −1.78
FL 702.11 680.5 270.21 0.18 -0.87 0.18 −0.05
CH 442.02 221.6 650.78 2.16 4.11 2.46 −1.88
IR 0.39 0.35 0.18 1.08 1.14 0.20 0.01
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5.2 Estimativas e p-valores
A estatística T 2 de Hotelling com seus respectivos p-valores foi calculada e é exibida

na Tabela 6. Tais estatísticas obtidas podem ser interpretadas como uma medida da dis-
tância entre os dados e cada modelo Kumaraswamy-G. Valores mais baixos da estatística
T 2 de Hotelling indicam um melhor ajuste dos dados.

Ao separar os modelos ligados aos menores valores da estatística T 2 de Hotelling, te-
mos que a distribuição Kw-Weibull é um bom modelo para os conjuntos de dados Picos
(PI). Os dados de Fluxo (FL) poderia ser melhor modelada pela distribuição Kw-Frechét e
Kw-log-logística, esta última, também se adéqua para modelar os dados de Chuva (CH).
Por fim, a Kumaraswamy é indicada para modelar os dados de proporção de área irrigada
(IR), o que está de acordo com os valores assumidos por tais dados.

Tabela 6 – Estatística T 2 de Hotelling e p-valor (em parênteses)

Modelos PI FL CH IR
Kw-W 5.6317 (0.1508) > 10 (≈ 0.00) > 10 (≈ 0.00) > 10 (≈ 0.00)
Kw-F > 10 (≈ 0.00) 0.793 (0.8554) > 10 (≈ 0.00) > 10 (≈ 0.00)
Kw-LL > 10 (≈ 0.00) 0.236 (0.9729) 0.7221 (0.8718) > 10 (≈ 0.00)
Kw - - - 0.0825 (0.9942)



6 Considerações finais e trabalhos futuros

Neste trabalho, fornecemos novas medidas de bondade de ajuste através da estatís-
tica T 2 de Hotelling para modelos advindos da família de distribuições Kumaraswamy-G
(Kw-G). Para isto, provamos um teorema que encontra a expressão da Transformada
de Mellin para qualquer modelo da Kw-G, como função dos Momentos Ponderados de
Probabilidade das distribuições-base. Encontramos expressões de forma fechada comple-
tas dos MPP’s para as nossas quatro distribuições-base (a mencionar, Weibull, Frechét,
Log-logística e Uniforme) em uma forma ainda mais geral, quando encontram-se elevada
a um parâmetro positivo (Exp-G). Ainda, derivamos analiticamente expressões para os
log-cumulantes (LC) dos nossos modelos estudados para encontrarmos as expressões das
nossas estatísticas T 2. Aplicamos tais medidas de bondade a quatro banco de dados re-
ais provenientes de estudos hidrológicos afim de demonstrarmos a aplicabilidade do método.

Como trabalho futuro, esperamos realizar ensaios de amostragem bootstrap e plotar-
mos esses dados reamostrados em nosso diagrama (κ̃3 ; κ̃2) exibido na Figura 5 para
introduzirmos além da análise numérica da estatística T 2, uma abordagem de inspeção
visual dos dados. Ainda com o mesmo método de reamostragem bootstrap, desejamos
obter Intervalos de Confiança (IC) não-paramétricos para as estimativas de κ̃2 e κ̃3 com
diferentes tamanhos amostrais. Podemos então derivarmos elipses de confiança como
mostrado a partir da equação 4.3 e verificarmos a porcentagem de cobertura dessa elipse
em nossos dados reamostrados.
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APÊNDICE A –

Neste apêndice, fornecemos as provas para as Proposições 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3, e 4.1.4.

A.1 Distribuição Kw-Weibull

A.1.1 Log-verossimilhança

`(θ) = n log(a) + n log(α)− nα log(λ) + (α− 1)
n∑
r=1

log(xr)− λ−α
n∑
r=1

(xr)α +

(a− 1)
n∑
r=1

log
[
1− exp

{
−
(
xr
λ

)α}]
.

Seja ur = 1− exp
{
−
(
xr
λ

)α}
.

A.1.2 Vetor escore

∂`(θ)
∂α

= n

α
− n log(λ) +

n∑
r=1

log(xr) +
n∑
r=1

log(1− ur) log
(
xr
λ

)

− (a− 1)
n∑
r=1

(1− ur)
ur

log(1− ur) log
(
xr
λ

)
,

∂`(θ)
∂λ

= −nα
λ
− α

λ

n∑
r=1

log(1− ur) + (a− 1)α
λ

n∑
r=1

log(1− ur)(1− ur)
ur

,

∂`(θ)
∂a

= n

a
+

n∑
r=1

ur.

A.1.3 Funções g2(θ) e g3(θ)

g2(θ) = 1
α2ψ

(1)(1) e g3(θ) = 1
α3ψ

(2)(1).

A.1.4 Matriz de Informação Observada e sua inversa

HKwW = − ∂
2`(θ)

∂θ>∂θ
=


Uαα Uαλ Uαa

Uλα Uλλ Uλa

Uaα Uaλ Uaa

 ,
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onde:

Uαα = n

α2 −
n∑
r=1

log(1− ur) log2
(
xr
λ

)

+ (a− 1)
n∑
r=1

log(1− ur)(1− ur) log2
(
xr
λ

)
[ur + log(1− ur)]

(ur)2 ,

Uαλ = Uλα = n

λ
+ 1
λ

n∑
r=1

[
log(1− ur) + α log(1− ur) log

(
xr
λ

)]

− (a− 1)
n∑
r=1

[
α(1− ur) log2(1− ur) log(xr

λ
) + α(1− ur) log(1− ur) log(xr

λ
)
]

λur

− (a− 1)
n∑
r=1

α log2(1− ur) log(xr
λ

)(1− ur)2

λ(ur)2 ,

Uαa = Uaα =
n∑
r=1

log(1− ur)(1− ur) log
(
xr
λ

)
ur

,

Uλλ = −nα
λ2 + α(α + 1)

λα+2

n∑
r=1

xαr − (a− 1)
n∑
r=1

αx2
r(1− ur)(−xrur − ur + αxαr λ

−α)
λα+1(ur)2 ,

Uλa = Uaλ = −α
λ

n∑
r=1

log(1− ur)(1− ur)
ur

,

Uaa = n

a2 .

Se o determinante |HKwW| 6= 0, a matriz de covariância assintótica é dada por ΣKwW ≈
H−1

KwW, onde a inversão matricial usual é aplicada (HARVILLE, 1997; RENCHER; SCHA-
ALJE, 2008); caso contrário, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et
al., 2008; SEBER, 2007).

A.1.5 Matriz de log-cumulantes

JKwW = −


2
α3ψ

(1)(1) 3
α4ψ

(2)(1)

0 0

0 0

 .

A.1.6 Matriz de covariância assintótica e sua inversa

KKwW =
(
UααUaa − U2

λa

α8|HKwW|

)
·

 4α2ψ(1)(1)2 6αψ(1)(1)ψ(2)(1)

6αψ(1)(1)ψ(2)(1) 9ψ(2)(1)2

 ,
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onde

|HKwW| = Uαα(UλλUaa − U2
λa) + Uαλ(UαaUλa − UαλUaa) + Uαa(UαλUλa − UαaUλλ).

Como KKwW é singular, a inversa generalizada de Moore-Penrose foi calculada (RAO et
al., 2008, p. 508):

K−1
KwW =

(
α6|HKwW|

UααUaa − U2
λa

)(2ψ(1)(1))−2 0

0 0

 .

A.1.7 Estatística T 2 de Hotelling

Portanto, obtemos:

T 2
KwW = nα̂6

4

( 1
α̂2 −

1
α2

)2 ( |ĤKwW|
Uα̂α̂Uââ − U2

λ̂â

)
.

A.2 Distribuição Kw-Fréchet

A.2.1 Log-verossimilhança

`(θ) = n log(α) + nα log(λ) + n log(a)− (α + 1)
n∑
r=1

log(xr)− a
n∑
r=1

(
λ

xr

)α
.

A.2.2 Vetor escore

∂`(θ)
∂α

= n

α
+ n log(λ)−

n∑
r=1

log (xr)− a
n∑
r=1

(
λ

xr

)α
log

(
λ

xr

)
,

∂`(θ)
∂λ

= nα

λ
− aα λα−1

n∑
r=1

x−αr ,

∂`(θ)
∂a

= n

a
− λα

n∑
r=1

x−αr .

A.2.3 Funções g2(θ) e g3(θ)

g2(θ) = 1
α2ψ

(1)(1) e g3(θ) = − 1
α3ψ

(2)(1).
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A.2.4 Matriz de Informação Observada e sua inversa

HKwF = − ∂
2`(θ)

∂θ>∂θ
=


Uαα Uαλ Uαa

Uλα Uλλ Uλa

Uaα Uaλ Uaa

 ,

onde Uαα = n
α2 + aξKwF

2 , Uαλ = Uλα = 1
λ
(aξKwF

3 − n), Uαa = Uaα = ξKwF
1 , Uλλ =

1
λ2

[
nα + aα(α− 1)ξKwF

0

]
, Uλa = Uaλ = α

λ
ξKwF

0 , Uaa = n
a2 , ξKwF

s = ∑n
r=1

(
λ
xr

)α
logs

(
λ
xr

)
com s = 0, 1, 2, e ξKwF

3 = ∑n
r=1

(
λ
xr

)α [
log

(
λ
xr

)α
+ 1

]
.

Se o determinante |HKwF| 6= 0, a matriz de covariância assintótica é dada por
ΣKwF ≈ H−1

KwF, onde a inversão matricial usual é aplicada (HARVILLE, 1997; REN-
CHER; SCHAALJE, 2008); caso contrário, aplicamos a inversa generalizada de Moore-
Penrose (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).

A.2.5 Matriz de log-cumulantes

JKwF =


− 2
α3ψ

(1)(1) 3
α4ψ

(2)(1)

0 0

0 0

 .

A.2.6 Matriz de covariância assintótica e sua inversa

KKwF =
(
UααUaa − U2

λa

α8|HKwF|

)
·

 4α2ψ(1)(1)2 −6αψ(1)(1)ψ(2)(1)

−6αψ(1)(1)ψ(2)(1) 9ψ(2)(1)2

 ,
onde

|HKwF| = Uαα(UλλUaa − U2
λa) + Uαλ(UαaUλa − UαλUaa) + Uαa(UαλUλa − UαaUλλ).

Como KKwF é singular, a inversa generalizada de Moore-Penrose foi calculada (RAO et
al., 2008, p. 508):

K−1
KwF =

(
α6|HKwF|

UααUaa − U2
λa

)
(
2ψ(1)(1)

)−2
0

0 0

 .
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A.2.7 Estatística T 2 de Hotelling

Portanto, obtemos:

T 2
KwF = nα̂6

4

( 1
α̂2 −

1
α2

)2 ( |ĤKwF|
Uα̂α̂Uââ − U2

λ̂â

)
.

A.3 Distribuição Kw-Log-logística

A.3.1 Log-verossimilhança

`(θ) = n log(a) + n log(α) + nα log(λ)− (α + 1)
n∑
r=1

log(xr)− (a+ 1)
n∑
r=1

log
[
1 +

(
xr
λ

)−α]
.

Seja ur = 1 +
(
xr
λ

)−α
.

A.3.2 Vetor escore

∂`(θ)
∂α

= n

α
+ n log(λ)−

n∑
r=1

log(xr)− (a+ 1)
n∑
r=1

(1− ur) log(xr
λ

)
ur

,

∂`(θ)
∂λ

= nα

λ
− α(a+ 1)

n∑
r=1

(ur − 1)
λur

,

∂`(θ)
∂a

= n

a
−

n∑
r=1

log(ur).

A.3.3 Funções g2(θ) e g3(θ)

g2(θ) = ψ(1)(a) + ψ(1)(1)
α2 e g3(θ) = ψ(2)(a)− ψ(2)(1)

α3 .

A.3.4 Matriz de Informação Observada e sua inversa

HKwLL = − ∂
2`(θ)

∂θ>∂θ
=


Uαα Uαλ Uαa

Uλα Uλλ Uλa

Uaα Uaλ Uaa

 ,
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onde

Uαα = n

α2 + (a+ 1)
n∑
r=1

log2
(
xr
λ

) (ur − 1)
(ur)2 ,

Uαλ = Uλα = −n
λ

+ (a+ 1)
n∑
r=1

[
((ur)2 − 1) log(ur − 1) + ur(ur − 1)

λ(ur)2

]
,

Uαa = Uaα =
n∑
r=1

(1− ur) log
(
xr
λ

)
ur

,

Uλλ = nα

λ2 − (a+ 1)α
n∑
r=1

[
αx−αr (ur − 1) + (1− α)λ−αur(ur − 1)

λ(2−α)(ur)2

]
,

Uλa = Uaλ =
n∑
r=1

α(ur − 1)
λur

,

Uaa = n

a2 .

Se o determinante |HKwLL| 6= 0, a matriz de covariância assintótica é dada por

ΣKwLL ≈
1

|HKwLL|


U∗αα U∗αλ U∗αa

U∗λα U∗λλ U∗λa

U∗aα U∗aλ U∗aa

 ,

com U∗αα = UλλUaa−U2
λa, U∗αλ = U∗λα = UαaUλa−UαaUλλ, U∗αa = U∗aα = UαλUλa−UαaUλλ,

U∗λλ = UααUaa−U2
αa, U∗λa = U∗aλ = UαλUαa−UααUλa, U∗aa = UααUλλ−U2

αλ; caso contrário,
aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).

A.3.5 Matriz de log-cumulantes

JKwLL =



J12 J13

J22 J23

J32 J33

 ,

onde

J12 = − 2
α3{ψ

(1)(a) + ψ(1)(1)},

J22 = J23 = 0,

J32 = 1
α2ψ

(2)(a), J33 = 1
α3ψ

(3)(a),

J13 = − 3
α4{ψ

(2)(a)− ψ(2)(1)}.
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A.3.6 Matriz de covariância assintótica e sua inversa

KKwLL =


δ22 δ32

δ23 δ33

 ,

onde

δ22 = (J12)2U∗αα + 2J12J32U∗αa + (J32)2U∗aa ,

δ23 = δ32 = J33(J32U∗aa + J12U∗αa) + J13(J12U∗αα + J32U∗aα) ,

δ33 = (J13)2U∗αα + 2J13J33U∗αa + (J33)2U∗aa.

Se δ22δ33 > δ2
23 e |HKwLL| 6= 0, então sua inversa é dada por

K−1
KwLL = 1

δ22δ33 − (δ23)2

 δ33 −δ32

−δ23 δ22

 ,
caso contrário, aplicamos a inversa de Moore-Penrose (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).

A.3.7 Estatística T 2 de Hotelling

A estatística T 2
KwLL é dada por:

T 2
KwLL = n

δ̂22δ̂33 − (δ̂23)2

[
δ̂33

(̂̃κ2 − κ̃2
)2

+ δ̂22
(̂̃κ3 − κ̃3

)2
− 2δ̂23

(̂̃κ2 − κ̃2
) (̂̃κ3 − κ̃3

) ]
.

A.4 Distribuição Kumaraswamy

A.4.1 Log-verossimilhança

`(θ) = n log(a) + n log(b) + (a− 1)
n∑
r=1

log(xr) + (b− 1)
n∑
r=1

log (1− xar) .

A.4.2 Vetor escore

∂`(θ)
∂a

= n

a
+

n∑
i=1

log (xr)− (b− 1)
n∑
r=1

xar log(xr)
1− xar

,

∂`(θ)
∂b

= n

b
+

n∑
r=1

log(1− xαr ).
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A.4.3 Funções g2(θ) e g3(θ)

g2(θ) = ψ(1)(1) − ψ(1)(b + 1)
a2 e g3(θ) = ψ(2)(1) − ψ(2)(b + 1)

a3 .

A.4.4 Matriz de Informação Observada e sua inversa

HKw = − ∂
2`(θ)

∂θ>∂θ
=

Uaa Uab

Uba Ubb

 ,
onde Uaa = n

a2 + (b− 1)∑n
r=1

xar log2(xr)
(1−xar )2 , Uab = Uba = ∑n

r=1
xar log(xr)

(1−xar ) , e Ubb = n
b2 .

Se o determinante |HKw| 6= 0, a matriz de covariância assintótica é dada por

ΣKw ≈
1

|HKw|

 Ubb −Uab

−Uba Uaa

 .
Caso contrário, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et al., 2008;
SEBER, 2007).

A.4.5 Matriz de log-cumulantes

JKw =

J12 J13

J22 J23

 ,
onde

J12 = 2
a3{ψ

(1)(b+ 1)− ψ(1)(1)},

J22 = −ψ
(2)(b+ 1)
a2 ,

J13 = 3
a4{ψ

(2)(b+ 1)− ψ(2)(1)},

J23 = −ψ
(3)(b+ 1)
a3 .

A.4.6 Matriz de covariância assintótica e sua inversa

KKw = 1
|HKw|

δ22 δ32

δ23 δ33

 ,
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onde

δ22 = (J12)2Ubb − 2J12J22Uab + (J22)2Uaa ,

δ23 = δ32 = J13(J12Ubb − J22Uab) + J23(J22Uaa − J12Uab),

δ33 = (J13)2Ubb − 2J13J23Uab + (J23)2Uaa.

Se δ22δ33 > δ2
23 e |HKw| 6= 0, então a inversa é dada por

K−1
Kw = |HKw|

δ22δ33 − δ2
23

 δ33 −δ32

−δ23 δ22

 ,
caso contrário, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et al., 2008;
SEBER, 2007).

A.4.7 Estatística T 2 de Hotelling

A estatística T 2
Kw é dada por:

T 2
Kw = n|ĤKw|

δ̂22δ̂33 − δ̂2
23

[
δ̂33

(̂̃κ2 − κ̃2
)2

+ δ̂22
(̂̃κ3 − κ̃3

)2
− 2δ̂23

(̂̃κ2 − κ̃2
) (̂̃κ3 − κ̃3

) ]
.



APÊNDICE B – Cálculo das estatísticas

De acordo com (4.3), para derivar as estatísticas buscadas para as distribuições, precisamos
obter as seguintes quantidades: (i) As estimativas ̂̃κ2 e ̂̃κ3 e (ii) K̂−1.

Com as saídas dos Algoritmos 1 e 2, as estatísticas buscadas podem ser obtidas de
acordo com a manipulação algébrica feitas em (4.3).

Algoritmo 1: Cômputo de ̂̃κ2 e ̂̃κ3

Passo 1. Para os modelos considerados, tome θ =
[
a α λ

]>
;

Passo 2. Compute a função de log-verissimilhança `(θ);
Passo 3. Derive as estimativas de θ̂ pela igualdade do vetor escore a zero, que
pode ser performado por meio de métodos numéricos iterativos, tais como o
algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS);

Passo 4. Derive estimativas para κ̃2 e κ̃3 LC’s baseada em ̂̃κ2 = g2(θ̂) ễκ3 = g3(θ̂).

Algoritmo 2: Cômputo de K̂−1

Passo 1. Compute a matriz de LC’s, Ĵ , de acordo com (4.1), considerando as
funções g2(·) e g3(·);

Passo 2. Derive a matriz Σ de acordo com(4.2);
Passo 3. Compute: K̂ = Ĵ> · Σ̂ · Ĵ ;
Passo 4. Se K̂ é não-singular, compute K̂−1 sua inversa usual (HARVILLE, 1997;
RENCHER; SCHAALJE, 2008); caso contrário, compute a inversa generalizada
de K̂ (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).
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