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Resumo

Neste trabalho, propomos novas medidas de bondade ajuste para modelos Kumaraswamy
generalizados (Kw-G) baseadas na Transformada de Mellin (TM) e nos Momentos Ponde-
rados de Probabilidade (MPP). Combinamos MPP e TM para fornecer novas ferramentas
quantitativas para a escolha de modelos dentro da familia Kw-G. Primeiro, derivamos
MPP para as distribui¢oes Exp-Weibull, Exp-Fréchet, Exp-log-logistica e Exp-Uniforme.
Depois, fornecemos expressoes para a TM associada a familia Kw-G e alguns de seus casos
especiais: em particular, as distribuicoes Kumaraswamy-Weibull, Kumaraswamy-Fréchet,
Kumaraswamy-log-logistica e Kumaraswamy. Posteriormente, fazemos uma combinacao
entre a estatistica 72 de Hotelling e o método Delta multivariado para testar hipdteses
envolvendo cumulantes do tipo II. Finalmente, aplicamos as medidas de bondade de ajuste

propostas em quatro conjuntos de dados reais em contextos da hidrologia.

Palavras-chaves: Familia Kw-G. Transformada de Mellin. Estatistica do tipo-II. Momen-
tos Ponderados de Probabilidade. Estatistica T? de Hotelling.



Abstract

In this essay, we propose GoF measures for generalized Kumaraswamy (Kw-G) models
based on the Mellin Transform (MT) and Probability Weighted Moments (PWM). We com-
bine PWMs and the MT in order to furnish new GoF quantitative tools for choosing models
within the Kw-G class. First, we derive PWMs for the Exp-Weibull, Exp-Fréchet, Exp-log-
logistic and Exp-Uniform distributions. After, we provide expressions for the MT associated
with the Kw-G family and some of its special cases: in particular, Kumaraswamy-Weibull,
Kumaraswamy-Fréchet, Kumaraswamy-log-logistic and Kumaraswamy distributions. Sub-
sequently, we make a combination between the Hotelling’s T2 statistic and the multivariate
Delta method to test hypotheses involving second kind cumulants. Finally, we apply the

proposed GoF measures on four real data sets applications in hydrology contexts.

Keywords: Family Kw-G. Mellin transform. Second-kind statistic. Probability weighted

moments. Hotelling’s T statistic.
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1 Introducao

Fenomenos hidrolégicos que ocorrem sob incerteza frequentemente sao modela-
dos por distribuigdes de probabilidade continuas, tais como a Weibull (SINGH, 1987;
CLARKE, 2002), a Fréchet (RAMOS et al., 2019), a Log-logistica (ASHKAR; MAHDI,
2006) e a Kumaraswamy (NADARAJAH, 2008). Nos ultimos anos, a busca por novos
modelos capazes de explicar melhor os dados com dominio R, tém gerado uma série de
novas familias ou classes de distribui¢ées. Como resultado, podemos destacar: a classe
Marshall-Olkin-G (MARSHALL; OLKIN, 1997), a familia Exponencializada (GUPTA,;
GUPTA; GUPTA, 1998; GUPTA; KUNDU, 1999), a Beta-G (EUGENE; LEE; FAMOYE,
2002), a Gamma-G (ZOGRAFOS; BALAKRISHNAN, 2009; RISTIC; BALAKRISHNAN,
2012) e a familia T-X (ALZAATREH; LEE; FAMOYE, 2013).

Embora seja crescente o niimero de novas distribui¢coes nos ultimos anos, apenas ti-
midamente novas medidas de bondade de ajuste tem sido propostas para as distribuicoes
recentes, afim de se criar novos critérios de selecao de modelos. Em Chen e Balakrishnan
(1995) a abordagem de selegao de modelos se baseia nas estatisticas de Anderson-Darling
e Cramér-von Mises, que por sua vez, se baseiam em medidas de distancia entre a funcao
de distribui¢do acumulada (fda) e funcao de distribui¢ao empirica. Também baseado
nessas medidas de distancia entre as func¢oes de distribuicao, Viveros e Balakrishnan
(1994) compara distribui¢oes de sobrevivéncia para amostras progressivamente censuradas.
Em Pakyari e Balakrishnan (2012), é estendido o resultado apresentado em Viveros e
Balakrishnan (1994), abrangendo diversas distribuigdes de sobrevivéncia, e novos testes
modificados de Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling para amostras

progressivamente censuradas sao apresentados.

Tomando uma abordagem diferente, Linhart e Zucchini (1986) propds medidas de infor-
magao tedricas considerando os critérios AIC e BIC (MCQUARRIE; TSAI, 1998) para
métodos de selecao de modelos. Um critério alternativo de medida de bondade de ajuste
foi dado por Pearson (1895) em seu sistema de diagramas para selegdo de modelos, que
sdo baseados em medidas de assimetria e curtose (JOHNSON; KOTZ; BALAKRISHNAN;,
1994). Delignon, Garello e Hillion (1997) e Vogel e Fennessey (1993) aplicaram tais dia-
gramas para dados de imagens SAR e hidrolégicos, respectivamente. Andreev, Kanto e
Malo (2007) aplicaram os diagramas de Pearson para selecionar modelos aplicados a séries
diarias, mensais e anuais no mercado de commodities e outras variaveis macroeconomicas.
Chabert e Tourneret (2011) introduzem a generalizagao dos diagramas de Pearson para ve-

tores aleatérios bidimensionais. Nagahara (2004) examinou o problema de derivar medidas
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de bondade de ajuste para distribuicoes multivariadas nao-normais pelo sistema de Pearson.

Contudo, Nicolas e Anfinsen (2002) observaram que o diagrama de Pearson pode nao
ser tao bem adequado para varidveis positivas. Em Nicolas e Maruani (2000) e Nicolas e
Anfinsen (2002) apresentou-se uma alternativa ao propor a aplicacao da transformada de
Mellin (TM) como uma alternativa a fungao caracteristica usual, gerando a denominada
segunda funcao caracteristica do tipo II e subsequentemente definiu-se os momentos do
tipo II (ou log-momentos) e os cumulantes do tipo II (ou log-cumulantes). Ainda, estes
autores apresentaram o diagrama de log-cumulantes (LC), que plota os LC’s; k3 contra
Ko, como alternativa grafica para a comparagao dos modelos. O diagrama de LC oferece
algumas vantagens sobre o diagrama de Pearson. Além de ser adequado para variaveis
aleatérias positivas, sua implementagao computacional é mais direta e também capta a
flexibilidade da distribui¢ao no sentido de assimetria e curtose (LI et al., 2011). Uma
descri¢ao detalhada da Transformada de Mellin é dada em Nicolas e Anfinsen (2002) e Li
et al. (2011). Tais diagramas foram se mostrando relevantes para comparagoes qualitativas
e quantitativas em distribuigdes ndo-encaixadas para dados SAR e PolSAR (LI et al.,
2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011; KHAN; GUIDA, 2013; KRYLOV et al., 2013; DENG;
LOPEZ-MARTINEZ, 2016). Em Anfinsen, Doulgeris ¢ Eltoft (2011) é fornecido testes
simples e compostos de ajuste de bondade, aplicados a dados PolSAR. Em Tung (1990), é

proposto a aplicagdo da TM para problemas hidrolégicos/hidraulicos.

Neste trabalho, propomos a combinacao dos Momentos Ponderados de Probabilidade
(MPP) e a transformada de Mellin (TM) para fornecer novas medidas de bondade de
ajuste para selegdo de modelos na familia Kumaraswamy-G (Kw-G). Introduzimos uma
expressao geral da TM para distribuigoes pertencentes a esta classe. Para mostrar sua
aplicabilidade, separamos quatro modelos para investigacao: Kw-Weibull (CORDEIRO;
ORTEGA; NADARAJAH, 2010), Kw-Fréchet (MANSOUR et al., 2018), Kw-Log-logistica
(SANTANA et al., 2012) e a propria Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980). Tais
modelos sao obtidos substituindo-se as distribui¢oes-base Weibull, Fréchet, Log-logistica e
Uniforme-padrao respectivamente no gerador Kw-G. Introduzimos expressoes de forma
fechada do MPP para essas quatro distribuigdes-base em sua forma exponenciada (G(x)
com a > 0) como em Gupta e Kundu (1999). Além disso, utilizamos o método Delta
multivariado para obter estatisticas 72 de Hotelling para o teste de hipéteses, que envolve
os log-cumulantes. Finalmente, quatro banco de dados reais no contexto da hidrologia sao

submetidos a nossa metodologia proposta.



2 Revisao de Literatura

2.1 A familia de distribuicoes Kumaraswamy-G

A familia Kumaraswamy-G (Kw-G) de distribuigoes foi proposta por Cordeiro e
Castro (2011), abrigando uma diversidade de modelos que podem ser utilizados em estudos
nas areas de confiabilidade, andlise de sobrevivéncia e hidrologia, sendo definida como a

seguir.
Seja a distribuigdo-base G(z;7) a fda de uma variavel aleatéria continua X com ve-

tor de parametros 7. A Kw-G estende a distribui¢do-base em uma outra distribuicdo F'(x)

de acordo com:

F(z) = F(z;a,b,7)

(2.1)
=1—{1-G(=;7)}",
em que a > 0 e b > 0 sdo parametros de forma.
A fungéo densidade de probabilidade (fdp) associada a (2.1) é dada por:
r) = f(x;a,b,T
flx) = f( ) (22)

= abg(z;7)G(; 7)1 = Gla )",
onde g(z;7) = dG(z;7)/dx é a fdp da distribui¢ao-base.

Sua expressao advém da distribuicdo Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980), que

¢ definida como
f(I) = abx“_l(l — :L'a)b_l e F(CE) =1— (1 _ l,a)b’

para0 <z <lea>0eb>0como parametros de forma.

Esta distribuicao recebeu um interesse consideravel em hidrologia e areas relacionadas
(NADARAJAH, 2008). Para mais detalhes sobre as propriedades da Kumaraswamy, ver
Jones (2009), Lemonte (2011), Mitnik (2013), Wang, Wang e Yu (2017).

A Figura 1 apresenta as véarias formas assumidas por esta distribuicao.
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Densidade
1.5 2.0 25 3.0
! !

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 1 — Densidade da Kumaraswamy

Nas proximas subsegoes, separamos mais trés outros casos particulares da familia Kumaraswamy-

G, para explorarmos e derivarmos medidas de bondade de ajuste.

2.1.1 Kumaraswamy-Weibull

A distribuicao Kumaraswamy-Weibull foi proposta por Cordeiro, Ortega e Nadara-
jah (2010) com a utilizagdo do modelo Weibull como distribui¢ao-base no gerador Kw-G.
Tal distribuicao, abriga uma série de sub-modelos, dos quais podemos destacar a Weibull
exponenciada, a Rayleigh exponenciada e a Exponencial exponenciada. Foi empregada

neste artigo, na area de confiabilidade, para analisar dados de tempo de falha.
Sua funcao densidade de probabilidade ¢ dada por:

f(x) = abia (x)a—l e_( )" [1 _ e—(i)a]a_l [1 _ {1 B e_(/z\)a}ll:| b—1 |

A\
com a, b, > 0 como parametros de forma e A > 0 como pardametro de escala.

>I8

Sua func¢ao de distribui¢do acumulada é dada por:



2.1. A familia de distribuicoes Kumaraswamy-G 5

>|8

>a}‘T.

A Tabela 1 abaixo apresenta alguns sub-casos da nossa distribuicao.

F(:v)zl—[l—{l—e_(

Tabela 1 — Sub-modelos da Kw-W

Modelos A

Kw-exponencial -
Kw-Rayleigh -
Weibull exponenciada -
Exponencial exponenciada - -
Weibull - -1
Rayleigh _

N =[O
]

— 1
I
— = = =

(]
—_

A Figura 2 mostra algumas formas assumidas pela Kw-Weibull de acordo com alguns

valores de parametros.

X~Kw-W(a,b=1,0,1)

3.0

—_— a=1,a=01,1=01
0
w1 a=5a=6,1L=2

a=10,a=1,1=1

2.0

-—- a=1,0=2,1=05

a=1,0=10,A=3

Densidade
1.5
!
-

1.0

0.0
|

Figura 2 — Densidade da Kw-Weibull

Sua func¢ao quantilica é dada por

Qu) =X [— log {1 —1-(1- u)l/b]l/a}r/a
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em que u ~ U(0,1).

A funcao taxa de falha é dada por

2.1.2 Kumaraswamy-Fréchet

A distribuicao Fréchet tem aplicagoes que vao desde testes de vida acelerados a
terremotos, inundagoes, corridas de cavalos, chuvas, velocidades do vento, ondas do mar,
entre outros (MANSOUR et al., 2018). Para mais detalhes sobre a Fréchet e suas aplicagoes,
ver Kotz e Nadarajah (2000), Barreto-Souza, Cordeiro e Simas (2011) e Krishna, Jose e
Risti¢ (2013).

O modelo Kumaraswamy-Fréchet foi proposta por Mead (2014) como uma generali-
zacao da Fréchet atraves do gerador Kw-G. Mead (2014) propos sua aplicagao na area
de confiabilidade para modelar dados de resisténcia de componentes. Tal distribuicao
generaliza alguns modelos famosos tais como a Exponencial inversa, a Gumbel, a Rayleigh
inversa e a propria Fréchet (MANSOUR et al., 2018).

Sua densidade é escrita como

f(x) = al/?\Oé <i>‘(a+1) el

>I8
>|8

Y

7 i

com a, b, > 0 como parametros de forma e A > 0 como pardmetro de escala.
Sua acumulada é dada por

Flz)=1- [1 - e“(i)ar.

Sua funcao quantilica ¢ dada por:

1/a

Q(u) = A [— log {1— (1 - u)l/b}”“}
em que u ~ U(0,1).

Sua func¢ao taxa de falha é dada por
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A figura 3 mostra algumas formas assumidas pela Kw-Fréchet de acordo com alguns

valores de parametros.

X~Kw-F(a,b=1,0,1)

2.0

—_— a=1,0=01,1=01

77777 a=50a=10,%=2

a=02,a=1,1r=1

1.5

.- a=1,0=2,A=05

a=1,0=10,1=3

Densidade
1.0

0.0
1

Figura 3 — Densidade da Kw-Fréchet

2.1.3 Kumaraswamy-log-logistica

A distribuicao Kumaraswamy-log-logistica é obtida ao colocar a distribuicao-base
log-logistica no gerador Kw-G. Suas propriedades foram primeiramente estudadas por

Santana et al. (2012). Sua fdp é dada da forma:

b—1

R R T O R I T

A Figura 4 mostra algumas formas assumidas pela Kw-log-logistica de acordo com alguns

valores de parametros.
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X~Kw-LL(a,b=1,0,1)

20
1

1.5

a=02,a=05K=2
a=1,0=2,2.=05

a=4,a=7,151

Densidade
1.0

0.5
1

S~
~ e

Figura 4 — Densidade da Kw-log-logistica

As propriedades da distribuicao log-logistica a tornam uma alternativa atraente para as
distribuigoes log-normal e Weibull na analise de dados de sobrevivéncia (COLLETT, 2015).
Algumas aplicacoes da distribuicao log-logistica sao discutidas em economia para modelar
a riqueza e a renda (KLEIBER; KOTZ, 2003) e na hidrologia para modelar fluxos de rio
(ASHKAR; MAHDI, 2006). Collett (2015) sugeriu a distribuigao log-logistica para modelar

o tempo apos um transplante de coracao.
As distribuigoes log-logistica e log-logistica exponenciada sao os sub-casos mais famosos
da expressao acima, quando a = b =1 e b = 1, respectivamente. Se a = 1, nés obtemos o

modelo Burr XII.

Sua fda é dada da forma

Sua quantilica é dada por

Q(u) = M1 = {1 = (1 —w)"/ PP/ — 1}

em que u ~ U(0,1).
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Sua fungao taxa de falha é dada por

2.2 Transformada de Mellin

Usualmente a distribuicao de probabilidade pode ser escrita por meio de sua func¢ao
caracteristica (fc) do tipo I, que é uma transformada de Fourier sobre a fdp. Seja X uma
varidvel aleatéria com fda F'(z). Entao, sua fc, ®x(t), é definida como (BILINGSLEY,
2016, p. 342):

@X(t):E(eitX):/oo ¢te dF(z), teR,

—0o0

em que i =+/—1.

Contudo, ha casos em que a func¢ao caracteristica é analiticamente intratavel. Para con-
tornar essa dificuldade, Colombo (1959) sugeriu a Transformada de Mellin (TM) como
alternativa. Em Nicolas e Anfinsen (2002) ¢ introduzida estatisticas do tipo II, que sao
versoes de estatisticas classicas sendo que baseadas na TM para analisar distribui¢oes

sobre R .

Seja X € R, varidvel aleatoria com fda F(x). Entdo a primeira fc do tipo II é defi-

nida por meio da Transformada de Mellin como:

b (s) = /0 T A F(x) = B(XSY, (2.3)

em que s € C é a variavel complexa (NICOLAS; ANFINSEN, 2002).

Similarmente a fc, a TM também possui inversa. Se ¢x(s) estd bem definida, pode-
mos deduzir a fdp através da seguinte relacao (COLOMBO, 1959; NICOLAS; ANFINSEN,
2002)

1 c+joo

fx(s) = —/ r  px(s)ds.

N 271'] c—joo

Se F(z) ¢ uma fda, a fc do tipo II satisfaz ¢x (1) = 1.
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Nicolas e Anfinsen (2002) introduziram entao a segunda fungao caracteristica do tipo II

definida como sendo o logaritmo natural de ¢x(s):

x(s) = log[¢x(s)] - (2.4)

No proximo capitulo, mostraremos que a TM da familia Kumaraswamy-G pode ser obtida
diretamente dos MPP das distribui¢oes-base na forma exponenciada definida por Gupta e

Kundu (1999). Para isso, a seguir, revisaremos os conceitos dos MPP.

2.3 Momentos Ponderados de Probabilidade - MPP

Os Momentos Ponderados de Probabilidade foi introduzido por Greenwood et
al. (1979) e consiste de uma generalizagdo dos momentos usuais para distribuigdes de
probabilidade. Em termos de estimacao, os MPP podem fornecer estimadores de forma
fechada quando estimadores classicos, tais como Maxima Verossimilhanca e Método dos
Momentos, sdo analiticamente intrataveis (GREENWOOD et al., 1979; HAKTANIR,;
BOZDUMAN, 1995; WHALEN; SAVAGE; JEONG, 2004).

O MPP é definido por

Mijx = EB{X'F(X)Y[1 - F(X)]*}

1 | (2.5)
— [ QUF@)F)l1 - Fo)* dF(),

em que [, j,k € R e Q(-) representa a fun¢ao quantilica de F'(-). Note que (2.5) generaliza
0s momentos usuais, que sao obtidos tomando | € Zy e j =k =0 (M p). Se M0 ¢
finito, entao M, j, estd bem definido para todo j, k € R (GREENWOOD et al., 1979).

Suponha que 7,k € R, entao pelo teorema binomial, temos:

Mok = zk: (j) (—=1)? My 0 (2.6)

Jj=0

Mo = EJ: (2) (=" Mok, (2.7)

k=0
onde se a expressao (5) existe e X é continua, entdo M, existe, O mesmo ¢é vélido para a
expressdo (6). Os MPP’s sao proporcionais a B(X!, ., ,.,) quando [, j, k € Ry, o [-ésimo
momento da (j + 1)-ésima estatistica de ordem de amostra de tamanho (j + k + 1) é dado

por
Mk
l _ 5Jy

E (Xj+1:j+k+1) = Bl+Lk+1)’
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onde B(-,-) denota a fungao beta.

Outra importante propriedade dos MPP é (GREENWOOD et al., 1979), que se X

é uma v.a, entdo o [-ésimo momento ordinario das estatisticas de ordem é dado por

E (Xl ) _ (k + 1)Ml,0,k Se ] = 0;
tin (j+ D)Mo sek=0.

Em muitos trabalhos, os MPP foram particularizados de duas formas:

ak:/\/lLo,k:]E{X(l—F)k}, k>0,
B; :M17j70:]E{XFj},j>O.

Nessa representacao, dada uma estatistica de ordem (1), z(2), ..., (), um estimador nao-

viesado para «aj, e 3; podem ser obtidos como:

s 20 /0F) =0/

onde ke j € Z,.

(]

Uma teoria geral para os MPP cobre a descri¢ao de distribuigoes de probabilidade tedricas,
a sumarizacao e a descricao de amostras observadas, estimativa nao paramétrica da distri-
buicao desconhecida de uma amostra observada, estimagao de parametros e quantis de
distribuigoes de probabilidade e teste de hipdtese para distribui¢oes de probabilidade (COR-~
DEIRO; CASTRO, 2011). O método dos MPP geralmente pode ser usado para estimar

parametros de uma distribuicao cuja forma inversa nao pode ser expressa explicitamente.

A Tabela 2 apresenta a funcdo distribuicdo acumulada, a quantilica, e o suporte X

das distribuigoes-base consideradas neste texto para computo dos MPP.

Tabela 2 — Fda e Quantilica das nossas distribui¢oes-base exponenciadas

Modelos F(z) Q[F(z)] X
Exp-Weibull [1 — exp {— (%)a}r A [— log{1 — F(x)é}} . R,
Exp-Fréchet exp {—a (i{)_a} as \[— log(F(ac))]*é R4
Exp-LL 1+ (2)"] - f;(l)} : R,

Exp-Uniforme-padrao z° F(x)a 0, 1]
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2.4 Os Log-cumulantes

A seguir, discutimos que os log-momentos (LM’s) surgem da TM assim como os
momentos ordinarios surgem da fc (NICOLAS; ANFINSEN, 2002; STUART et al., 1994;
LEHMANN; CASELLA, 1998). Consequentemente, o v-ésimo LM’s, dito m,,, é definido
por Nicolas e Anfinsen (2002) como

. d"¢x(s)

14
dsv

_ /R (loga)"dF(z) =B[logX)],  veN.

s=1

Os cumulantes do tipo II ou log-cumulantes (LC’s) de ordem v sao obtidos da v-ésima

derivada de ¥ x(s) no ponto s = 1:

%,, _ dy wx(S)

N. 2.8
d s? ) Ve ( )

s=1

Analiticamente, a relagao entre os log-momentos e os log-cumulantes ¢é similar as dos
momentos amostrais e seus respectivos momentos populacionais (STUART et al., 1994;
LEHMANN; CASELLA, 1998). Assim, os trés primeiros LC’s podem ser escritos como:

K1 =my,
~ _ =~ —~2
Rg = Mg — My,

%3 - /T‘ng - 3%1/’/}12 + 2/777‘;’

As féormulas dos LM’s e dos LC’s também sdo usadas para os momentos e os cumulantes
do tipo II, por exemplo (TISON et al., 2004; MOSER; ZERUBIA; SERPICO, 2006): Seja

X uma v.a, entao
K1 =m1 =BE(logX) e Fy=my—m: = Var(logX).

Em geral, o LC de ordem v pode ser reescrito como (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT,
2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011)

N . v—1 v—1 o
Ky =m, — 7; (r B 1)/4:Tm,,_r.
Na pratica, sendo m, uma funcdo do vetor de parametros 8, entao a estimacao de 6 é
feita pela substituicao de m, pelos LM’s amostrais, denotados por ifﬁl,, que é definido
como (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011; ANFINSEN; ELTOFT, 2011; DENG;
LOPEZ-MARTINEZ, 2016; NICOLAS; ANFINSEN, 2002)

= 1 &

my, = — Z(log mT)Va

n

r=1

em que n é o tamanho amostral e x, é a r-ésima observacao na amostra.
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2.5 Estatistica 7% de Hotelling

A estatistica T? de Hotelling é uma generalizagao da estatistica ¢t de Student (AN-
DERSON, 2003, p. 170) dada por:

T =n@-pw S @-p). (2.9)

onde T = % »_1 T, € o vetor de médias amostrais baseada na amostra aleatéria x;, x2,

..., &, provenientes de um vetor aleatério Normal v-dimensional,  ~ N, (u, X); p e 3 sdo

T T

o vetor de médias e a matriz de covaridncia, respectivamente; e S = 23" x,x] —nTT
¢ a matriz de covariancia amostral. Tais estatisticas seguem distribuicao F' de Snedecor

com v e n — v graus de liberdade, denotado por F),,_, (ANDERSON, 2003, p. 177).

Considerando o nivel de significancia 7, o teste da razao de verossimilhanca para a
hip6tese E(X) = p pode ser rejeitado se 7% > Qp(1 — n;v,n — v), onde Qp(;v,n —v) é
a funcao quantilica da F,,,_, (ANDERSON, 2003). Adicionalmente, podemos construir
elipsoides de confianga v-dimensional dados por (ANDERSON, 2003):

n@—p) S @—p) <Qr(l—nv,n—1v).

Para amostras grandes, a distribuicio 77 pode ser aproximada pela distribuicao x?, com
v graus de liberdade (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). Este resultado é
relevante para casos onde @, nao segue distribuicdo Normal e a distribuicao exata de (2.9)

é desconhecida.



3 Transformada de Mellin como um caso es-
pecial dos MPP: estatisticas do tipo |l para

modelos Kumaraswamy-G

A seguir discorreremos o teorema relacionando a TM aos MPP para a familia Kw-G.

Teorema 3.0.1. Seja X uma varidvel aleatoria sequindo uma familia Kumaraswamy-G
com fda e fdp dadas por (2.1) e (2.2), respectivamente. Entao, a TM de X, denotada como
dxu-a(s), é dada por

brw-c(s) =bM 1,01, (3.1)
em que Ms_1.0.p-1 € 0 MPP da distribui¢ao-base na forma Z(z) = G(x)°.

Demonstragio. Aplicando (2.2) em (2.3) obtemos:

rew.(s) = /0 T dF(2)
:/oo 2 Labg(r) Gx)* 1 - G(x) " da

_ab/ ))a 1 - G(2)! da.

Fazendo G(x)* = Z(x) como em Gupta e Kundu (1999), temos:

—ab/ :; D)1 - Z(2)]"! da.

Como G'(x) = g(x), entdo se

Logo,

1

© o glZ@)] V2 (2)
Prw-c(s) = &b/o r [Z(x)]l/a

_ b/°° L o(2)[1— Z(2))! da
— b/ )Pt d Z(x)
gwa—G( ) — bMS—l,O,b—l-

Z(x)1—Z(x)]" "t da
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Ainda, de acordo com Greenwood et al. (1979), para b > 0 inteiro, temos que:

b—1 b —1
w5 =bz<—1>T( T )M
r=0

Tabela 3 mostra a TM para as nossas distribui¢coes consideradas

Tabela 3 — Transformada de Mellin para as distribui¢oes-base consideradas.

Modelos ™ Restricoes
Kw-W  a X ' T (1+50) 52 () )6+ )" b=1,0a>0,a>0,1>0

(2

Kw-F o TN (1- 55 b=1,a>0,a>0,A>0
Kw-LL a X B(a+ 21— 2t b=1,a>0,a>0,A>0
Kw bB (2 +1,0) a>0,b>0

3.1 MPP de algumas distribuicoes-base

Greenwood et al. (1979) deriva expressoes dos MPP para as seguintes distribuigoes:
Weibull, Gumbel, Lambda Generalizada, Logistica, Wakeby e Kappa. Wang (1990a), Wang
(1990b), Wang (1996), Rasmussen (2001), Ashkar e Mahdi (2003), Mahdi e Ashkar (2004)
e Ashkar e Mahdi (2006) encontram expressoes do MPP para outras distribuigdes como
a GEV, a Pareto generalizada e log-logistica. Mas nota-se em muitos casos, que nao
foram encontradas expressoes do MPP na forma mais geral com os trés indices (I, j, k) e
sim casos particulares desses, como por exemplo os mencionados anteriormente oy, e f3;.
Também abordam o método de estimagao via MPP como alternativa a outros métodos
mais tradicionais como Méaxima Verossimilhanca e Método dos Momentos, com aplicagoes

bastante significativas a contextos da hidrologia.

Sendo assim, para completar ainda mais a literatura, a seguir fornecemos expressoes
para os MPP na forma mais geral, de distribui¢des exponenciadas (Exp-G) na forma
G(z)*, com a > 0, onde essas GG serdao as fungdes de distribuigdo da Weibull, Fréchet,

Log-logistica e Uniforme-padrao.

Proposigao 3.1.1. Seja X uma varidvel aleatoria sequindo a distribuicao Fxp- Weibull

com A >0 e a,a >0 como parametros de escala e forma, respectivamente. Os MPP de X
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sao dados por
I\ & (K < fa(f+r—1+1) 1
p=aNT 1+ — —1)" a )i -
o= or (e ) ) B (T e

Demonstracdo. Aplicando a funcdo quantilica da Exp-Weibull

em (2.5), e considerando a substituicao u = — log{1—F(z)a }, temos que F(z) = (1 — e ™)

edF(z)=ae (1 —e )" " du. Substituindo os termos acima, obtemos:
Misa = [0k (1) f1= (o) Y e (1o a

— a)! /OOO wt e (1- e*“)a(j“*é) f1-(1-e)V du

Tomando a seguinte expansao em série como em Cordeiro e Castro (2011),
A=y =3 (9) (—1) (33
r=0 r
para |z] < 1ej >0, (3.2) torna-se:
> (| o a(j+r—1+1)
R l _1\" - AU U a
Mk = a\ Tz:% <7‘>( 1) /0 ue e (1 e ) du.
Novamente, tomando a expansao em série mencionada acima, agora com indice 7, temos:
Mk =aX'y < >(—1)TZ (a(j oL )>(—1)2/ we e U0
r=0 \"" i=0 ¢ 0

De I'(6) = v° [§° 2°~Le % dx, o seguinte resultado segue:

Myjp=aXT (1 + i) i (k) (_l)ri (a(j +r- Ly 1)) (_1)i< 1

r=0 \" i=0 v m

Para valores inteiros nao-negativos de k e a(j +r — é + 1), temos:
! 1\ & (k O g — L) ;1
SR G P A S (e

]

Proposicao 3.1.2. Seja X uma varidvel aleatoria sequindo distribuicio Exp-Fréchet com

A>0ea,a>0 como parametros de escala e forma, respectivamente. O MPP de X ¢é

Myi = as AT (1 - i) 5 (’f) 17 1

r=0 \T ]+T+1>1_é

dado por
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Demonstracao. Aplicando a funcao quantilica da Exp-Fréchet

Q[F(x)] = aw A [—log(F(x))] =

em (2.5), considerando a substitui¢do u = —log(F'(x)), e usando o seguinte fato (PRUD-
NIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV, 1986, p. 271)

[ 1@ = [ rwac)
obtemos:

Mk = aé)\l/ TR (1 — e’”) du. (3.4)
0

Tomando novamente a expansao em série como em (3.3) , (3.4) torna-se:
M = aa ) > ( )(—1)T/ ww e T Q.
r=0 \" 0
Utilizando a funcdo gamma I'(6) = v° [{° 2°~e™* dx, o resultado é dado por:

M =NT (1 _ l) i <k>(—1)’"( 1

a)i\r jHr+1E

Para valores inteiros ndo-negativos de k, temos (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV,
1986, p. 612):

[ k 1
My =NT[1-— —1)" -
L,j.k ( a>;<r>( )(j—l—r—i-l)l_a

]

Proposicao 3.1.3. Seja X uma varidvel aleatoria sequindo distribuicao Fxp-log-logistica
com A >0 e a,a >0 como parametros de escala e forma, respectivamente. Os MPP de X

sao dados por

Mw:m’Z( )(—1)TB<aj+ar+a+A;1—A>.

r=0 r

Demonstracao. Aplicando a funcdo quantilica da Exp-log-logistica
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em (2.5), e considerando a mudanca de varidvel F(z)a = z, temos F(z) = 27, e conforme
sugerido em Ashkar e Mahdi (2003) obtemos:

l

b F(m)% : j k
Mir= [ N|—2—] F(z) (1 -F(z)* dF(z),
= ( ()a) (@) (1= F(2)" dF(a)

Utilizando o mesmo coeficiente binomial definido anteriormente, (3.3), obtemos:

0 1 Z(aj+ar+a+§—1)
—aX'y ("’)(-1)7’ /0 dz

=\r (1—z)w
M ; —a)\li » (-1)"B a'+ar+a+£'1—l
lgk — A\ J o ol

Para valores inteiros ndo-negativos de k, temos (PRUDNIKOV; BRYCHKOV; MARICHEV,
1986, p. 612):

ko(k l l
Ml7j7k:a>\lz< >(—1)’”B<aj+ar+a+&;1—>.

r=0 r @

Em que B(x,y) = fy t*~ 1 (1 — )V~ dt é a funcio Beta.

]

Proposicao 3.1.4. Seja X uma varidvel aleatoria sequindo distribuicio Exp-Uniforme-

padrao com a > 0 como parametros de forma. Os MPP de X sdo dados por
o
M r=D ]—i—g—i-l;k’—i-l .

Demonstracao. Utilizando a definicdo dos MPP, temos:

1 .
My = /0 A F(2)% (1 F(z)*)* d F(z)e,
1 .
:/ 2?0+ D) (1= 29 dae,
0
:B<j+i+1;k+1>

em que B(z,y) = [y t*~' (1 —t)¥"' dt é a funcio Beta.
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3.2 Diagramas de Log-cumulantes

Conforme discutido em Delignon, Garello e Hillion (1997) e Tison et al. (2004), os
diagramas de Pearson sao uma ferramenta utilizada para selecao de modelos e avaliacao
de bondade de ajuste. Tais diagramas sao baseados em medidas de assimetria e curtose.
Nicolas e Anfinsen (2002) apresentaram casos em que o diagrama de Pearson pode ser
analiticamente intratavel e introduziram o diagrama (K3, k2), que é similar ao digrama de
Pearson, mas emprega estatisticas do tipo I, k3 e Ko, ao invés de medidas de assimetria e

curtose.

Anfinsen e Eltoft (2011) introduzem o diagrama da Matriz de Log-Cumulantes (MLC)
como uma alternativa para inspecionar visualmente o espago multidimensional onde cada
dimensao é representada por uma particular MLC de ordem v. Assim, essa ferramenta de
visualizagao facilita o uso da TM e fornece intuicao ao método de LC’s. O diagrama em
Anfinsen e Eltoft (2011) é uma extensao do diagrama considerado por Nicolas e Anfinsen
(2002) para a TM univariada. Em Li et al. (2011), Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011),
Khan e Guida (2013), Deng e Lépez-Martinez (2016) o diagrama de LC baseado na TM

foi empregada para classificagdo das fdp para dados de imagens SAR.

Neste trabalho, empregamos o diagrama (Rs, k2) como uma ferramenta para avaliar
ajustes sobre modelos Kumaraswamy-G aplicados a dados hidrologicos. Os log-cumulantes
de cada modelo sao derivados usando-se as expressoes dos MPP e a TM e sao mostrados
na Tabela 4, onde os LC’s sdo escritos em termos das funcoes digama e poligama dadas
por ¥(z) = LlogT(z) e v (2) = L logT(z) (ABRAMOWITZ; STEGUN, 1964,
p. 258-260), respectivamente.

Tabela 4 — Log-cumulantes dos nossos modelos considerados

Modelos K1 Ko K3 e kK, Vv>1
Kw-W log(A) + W éw(l)(l) $¢(2)(1) . ﬁw(l’_l)ﬂ)
Kw-F log(\) — M LyM(1) —Ly@(1) (1) Ly@=D(1)
Kw-LL  log(X) + W‘”:“” ¢<1)(a);2¢“>(1) w(2>(a);3¢<2>(1) o w(u—l)(a)ﬂ;})u W=1 (1)
Kw @) —v(b+1) v O+ @M@+ M) T Ve
a a? a3 av
onde m(a) = Sy (7)) (=DEFD i+ 1) log(i+1)
- a—1

(T EDED )

A Figura 5 mostra as regides no diagrama (K3 ; k2) vinculadas aos modelos Kw-W, Kw-F,
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Kw-LL e Kw. Essas regioes podem ser entendidas como variedades topoldogicas (ANFINSEN;
ELTOFT, 2011). Cada distribui¢ao é representada por um subespago, cujas dimensoes
dependem do nimero de parametros da distribuigdo associada (ANFINSEN; ELTOFT,
2011; ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). No entanto, a regiao resultante pode
se degenerar em uma curva. Por exemplo, a distribuicaio GEV nao possui parametros de
forma e sua variedade é representado por uma linha tracejada vertical, que pode ser vista

como uma variedade de dimensao zero.

As regioes vinculadas as distribuigoes Kw-W e Kw-F sdo parametrizadas por um tinico
parametro. Essas regioes sao representadas, respectivamente, por uma curva solida e
pontilhada na Figura 5, sendo variedades unidimensionais. Por outro lado, as distribui¢oes

Kw e Kw-LL resultam em variedades bidimensionais pois sao parametrizadas por dois

parametros.
14
12
l"'
’
1.0 - s
0.8 1
(]
et
0.6 1
TR
| Ewi-F
i Eav-LL
K
0.2 CEV
-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 10 15

Figura 5 — Diagrama de LC, k3 e Ko, para Kw-W, Kw-F, Kw-LL e Kw.
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4 Novo teste de bondade de ajuste para a
familia Kw-G

Nosso objetivo é aplicar a estatistica T2 de Hotelling como uma alternativa de
testes de bondade de ajuste, baseado em LC’s. Pretendemos estimar os LC’s e entao,
selecionar a distribuicao que melhor se ajusta aos dados de acordo com a localizagao dos

~ a7
LC’s estimados [/?;2 %3} sobre o diagrama (K3, K2).

Portanto, precisamos de uma estatistica de teste para a hipotese nula Hy : E ({ﬁg 23]) =
[%2 %3] Este teste deve rejeitar ou nao as estimativas dos LC’s para regioes particulares

sobre o diagrama (K3, Rz).

Por serem analiticamente trataveis, os LC’s podem ter expressoes de forma fechada,
como mostrado em Tabela 4, para algumas distribuicoes Kw-G. Essa ligacdo entre os
parametros e os LC’s pode ser usado para derivarmos estimadores para os LC’s. Em outra

palavras, temos que
Ez = gz(é) e ﬁs = 93(§),

onde 0 é o vetor de pardmetros estimados; e g2(+) e g3(+) s@o fungbes compostas que
retornam os valores dos LC’s em termos dos parametros das distribui¢oes-base por meio
das equagoes: (2.3), (2.4), (2.8) e (3.1).

Ademais, notamos que para grandes amostras, considerando o método Delta genera-
~ ~1T
lizado (LEHMANN; CASELLA, 1998), 0 estimador [s; &;| segue distribuigio Normal

bivariada com média [%2 R3:|T e matriz de covariancia assintética K, como previamente
mostrado em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011), Khan e Guida (2013), Deng e Lopez-
Martinez (2016). A matriz de covariancia assintética estimada K pode ser obtida da
matriz de covariancia assintética dos pardmetros estimados 3 (ANFINSEN; DOULGERIS;
ELTOFT, 2011). Como mostrado em Anfinsen, Doulgeris e Eltoft (2011, p. 2769), podemos

escrever
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onde

[992(0)  9g3(6)

90, 90,
992(8)  99()
~ 90> 00>
J = : (4.1)

~ ~

092(0)  9g3(9)

EA)

L 00, 00, -

0, é o r-ésimo parametro do modelo e 3 6 a matriz de covariancia assintética do estimador
6. Os estimadores de méxima verossimilhanca das distribuicdes Kw-G dificilmente tém
expressoes de forma fechada e sua matriz de covaridncia é desconhecida como mostrado
na Kw-Weibull (CORDEIRO; ORTEGA; NADARAJAH, 2010) e Kw-log-logistica (SAN-
TANA et al., 2012), por exemplo.

Como apresentado em Bickel e Doksum (2001, p. 181-182) e Anfinsen, Doulgeris e Eltoft
(2011), a inversa da Matriz de Informacao de Fisher (MIF) pode ser empregada como uma
aproximacao para a matriz de covariancia, por ser a matriz de covariancia assintotica dos
estimadores de MV (BICKEL; DOKSUM, 2001, p. 181-182). Assim, temos a seguinte
aproximagao para ¥ (CASELLA; BERGER, 2002, Teo. 7.3.11):

e ()]

sob certas condigoes de regularidade (BICKEL; DOKSUM, 2001).

Para a maioria dos modelos Kw-G, o calculo da MIF é analiticamente intratavel. A
solucao usual para este problema é utilizar a Matriz de Informagao Observada ao invés
da MIF, como foi feito em Cordeiro, Ortega e Nadarajah (2010) e Santana et al. (2012).

Assim, a matriz de informacao observada é um estimador para a MIF.

Portanto, neste trabalho, usamos a matriz de informacao observada como substituta
para a matriz de covaridncia assintotica dos estimadores de MV. A matriz de informagcao
observada tem a vantagem de ser positiva definida; medindo assim a curvatura observada
na superficie da log-verossimilhanca. Em outras palavras, fornece uma indicacao de quanto
uma superficie de verossimilhanca multidimensional é rotacionada com respeito aos ei-
xos dos parametros (LINDSEY, 1996). Para a estimagao dos pardmetros dos modelos,
empregamos o método de MV porque este produz estimativas invariantes, consistentes e
assintoticamente eficientes (SERFLING, 2009).

Assim, comparando com (2.9) e (4.1), para LC’s de segunda e terceira ordem, Ko e

T 1T ~ -~
K3, temos que v = 2, u = |:R2 Eg] , LT = [%2 R3j| , onde Ky e K3 sao os estimadores
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amostrais para ko e k3, respectivamente. A matriz S pode ser substituida pela matriz de

covariancia assintética K de [Rq, k3] . Com isso, obtemos a seguinte estatistica:

o

onde a inversa de K é obtida via inversio usual de matriz (HARVILLE, 1997; RENCHER,;
SCHAALJE, 2008) se a matriz K¢ nao-singular (RAO et al., 2008, p. 508); caso contra-
rio, a inversa generalizada de Moore-Penrose (SEBER, 2007; RAO et al., 2008) é empregada.

Ko

R3

Para isto, calculamos as estimativas dos LC’s Ry e k3 do diagrama (R3, Ro) (NICOLAS;
ANFINSEN;, 2002) e empregamos na férmula da estatistica 7% de Hotelling. Considerando
grandes amostras, a distribuicao assintética da varidvel aleatéria T2 é a distribuicao
x? (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, 2011). Assim, em (4.3), podemos adotar a apro-
ximacdo Qp(-;v,n —v) = Q,2(-;v), onde Q,2(-;v) é a funcao quantilica da distribuicao

x? com v graus de liberdade. Portanto, podemos derivar elipses de confianca com nivel de
significancia 1 de acordo com:

(BB = (B

onde @Q,2(n;2) é a funcdo quantilica da x3. A elipse descrita acima ¢ centrada em (Ro, K3) €
seus eixos sdo direcionados de acordo com os autovetores de K (HARDLE; SIMAR, 2007).

1
) < ﬁQxQ (n;2),

4.1 Estatisticas T para os modelos selecionados

Baseado no que foi exposto até aqui, quatro novas medidas de bondade de ajuste

sao propostas para as distribuicoes Kw-W, Kw-F, Kw-LL e Kw, respectivamente.

Proposicao 4.1.1. Seja X variavel aleatoria sequindo distribuicio Kw-W com parametros
a>0,b=1,a>0¢e)>0, entdo a estatistica T? de Hotelling baseada nos LC’s, aqui

denotada como Ta,w, ¢ dada por

T =" (L L) Hcuw
KW= 4 \a2 o2 UMUM—U§E’

ax T aa

onde | | ¢ o determinante da matriz H. |H x| € o estimador de |Hgyw| dado por
‘HKwW‘ = Uaoz( U)\)\ Uaa - Uia) + Ua/\( Uaa U)\a - Ua)\ Uaa) + Uaa(Ua)\ U)\a - Uaa U)\)\);

e a, a, A sao os estimadores para a, o e X\, respectivamente. As quantidades U sdo as

entradas da matriz de informacao associada e sao dadas no Apéndice A.
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Proposicao 4.1.2. Seja X wvaridvel aleatoria sequindo distribuicao Kw-F com parametros
a>0,b=1,a>0e)>0, entio a estatistica T* de Hotelling baseada nos LC’s, aqui

denotada como T, € dada por

T2 - TL(/)ZG ( 1 1 )2 |ﬁ[(wp|
4 \a2 o) \ Ul - 1B.)7

onde | -| ¢ o determinante da matriz H. |Hygyp| € o estimador de |H g,p| dado por
‘HKwW’ = Uaa( U)\)\ Uaa - U?\a) + UaA( Uaa U/\a - Ua)\ Uaa) + Uaa( Ua)\ U/\a - Uaa U)\/\);

e a, a, A sio os estimadores para a, o e X\, respectivamente. As quantidades U sao as

entradas da matriz de informacdo associada e sao dadas no Apéndice A.

Proposicao 4.1.3. Seja X variavel aleatoria sequindo distribuicao Kw-LL com parametros
a>0,b=1,a>0¢e)>0, entdo a estatistica T? de Hotelling baseada nos LC’s, aqui

2 s
denotada como Ty, € dada por

3\33 <%2 - %2)2 + /5\22 (Ei’) - %3>2 - 28\23 (EZ - %2) (%3 - ES)

T2w :/\An/\|:
O 630053 — (023)?

onde Ko e K3 sao as estimativas dos LC’s ko e K3, respectivamente; daa, o3, € 033 SG0 as

Y

estimativas para 0oz, 093, € 033 dados de forma compacta por

.
dop = {Ju 0 ng} “YKwLL [le 0 Jsz} ;
o3 = {Jm 0 J32} YgwLr [Jl?; 0 J33}T>
033 = {J13 0 J33} - YgwLL * [J13 0 J33}T§

Ta = =S {9e) + w1},

1 1
Sz = Jw@)(a), Jaz = 51?(3)(@)7
Tis = == {6 (@) 4D (D).

A matriz X1, € mostrada no Apéndice A com as expressoes acima totalmente expandidas.

Proposicao 4.1.4. Seja X wvaridvel aleatoria sequindo distribuicdo Kw com parametros

a>0eb>0, entio sua estatistica T? de Hotelling, aqui denotada como T, é dada por

2 n|ﬁKw| )

622633 - 623

{333 (% - R2>2 + 02 (% - R3)2 — 2033 @2 - %2) (ﬁ:s - %3> },
onde |Hyy| € o estimador de |Hy,| dado por

|HKw| = Uaa Ubb - (Uab)Q;
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€ Ky € kg sdo as estimativas dos LC’s Ry e K3, respectivamente; e doa, 023, € 033 SA0 as

estimativas para o2, do3, € 033 dadas de forma compacta por

-
522 = [J12 JQQ} 'EKw' [J12 J22} )
T
do3 = [J12 JQQ} Yk - [J13 J23} 3
T
033 = [Jw J23} ik [les J23} ;

Jia = {000+ 1) ()},

(2)
PR
Jis = SO0+ 1)~ 6D (1)},
@G (p
Joz = _vb+l) (a3+ 1).

A matriz X, € mostrada no Apéndice A com as expressoes acima totalmente expandidas.



5 Aplicacao

5.1 Conjuntos de dados e suas estatisticas descritivas

Separamos quatro conjuntos de dados para serem submetidos a nossa metodologia,
determinando, de acordo com o novo critério de bondade de ajuste introduzido, qual o
modelo mais adequado para cada conjunto dentre os candidatos Kw-W, Kw-F, Kw-LL e

Kw. A seguir descrevemos brevemente nossos dados:

(i) Picos (PI)(CHOULAKIAN; STEPHENS, 2001): 72 excessos de picos de inundagao

(em m?/s) do rio Wheaton no territério de Yukon, Canada.

(ii) Fluxo (FL)(EVIN; MERLEAU; PERREAULT, 2011): dados anuais de fluxo do rio
Senegal, 1903-1986.

(iii) Chuva (CH)(BRYSON, 1974): 26 observagoes de precipitagdo em estudo meteorold-
gico na Florida-EUA.

(iv) Irrigagao (IR)(SECKLER; SAMPATH; RAHEJA, 1988): propor¢ao de éarea irrigada
de 39 fazendas em um curso de agua sob o sistema Warabandi de gerenciamento de

irrigacao na India.

A Tabela 5 apresenta a andlise descritiva sumarizada para os bancos de dados utilizados

em nossa aplicacao.

Tabela 5 — Analise descritiva e LC’s (22 e %3) para nossos conjuntos de dados

Dados Média Mediana Desvio-padrao Assimetria Curtose Ko R3

PI 12.20 9.50 12.30 1.44 2.73 1.98 —1.78
FL 702.11  680.5 270.21 0.18 -0.87  0.18 —0.05
CH 442.02  221.6 650.78 2.16 4.11 246 —1.88

IR 0.39 0.35 0.18 1.08 1.14 0.20 0.01
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5.2 Estimativas e p-valores

A estatistica T2 de Hotelling com seus respectivos p-valores foi calculada e é exibida
na Tabela 6. Tais estatisticas obtidas podem ser interpretadas como uma medida da dis-
tancia entre os dados e cada modelo Kumaraswamy-G. Valores mais baixos da estatistica

T? de Hotelling indicam um melhor ajuste dos dados.

Ao separar os modelos ligados aos menores valores da estatistica 72 de Hotelling, te-
mos que a distribuicdo Kw-Weibull é um bom modelo para os conjuntos de dados Picos
(PI). Os dados de Fluxo (FL) poderia ser melhor modelada pela distribuigdo Kw-Frechét e
Kw-log-logistica, esta tltima, também se adéqua para modelar os dados de Chuva (CH).
Por fim, a Kumaraswamy é indicada para modelar os dados de propor¢ao de area irrigada

(IR), o que esta de acordo com os valores assumidos por tais dados.

Tabela 6 — Estatistica T? de Hotelling e p-valor (em parénteses)

Modelos PI FL CH IR

Kw-W  5.6317 (0.1508) > 10 (~0.00) > 10 (~0.00) > 10 (=~ 0.00)
Kw-F > 10 (= 0.00) 0.793 (0.8554) > 10 (~0.00) > 10 (= 0.00)
Kw-LL > 10 (~0.00) 0.236 (0.9729) 0.7221 (0.8718) > 10 (= 0.00)
Kw - - - 0.0825 (0.9942)




6 Consideracoes finais e trabalhos futuros

Neste trabalho, fornecemos novas medidas de bondade de ajuste através da estatis-
tica T? de Hotelling para modelos advindos da familia de distribui¢coes Kumaraswamy-G
(Kw-G). Para isto, provamos um teorema que encontra a expressao da Transformada
de Mellin para qualquer modelo da Kw-G, como funcao dos Momentos Ponderados de
Probabilidade das distribui¢oes-base. Encontramos expressoes de forma fechada comple-
tas dos MPP’s para as nossas quatro distribuigoes-base (a mencionar, Weibull, Frechét,
Log-logistica e Uniforme) em uma forma ainda mais geral, quando encontram-se elevada
a um pardmetro positivo (Exp-G). Ainda, derivamos analiticamente expressdes para os
log-cumulantes (LC) dos nossos modelos estudados para encontrarmos as expressoes das
nossas estatisticas 7?. Aplicamos tais medidas de bondade a quatro banco de dados re-

ais provenientes de estudos hidroldgicos afim de demonstrarmos a aplicabilidade do método.

Como trabalho futuro, esperamos realizar ensaios de amostragem bootstrap e plotar-
mos esses dados reamostrados em nosso diagrama (Rs;k2) exibido na Figura 5 para
introduzirmos além da andlise numérica da estatistica 72, uma abordagem de inspecao
visual dos dados. Ainda com o mesmo método de reamostragem bootstrap, desejamos
obter Intervalos de Confianga (IC) ndo-paramétricos para as estimativas de Ky e K3 com
diferentes tamanhos amostrais. Podemos entao derivarmos elipses de confianca como
mostrado a partir da equacao 4.3 e verificarmos a porcentagem de cobertura dessa elipse

em nossos dados reamostrados.
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APENDICE A

Neste apéndice, fornecemos as provas para as Proposigoes 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3, e 4.1.4.

A.1 Distribuicao Kw-Weibull

A.1.1 Log-verossimilhanca

0(0) = nlog(a) + nlog(a) —nalog(A) + (o —1) Xn: log(z,) — A7 zn: ()" +

(a — 1)Tznjllog {1 — exp {— (?)a}] .

Seja u, =1 — exp{— (“’7’“)&}

A.1.2 \Vetor escore

0L(0) I nlog(\) + zn:log(l’r) + anlog(l — ur)log (?)

8@ o r=1 r=1

Z log (1 —u,)log ?) ,
ole)  na o (a — Da & log(l — u,)(1 — u,)

r=1 Uy
06(8)

n n
Oa :E+T;UT'

A.1.3 Funcdes g2(0) e g3(0)

2(0) = —00(1) e 45(6) = uP(1).

A.1.4 Matriz de Informacao Observada e sua inversa

Uaa ch)\ Uaa

520(6)

HKwW:—m: Usxa U Uxef,

Uaa Ua)\ Uaa
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onde:
n n 2 Ly
Upa = 5 7;llog(l — u,) log ()\)
n log(1 —u,)(1 — u,)log” (Z) [u, + log(1 — u,)]
+ (a — 1) Z (U ><2 ) )
r=1 7"
1 .
Umr =Upo = Dz > {log(l —u,) + alog(l — w,) log (m)}
DD St A
n [a(l — u,) log*(1 — u,) log(%) + a(1 — u,) log(1 — u,) log(%)}
—(a=1))_ o
r=1 T
" alog?(1 - u,) log(%)(1 - u,)?
—(a—1 ,
( )Tz::l )\(UT)Q
n log(l — u,)(1 —u,)log (&=
Uaa:Uaa:Z ( )( ) ()\)7
r=1 Ur
na  ala+1) &K, 2oax? (1 — ) (—xpu, — up + rdATY)
U)"\:_V—FW;% —(a—l); Ao+ ()2 ’
a & log(l —u) (1 — wy)
Una =Un=—+ ’
A A \ 7; ”

Se o determinante | Hkyw| # 0, a matriz de covariancia assintética é dada por Xkyw ~
Hyly, onde a inversdo matricial usual é aplicada (HARVILLE, 1997; RENCHER; SCHA-
ALJE, 2008); caso contrério, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et
al., 2008; SEBER, 2007).

A.1.5 Matriz de log-cumulantes

Zy0(1) Zy(1)

Jww = — 0 0

A.1.6 Matriz de covariancia assintdtica e sua inversa

UaaUaa — U%«;) ‘ { 402 (1)2 6y (1)@ (1)

Kyxow =
o= (i GauD(UA(1)  OwO(1)
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onde
|HKWW| = anoe(U)\/\Uaa - Uia) + Uoz/\(UaaU)\a - Ua)\Uaa) + Uaa(Ua)\U/\a - UaaU)\)\)-

Como Kiyw € singular, a inversa generalizada de Moore-Penrose foi calculada (RAO et

al., 2008, p. 508):

6 H, |
Kfl _ o | KwWwW
KW <UaaUaa - U?\a

(200(1))72 0
0 0 |

A.1.7 Estatistica 77 de Hotelling

Portanto, obtemos:

T =" (L= L) [ Hicww|
KW ™ 4 \a2 a2 UMUM—U§E '

o T aa

A.2 Distribuicao Kw-Fréchet

A.2.1 Log-verossimilhanca

0(0) = nlog(a) + nalog(N) + nlog(a) — (a+ 1) zn:llog(xr) —a Xn: <A> :

r=1 r

A.2.2 \Vetor escore

ag(f) - g +nlog()) — élog (z,) — aé <;>a log (;) ,
aé(f) = % - aa)\alrzn:lxra,
a‘g(:) = g — /\a;x;a.
A.2.3 Funcgdes g2(0) e g3(0)
2:0) = 001 e g5(6) = ——v()
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A.2.4 Matriz de Informacao Observada e sua inversa

Uaa Uoz/\ Uaa
520(6)
Hyyr = —m = |Uxa U Uxal,
Uaa Ua)\ Uaa
onde Uaa = 5+ angF U ax — U)\a = *( KWF - ) = aa = gi(WFa U)\)\ -

L [na+aa(a— DET], Una = Uay = §€57, U = " =y (2) o (2)
com s =0,1,2, ¢ & =3y (ﬁ) [log (E) + 1].

Se o determinante |Hgyr| # 0, a matriz de covariancia assintética é dada por
Skwr ~ Hilp, onde a inversio matricial usual é aplicada (HARVILLE, 1997; REN-
CHER; SCHAALJE, 2008); caso contrario, aplicamos a inversa generalizada de Moore-
Penrose (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).

A.2.5 Matriz de log-cumulantes

A.2.6 Matriz de covariancia assintdtica e sua inversa

(UaaUaa -2 ) 4a2pM(1)? —6ay (1)@ (1)
) —60477D(1)(1)77b(2)(1) 9¢(2)(1)2 ’
onde

’HKWF‘ = Uozoa(U)\)\Uaa - Uia) + UaA(UaaUAa - Ua)\Uaa) + Uaa(Ua)\U)\a - UaaU/\)\)-

Como Kxyr € singular, a inversa generalizada de Moore-Penrose foi calculada (RAO et
al., 2008, p. 508):

6 H, |
K-l — « | KwF
FwE (UaaUaa - U?\a

0 0

o)™ 0}
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A.2.7 Estatistica T? de Hotelling

Portanto, obtemos:

) nab /1 1\?2 |-I/{\KWF|
Tywr = —— (AQ - 2) 5 | -
4 o (8] UMUM — U’XE

ax aa

A.3 Distribuicao Kw-Log-logistica

A.3.1 Log-verossimilhanca

0(0) = nlog(a) + nlog(a) + nalog(N) — (a+ 1) zn: log(z,) — (a+ 1) zn: log [1 + (i:“) _a] :
r=1 r=1
Seja u, =1+ (%)_a.
A.3.2 Vetor escore
0o n g (1= uy)log (%)
= —+nlog(A) — > log(z,) — (a+1 )
Do = 0B = Sloa(a) — (a4 1) 3
ole) na " (u, — 1)
R GD Dy v
ey n
=——>1 )
o) ="~ 3 tog(u)

A.3.3 Funcdes g1(0) e g3(0)

Y W(a) + (1)

a?

¥ (a) — (1)

a3

G2(0) = e g3(0) =

A.3.4 Matriz de Informacdo Observada e sua inversa

Uaa Uo&\ Uaa
0%0(6
Hy11, = _80T(8t)9 = |Uxa U Uy,

Uaa Ua)\ Uaa
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onde
n " .\ (u, — 1)
Upo = - 'S log? () ,
2T (a+ )T:Z:l og” | TAE
n " ((u)? = 1) log(u, — 1) + u,(u, — 1)]
Un=Uyp=—v+(a+1 ,
e M| NP
n (1 —wu,)log (%
Upo = U = 30 m,
r=1 Uy
no "oz *(u, — 1)+ (1 — o)A u,(u, — 1)
Un = 22 (a+1 r
M= g (a+ )a;[ AC=0) (1,)?2 ’
" a(u, — 1)
U a Ua Y
A A 7; N
n
Uaa - ?

Se o determinante |Hyyr1| # 0, a matriz de covariancia assintética é dada por

Uj;a U:‘;)\ UZa
1

Aa AA Aa | 0
|HKWLL|

YKwLL ~

* * *
Uaa a\ Uaa

com Uza = UA/\Uaa_Uz\m 2)\ = Uia = UaaU)\a_UocaU)\Aa Uza = U:a = UO&\UAa_UaaU/\)\v
Ui, = UpaUsa—U2,, Us, = Ul = UsaUaa — UnaUna, UZ, = UaaUax — U2, ; caso contrério,
aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).

A.3.5 Matriz de log-cumulantes

Jio Ji3
Jiwrn = |22 I )
J3a Js3

onde

2
T = == {0W(0) + vV (1)},
Jog = Jaz = 0,
L 3
J30 = Eiﬁ( )(a), J33 = gw( )(a)a

Ty = == {0 (@) ¥ (D)},
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A.3.6 Matriz de covariancia assintética e sua inversa

622 532

KKWLL = )

523 533

onde

8o = (J12)2U%, + 210 055U% + (J52)? U,

523 - 532 - ‘]33<J32U;a + leUj;a) + J13(<]12UZ¢04 + J32U2a) )
033 = (J13)° Uk, + 2J13J33U, + (J33)*Us,.

Se 099033 > 025 e |Hywir| # 0, entdo sua inversa é dada por

1 033 —0a2
KL= 75 ,
029033 — (023)% | _ Oos 0o

caso contrario, aplicamos a inversa de Moore-Penrose (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).

A.3.7 Estatistica 77 de Hotelling

A estatistica T2,,;;, ¢ dada por:

le(wLL = M [333 @2 - %)2 + 522 (E:% - %)2 - 2323 (%z — EQ) (@3 - R3)

A.4 Distribuicao Kumaraswamy
A.4.1 Log-verossimilhanca

¢(0) = nlog(a) + nlog(b) + (a — 1) znzlog(xr) +(b—-1) zn: log (1 —z9).

r=1 r=1

A.4.2 \etor escore

oue) _n & " 42 log(ar)
9 —a—i—;log(xr) (b 1)2:1 e
00(6)

n n
= 2 Y log(1 — 2.
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A.4.3 Funcdes g2(0) e g3(0)

(2 — @
o o) B0 =0+ 1)

a3

PO = ¥ + 1)

a?

92(0) =

A.4.4 Matriz de Informacao Observada e sua inversa

826(0) Uaa Uab

00700

HKW =

Y

Use Up

z% log? (z, n  z2log(zr n
onde Usg = 7 + (b= 1) Ty Fi2, Uny = Una = S0y 525 e U = 5.

Se o determinante |Hyy| # 0, a matriz de covariancia assintética é dada por

1 Uy —Ug

Kw ~ 77—
v |HKW|

b

- Uba Uaa

Caso contrério, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et al., 2008;
SEBER, 2007).

A.4.5 Matriz de log-cumulantes

onde

(2)

Jog = Y <Cl;+ 1);

Jis = S (@ (b1 1) — @ (1),
(3)

Joz = _¢ fg—i_ D)

A.4.6 Matriz de covariancia assintdtica e sua inversa

K 1 d22 032
Kw — )
[ Hc do3 33



A.4. Distribuicio Kumaraswamy 43

onde

022 = (J12)* Uy — 2J12J29 U + (J22)* Uy,
03 = 032 = J13(J12Up, — J22Ugp) + Jo23(J22Ugq — J12Uws),
033 = (J13)°Upy — 2J13J23U s + (J23)*Uga.

Se 09033 > 025 e |Hyy| # 0, entdo a inversa ¢ dada por

Kol | H| 033 —O32 |
v 522533 - 5%3 _(523 522

caso contrario, aplicamos a inversa generalizada de Moore-Penrose (RAO et al., 2008;
SEBER, 2007).

A.4.7 Estatistica T? de Hotelling

A estatistica T2, ¢ dada por:

12(w = m |:g33 (E2 — %2)2 + 522 (Eg - f~13)2 - 2323 (§2 - E2) (EZ& - %3)
22033 7 VY23




APENDICE B - Calculo das estatisticas

De acordo com (4.3), para derivar as estatisticas buscadas para as distribuigoes, precisamos

obter as seguintes quantidades: (i) As estimativas ry e k3 e (i) KL

Com as saidas dos Algoritmos 1 e 2, as estatisticas buscadas podem ser obtidas de

acordo com a manipulagao algébrica feitas em (4.3).

Algoritmo 1: Computo de y e A

=
Passo 1. Para os modelos considerados, tome 8 = {a « )\} ;

Passo 2. Compute a funcao de log-verissimilhanca ¢(0);

Passo 3. Derive as estimativas de 6 pela igualdade do vetor escore a zero, que
pode ser performado por meio de métodos numeéricos iterativos, tais como o
algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS);

Passo 4. Derive estimativas para s e &3 LC’s baseada em s = g2(0) e

23 = 93(5)

Algoritmo 2: Computo de K

Passo 1. Compute a matriz de LC’s, f, de acordo com (4.1), considerando as
fungoes go(-) e gs(-);

Passo 2. Derive a matriz 3 de acordo com(4.2);

Passo 3. Compute: K=J.%. j;

Passo 4. Se K ¢ nao-singular, compute K ! sua inversa usual (HARVILLE, 1997;
RENCHER; SCHAALJE, 2008); caso contrario, compute a inversa generalizada
de K (RAO et al., 2008; SEBER, 2007).
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