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Resumo

A distribui¢ao exponencial generalizada (GE), ou exponencial exponencializada (EE), foi
introduzida por Gupta e Kundu (1999) como alternativa para o modelo gama ou Weibull
em varias situacoes. Essas distribuicoes sao bastante utilizadas para anélise de tempos de
vida e ambas apresentam vantagens e desvantagens. Entao, para reunir as caracteristicas
de ambas, a distribuicao EE foi proposta. Segundo Gupta e Kundu (2002), a EE pode
ser utilizada com eficicia para anélise de tempos de vida, principalmente, na presenca de
censura ou dados agrupados. Outras distribuicoes exponencializadas foram propostas por
Kundu e Ragab (2005) e Nadarajah e Kotz (2003, 2006). H4, também, as distribui¢oes do
tipo Beta propostas por Nadarajah e Kotz (2004), Nadarajah e Gupta (2004) e Famoye et
al. (2005). Nestes termos, Cordeiro e Stosic (2008) propdem uma familia de distribui¢oes
denominada de distribuicoes Fstendidas, que sao uma variante das exponencializadas
utilizando a fungao de sobrevivéncia para gera-las. Neste trabalho, portanto, foi realizada
uma revisao das distribuicoes do tipo exponencializadas, beta e estendidas, inclusive com
a apresentacao de alguns resultados novos.

Palavras-chave: distribuicoes exponenciais exponencializadas, distribuicoes estendi-
das, estimacao Bayesiana.



Abstract

Generalized exponential (GE) or Exponentiated Exponential distribution was introduced
by Gupta and Kundu (1999) as an alternative to a gamma model or Weibull model
in many situations. These distributions are quite used for analysis of lifetime data
and both have advantages and disadvantages, then to gather characteristics both, EE
distribution was proposed. According to Gupta and Kundu (2002), the EE can be used
effectively in analyzing any lifetime data particularly in presence of censoring or if the data
are grouped. Other exponencialized distributions were proposed by Kundu and Ragab
(2005), Nadarajah and Kotz (2003, 2006). There are, also, Beta distributions proposed
by Beta Nadarajah and Kotz (2004), Nadarajah and Gupta (2004) and Famoye et al.
(2005). Then, Cordeiro e Stosic (2008) propose a family of distributions named Extend
distributions, which are a exponencialized variant of using the function of survival to
generate them. In this paper, therefore, a revision was written about the exponentiated,
beta and extend distributions, includin with the presentation of some new results.

Keywords: Exponentiated Exponential distribution, Extend distributions, Bayesian
estimation.
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1  Introducao

A distribuigdo exponencial generalizada (GE), ou exponencial exponencializada
(EE), foi introduzida por Gupta e Kundu (1999) como alternativa para o modelo gama
ou Weibull em varias situagoes. Essas distribui¢oes sao bastante utilizadas para anélise
de tempo de vida e ambas apresentam vantagens e desvantagens, entao para reunir
caracteristicas de ambas a distribuigdo EE foi proposta. Segundo Gupta e Kundu (2002),
a EE pode ser utilizada com eficacia para analise de tempo de vida, principalmente na

presenca de censura ou dados agrupados.

Ainda na classe de distribuicoes exponencializadas ha a distribuicdo de Rayleigh
generalizada, proposta por Kundu e Ragab (2005), que pode ser utilizada em modelagem
de dados de forca e também em dados de tempo de vida em geral; a Weibull exponenciali-
zada, proposta por Mudholkar, segundo Choudhury (2005); a gama exponencializada,
proposta por Nadarajah e Kotz (2006). Com relagdo a Gumbel exponencializada e Fréchet
exponencializada, os artigos de Nadarajah e Kotz (2006) e Nadarajah e Kotz (2003),
respectivamente, as propoem, porém aqui elas sao apresentadas seguindo a proposicao de

geragao da exponencial exponencializada e algumas de suas propriedades sao obtidas.

H&, também, as distribuicoes do tipo Beta. As principais sao: Beta Gumbel,
proposta por Nadarajah e Kotz (2004) e pode ser aplicada nas diversas areas da engenharia;
Beta Fréchet, proposta por Nadarajah e Gupta (2004); e a Beta Weibull, proposta por
Famoye et al. (2005).

Neste sentido, entao, Cordeiro e Stosic (2008) propoem uma familia de distribuigoes
denominada de distribuicoes FEstendidas, que sao uma variante das exponencializadas

utilizando a funcao de sobrevivéncia para geré-las.

Assim, o objetivo dessa dissertacgao foi aplicar a transformagao sugerida por Cordeiro
e Stosic (2008) em algumas das principais distribui¢oes continuas e verificar as distribui¢oes
geradas pelo procedimento. Caso a distribuicao gerada fosse desconhecida, algumas

de suas propriedades seriam obtidas. Um outro objetivo seria realizar estudos sobre a
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familia de distribuicoes estendidas tentando identificar distribuicoes a priori adequadas

aos parametros da mesma.

No Capitulo 2 do presente trabalho encontra-se a revisao sobre os principais modelos
continuos e no Capitulo 3, sobre estimagao bayesiana. No Capitulo 4 sao apresentados
os modelos exponencializados, sendo novos os resultados referentes a distribuicao de
Fréchet exponencializada e & de Gumbel exponencializada. No Capitulo 5 sao descritos
alguns modelos do tipo Beta. No Capitulo 6 é apresentado a transformagao sugerida por
Cordeiro e Stosic (2008) que gera as distribuigoes estendidas e algumas propriedades das
distribuicoes desconhecidas que foram obtidas. No Capitulo 7 tem-se uma descricao da
aplicabilidade da estimacao Bayesiana no modelo exponencial exponencializado. O traba-

lho ¢ finalizado com a apresentacao das conclusoes.
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2  Principais Modelos Continuos

Para estudar os resultados de um experimento aleatoério e predizer o seu comporta-
mento futuro, mantendo-se as mesmas condigoes, utiliza-se um modelo probabilistico no
qual a partir da caracterizacao da variavel aleatoria, através da funcao de probabilidade

(caso discreto) ou da fun¢ao densidade (caso continuo), é possivel conhecer sua distribuicao
de probabilidade.

A distribuicao de probabilidade é uma funcao que determina probabilidades para
eventos. Para qualquer conjunto de eventos existem muitas maneiras de determinar
probabilidades, de forma que a escolha de uma ou outra distribuicao é equivalente a

criar diferentes hipoteses sobre os eventos em questao.

As distribui¢oes de probabilidade, também, podem ser especificadas via momentos
ou por funcoes caracteristicas. Por existir um grande ntimero de modelos, apenas os

modelos continuos mais importantes serao tratados aqui.

2.1 Modelo Exponencial

2.1.1 Importancia e aplicacao

O modelo exponencial tem forte relacao com o modelo discreto de Poisson. Enquan-
to a distribuicao de Poisson pode ser usada para modelar o nimero de ocorréncias em
periodo continuo, a distribuigao exponencial pode modelar o intervalo entre as ocorréncias

sucessivas.

A distribuicao exponencial desempenha importante papel na descricao de uma
grande classe de fendémenos, tais como, tempo de vida de equipamentos, intervalo entre

chegadas de mensagens eletronicas, entre outros.

Uma propriedade importante do modelo exponencial é a falta de memoria, que

permite a translacao da origem no calculo de probabilidades, ou seja, a probabilidade
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de durar pelo menos ¢ + s anos, sabendo-se que ja durou s, é igual a probabilidade de
um equipamento novo durar pelo menos ¢ anos. A distribuicdo exponencial é a tnica
distribuicao continua com essa caracteristica. O parametro da distribui¢ao indica a taxa
de ocorréncia por unidade de medida, que pode ser tempo, distancia ou volume, entre

outros.

2.1.2 Func3do Densidade de Probabilidade

Uma varidvel aleatoria continua Y segue o modelo exponencial com parametro

A > 0, se sua fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) for dada por

fly; A) =xe™, y>0.

2.1.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A fungao de distribuigao acumulada (f.d.a.) da exponencial é dada por

F(y) =1—exp(=Ay).

2.1.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da variavel aleatoria Y é definida por:

My (t) = E(e™).

desde que a esperanca seja finita para t real em algum intervalo —ty <t < tg, com ¢t > 0.

Segundo Magalhaes (2006), a funcao geradora de momentos é o valor esperado
de uma funcao positiva da variavel aleatéria. Como outras transformadas, ela facilita o

calculo de probabilidades e de outras quantidades relacionadas.

Assim, a funcao geradora de momentos da distribuicao exponencial é dada por

My(t) = E(ety) = %7 t< A

Logo, a média e variancia sao, respectivamente, E(Y) = A"l e V (V) = A2,
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2.1.5 Func3do Caracteristica

A funcao caracteristica da varidvel Y é definida por

by (t) = E(e™) = Elcos(tY)] + iE[sen(tY)],

para t real e 1 = /—1.

A vantagem da funcdo caracteristica é que ela sempre existird, porém com o
inconveniente de trabalhar com uma funcao de valores complexos. Com relacao a funcao
geradora de momentos, esta condi¢ao é incerta, pois a integral que a define pode nem

sempre ser finita e, portanto, nem sempre existira.

Assim, a funcao caracteristica da distribuicao exponencial é dada por:

A
)=—"—) t<A
ovlt) =55 1<)

2.2 Modelo Uniforme Continuo

2.2.1 Importancia e aplicacao

A distribui¢ao uniforme é a mais simples distribuicdo continua de probabilidade
e define igual probabilidade para todos os valores de ¥ em um determinado intervalo.
Por este motivo, é importante como distribuicao de referéncia. Também é chamada de

distribuicao retangular.

Uma das mais importantes aplicacoes da distribuicao uniforme é na geracao de
numeros aleatorios. Isto é, quase todos os geradores de ntimeros aleatorios geram nimeros
aleatorios no intervalo (0,1). Para outras distribuic¢oes, alguma transformagao é aplicada

aos numeros aleatérios uniforme.

2.2.2 Funcao Densidade de Probabilidade

Seja Y uma variavel aleatoria continua no intervalo [a,b] C IR, no qual a e b sejam
ambos finitos. Entao diz-se que Y segue o modelo uniforme continuo no intervalo [a, b]
com funcao densidade dada por

1

f(y;a,b) = .
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2.2.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada da uniforme continua é dada por

0, se y<ua
Flyy=¢ 22 se a<y<l

a’

b—
1, se b<uy.

2.2.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da uniforme continua é dada por

My (t) = ﬁ[ebt _ e, t£0.

Logo, a média e variancia sao, respectivamente,

By) = 22
V(YY) = %

2.2.5 Funcao Caracteristica

A funcao caracteristica da uniforme continua é dada por
eitb o 6ita

Py (t) = Hh—a)

2.3 Modelo Gama

2.3.1 Importancia e aplicacao

A distribuicao gama possui uma relagao com a distribuicao de Poisson. Na Poisson
o objetivo ¢ obter o nimero de ocorréncias de algum evento durante um periodo de
tempo fixado. Na gama, o objetivo é conhecer o tempo necessario para obter um niimero

especificado de ocorréncias do evento.

A distribuicao gama também fornece uma representacao ttil de muitos fenomenos
fisicos e um melhor ajuste a distribuicao exponencial na modelagem de tempo de vida de

equipamentos.
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Aplica-se, também, a distribuicao gama & anélise de tempo de vida de equipamentos,
de tempo de retorno de mercadorias com falhas, processos meteorologicos, teoria de riscos

de seguros e a testes de confiabilidade.

2.3.2 Funcao Densidade de Probabilidade

Diz-se que Y segue o modelo gama se sua funcao densidade for

/B—yaflefﬂlx Y > 0,

fy; B,0) = o)

em que « e [ sdo parametros positivos e I'(a) é a fun¢ao gama definida por

o0

MNa) = /yo‘leydy, a > 0.
0

Pode-se observar que quando @ = 1 tem-se a distribui¢ao exponencial com parame-

tro 3 (Y ~ Exzp(3)). Quando o = % e 3 = § tem-se a distribui¢do qui-quadrado com n

graus de liberdade (Y ~ x?2).

2.3.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada da gama é dada por

P =55,

y
em que y(a,y) = [t* e ldt.
0

2.3.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da gama é

My (t) = (%)a, t < p.

Logo, a média e variancia sao, respectivamente, E(Y) = a/B e V(Y) = o/
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2.3.5 Func3do Caracteristica

A funcao caracteristica da gama é dada por

(P

2.4 Modelo Lognormal

2.4.1 Importancia e aplicacao

A distribuicdo lognormal tem aplicacoes generalizadas. E muito utilizada em
ciéncias fisicas e sociais e em engenharia, neste tltimo caso para descrever tamanho de
particulas, o tempo para haver uma falha no processo (confiabilidade) e o tempo para
consertar algo no processo (manutengio). Também, pode ser utilizada em uma variedade

de situagoes biologicas e farmacologicas.

2.4.2 Funcao Densidade de Probabilidade

A variavel aleatoria Y tem distribuicao lognormal se tem funcao densidade dada

por

o

flysp,0) = - ,

1 67%(logy—u)2

para y > 0, up e o > 0, sendo, respectivamente, média e desvio padrao das varidveis

logaritmicas (por defini¢ao, a variavel logaritmica é normalmente distribuida).

Algumas vezes, a distribui¢ao lognormal é denotada por A(yu, 0?) tal qual a distribui-

¢ao normal o é por N(u,0?).

2.4.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao da lognormal é dada por

11 flog(y) — p
F(y)—§+§erf |:0-—\/§:|7

y
em que erf(y) = \% [ exp(—t?)dt é a funcao erro ou fungdo erro gaussiana.
0



2.4.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da lognormal é dada por

k2 2
My (t) = exp (k:u + 20 ) :

Logo, a média e variancia sao, respectivamente,
o2
E(Y) = exp (u+ 7) :

V(Y) = exp(2u+0o?)[exp(a?) —1].

2.5 Modelo Normal Inversa

2.5.1 Importancia e aplicacao

19

A distribuicao normal inversa, ou ainda, distribui¢ao inversa Gaussiana, tem esse

nome pois, apresenta uma relagao inversa entre as fungoes geradoras de cumulantes desta

distribuicao com o da distribuicao normal.

Existem muitas parametrizacoes diferentes para a distribuicao inversa Gaussiana

que podem confundir um principiante. Tomando por base a parametrizacao da fungao de

densidade de probabilidade descrita abaixo, vale ressaltar que, como 6 tende a infinito, a

distribuicao normal inversa torna-se mais proxima da distribuicao normal.

A distribuicao normal inversa possui varias propriedades analogas a distribuicao

normal, como por exemplo, no caso iid: Y ~ N~ (u, nf).

2.5.2 Funcao Densidade de Probabilidade

A funcao densidade da distribui¢do normal inversa é dada por

1/2
0 —0(y — p)?
fy;p,0) = (27@3) exp [—(y ) ] y >0,

2u2y

em que, 0 >0e pu > 0.
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2.5.3 Func3o de Distribuicao Acumulada
A funcao de distribuicao da normal inversa é dada por
Fy(y)=q>[ Q@—l) +exp (2—9)<1> [— Q(3+1>
Yy \H H Yy \H

em que P(.) é a funcao de distribuigdo acumulada da normal padrao.

Y

2.5.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da normal inversa é dada por

My () = (%) (1 /11— 2’2%).

Logo, a média e variancia sao, respectivamente, E(Y) = ue V(Y) = 13/60.

2.5.5 Funcao Caracteristica

A funcao caracteristica da normal inversa é dada por

RN
o-mfi-(-2£))

2.6 Modelo Beta

2.6.1 Importancia e aplicacao

A distribuigao beta surge naturalmente como a distribuigao de V2=Y?/(Y?+Y3),
em que Y, Y7 sdo varidveis aleatorias independentes e Y7 tem distribui¢do x* com
v; (j = 1,2) graus de liberdade. Logo, V? segue uma distribui¢gao beta com parametros
p=11/2eq=1y/2. A distribui¢do beta, também, esté relacionada com algumas outras

distribuicoes tais como: t-Student, F, F nao-central, binomial e binomial negativa.

Aplicacoes da distribuicao beta sao frequentes para modelar dados consistentes de
proporgoes, variaveis hidrolégicas, indices relacionados a radiacao solar e outros. Também
¢ amplamente utilizada para ajustar distribuigoes tedricas cujas amplitudes de variacao

sao conhecidas. O ajuste pode ser realizado apds equacionar o primeiro e segundo
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momentos das curvas tedrica e ajustada.

2.6.2 Func3do Densidade de Probabilidade

A funcao densidade da distribuicao beta é dada por

fyip,q) = Yy 1—y)t, 0<y<1,

2.6.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada da beta é dada por

By(p, q)

F(y) = Bg)

em que By(p,q) é a fungdo beta incompleta definida por

Y
/ tP=H1 — )9 tdt.

0
2.6.4 Funcao Geradora de Momentos

Seja 1. 0 momento ordinario de ordem r. Assim, pu, = E(Y"). Logo, o momento

ordinario de ordem r da distribuicao beta é

+ Blp+rq Tlp+r)T(p+q)

fir B(p,q) C(p)T(p+q+r7).

Logo, a média e variancia sao, respectivamente,

E(Y) = -

p+q
VYY) = pelp+q)2(p+q+1)7"
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2.7 Modelo Logistico

2.7.1 Importancia e aplicacao

A primeira referéncia para o uso da funcao logistica como uma curva de crescimento
foi através de Verhulst em 1838. O uso da curva para estudos demograficos econdmicos
tem sido muito popular desde o fim do século XIX e muitas outras aplicagbes da curva
logistica tém sido estudadas durante os anos tendo, por exemplo, o uso para modelar
dados de producoes agricolas. Varios pesquisadores aplicaram o modelo logistico como
um modelo de crescimento em populagoes humanas, bem como, em alguns organismos
biologicos. A funcao de distribuicao logistica é muito importante nas aplicacdoes em

diferentes areas.

2.7.2 Funcao Densidade de Probabilidade

A funcao densidade da distribuicao logistica é dada por

T

f(y;:u’v V) = V[l +€_(y_#)/y]2 (21)

= (4v) 'sech’ B (y _ﬂ)} , YeR

14

em que p € IR e v > 0 sao, respectivamente, os parametros de locagao e escala.

2.7.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada da distribuicao logistica é dada por

Fly) = _|_e—(y—u)/V}_1

1
1

DN | —
7N

<
<

=
~__
| I
——
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2.7.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da distribuicao logistica é calculada utilizando-se

a transformacao Z = % em (2.1) e, portanto, tem-se que

Mz<t) _ / e—(l—t)z(1+€—z)—2dz

—00

. /1 67 (1 —0)ds, [0 =(c*+1)"
= B(l—t,1+1)

= mtcosect.
Logo, a média e variancia sao, respectivamente, E(Y) = p e V(Y) = 720?/3.

2.7.5 Funcao Caracteristica

Para obtencao da funcao caracteristica da distribuicao logistica, o método é anélogo

ao da funcao geradora de momentos e isto implica que

oz(t) = B(1 — it,1 4 it) = wt cosech t.

2.8 Modelo de Weibull

2.8.1 Importancia e aplicacao

A distribuicao de Weibull foi proposta pelo fisico sueco Waloddi Weibull, em 1939,
para representar a distribuicao da resisténcia de materiais e, em 1951, para varias outras
aplicacoes. Atualmente vem sendo bastante utilizada para anélise de tempos de vida
devido & sua flexibilidade em poder imitar o comportamento de outras distribuicoes

estatisticas, tais como, a normal e a exponencial.

2.8.2 Funcao Densidade de Probabilidade

A varidvel aleatéria Y segue o modelo de Weibull se sua funcao densidade for

definida como

L=

fy;v,a) = (%)Hexp [— (%)q Y o,y >0, (2:2)
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em que v é o parametro de forma e a o parametro de escala. Para 7 = 2 tem-se a
distribui¢ao de Rayleigh. Para v > 1 a fungao densidade (2.2) tende a zero quando y — 0

e para 0 < v <1 ela é uma funcao decrescente de y a partir da moda zero.

2.8.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribui¢ao acumulada da Weibull é dada por

Fy) =1—exp [— (2)”} .

(0]
2.8.4 Funcao Geradora de Momentos

A fungao geradora de momentos da Weibull é dada por

My () = a'T (% + 1) |

Logo, a média e variancia sao, respectivamente,

E(Y) = al (%+ 1) ,

2.8.5 Funcao Caracteristica

A fungao caracteristica da Weibull é dada por

oy (t) = a"'T (% + 1) :

2.9 Modelo Normal

2.9.1 Importancia e aplicacao

A distribuicao normal ou Gaussiana é a mais importante da Estatistica face as suas
inimeras aplicagoes e por constituir uma aproximagcao razoavel para um grande nimero
de distribuicoes de interesse (CORDEIRO, 1992). No inicio do século XIX, sua importancia

teodrica foi disseminada através dos trabalhos de Laplace e Gauss.
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A distribui¢ao normal, também conhecida como a “curva em forma de sino”, tem sua
origem associada aos erros de mensuracdo. E sabido que, quando se efetuam repetidas
mensuracoes de determinada grandeza com um aparelho equilibrado, nao se chega ao
mesmo resultado todas as vezes; obtém-se, ao contrario, um conjunto de valores que
oscilam, de modo aproximadamente simétrico, em torno do verdadeiro valor. Gauss
deduziu matematicamente a distribuicao normal como distribuicao de probabilidade dos

erros de observacao, denominando-a entao “lei normal dos erros”.

Sabe-se que nao sao poucos os exemplos de fendémenos da vida real representados
por distribui¢oes nao-normais, curvas assimétricas, por exemplo. Mesmo assim, a distribui-
¢ao normal desempenha papel preponderante na estatistica, e os processos de inferéncia

nela baseados tém larga aplicagao.

2.9.2 Func3do Densidade de Probabilidade

A variavel aleatoria Y, que tome todos os valores reais —oo < y < 00, tem uma

distribuicao normal se sua funcao densidade for

fysp,0) = U\}%exp {— %}

em que p é o parametro de locagao, igual & média, e o é o desvio padrao e satisfazem as

condigoes —o0o < pu < 00, 0 > 0. Para u =0 e 0 = 1 tem-se a distribuicao normal padrao.

2.9.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

A funcao de distribui¢ao acumulada da distribuicao normal pode ser expressa em

termos da func¢ao erro erf como segue:

F(y) = % {1 +erf <32?/§)1 .

2.9.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da distribuicao normal é dada por

1
My (t) = exp(ut — 502152).

Logo, a média e variancia sdo, respectivamente, E(Y) = pe V(Y) = o2
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2.9.5 Func3do Caracteristica

A funcao caracteristica da distribuicao normal é dada por

oy () = exp(pit — %02252).

2.10 Modelo Qui-Quadrado

2.10.1 Importancia e aplicacao

Gauss, em 1816, escreveu em um dos seus artigos em geodetics (o ramo da matemati-
ca aplicada que determina a forma e a area de grandes extensoes de terra, a posicao exata
de pontos geograficos e, a curvatura, a forma e as dimensoes da Terra), uma derivagao
da distribuigao assintotica da qui-quadrado (¥ — o0), que é a ja conhecida distribuicao
normal com média v e desvio padrao v/2v. A distribuicdo qui-quadrado também apareceu
em Pearson (1900), no artigo "On a criterion that a given system of deviations from the
probable in the case of a correlated system of variables is such that it can be reasonably
supposed to have arisen from random sampling”, como a distribuicao aproximada para as

estatisticas qui-quadrado utilizadas para diversos testes em tabelas de contingéncia.

A distribuicao qui-quadrado é uma das distribuicoes mais utilizadas em estatistica
inferencial, isto é, em testes de hipoteses. Ela é util porque, sob hipoteses razoaveis,
pode ser provado facilmente que a distribuicao das quantidades calculadas se aproximam

a distribuicao qui-quadrado se a hipotese nula é verdadeira.

2.10.2 Funcao Densidade de Probabilidade

Seja X; (i = 1,...,n) variaveis aleatorias independentes e normalmente distribuidas

com média 0 e variancia 1, entao a variavel aleatoria
n
Y =) X7
i=1

é distribuida de acordo com a distribuicao qui-quadrado, representada por

Y ~ 2.

A distribuicao qui-quadrado tem apenas um parametro: n - um ndimero inteiro

positivo que especifica o ntimero de graus de liberdade.



Assim, a funcao densidade da distribuicao qui-quadrado é dada por

(3)2y: ! exp(—Y)

fly) = ) :

y > 0.

2.10.3 Funcao de Distribuicdo Acumulada

A funcao de distribuicao acumulada da qui-quadrado é dada por

F( ):7(3,%)

= y>0,
r'(%)

y
em que y(a,y) = [t* e ldt.
0

2.10.4 Funcao Geradora de Momentos

A funcao geradora de momentos da qui-quadrado é

My (t) = (1 =20)"2, t<1/2.

Logo, a média e variancia sao, respectivamente, £(Y) =ne V(Y) = 2n.

2.10.5 Funcao Caracteristica

A funcao caracteristica da qui-quadrado é

oy (t) = (1 —2it)"? t<1/2.

27
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3  Estimacao Bayesiana

Segundo Box e Tiao (1992), opinar sobre a importancia do Teorema de Bayes para
a inferéncia estatistica, o tem colocado entre aceitagao e rejeicao desde a sua publicacao
em 1763. Durante anos os fundamentos da inferéncia Bayesiana foram vistos, de forma
interessante, mas como uma tentativa errada de resolver um problema importante. Porém,
o interesse no modo de raciocinio de Bayes tem aumentado em razao dos trabalhos de
diversos autores como Fisher, Jeffreys, Barnard, Ramsey, De Finetti, Savage, Lindley,
Anscombe e Stein, que contribuiram para tornar mais claro e ultrapassar algumas das

dificuldades filosoficas e préticas.

A investigagao cientifica utiliza métodos estatisticos em que controla a coleta e
andlise de dados, alternadamente. A andlise dos dados consiste em criticas a inferéncia
condicional pela analise de residuos e de outras medidas. A inferéncia estatistica, portanto,
é apenas uma das atribuicoes do estatistico e representa um passo importante. A inferéncia
Bayesiana por si s6 parece oferecer a possibilidade de uma flexibilidade suficiente para
permitir uma reacao a complexidade cientifica livre de impedimento de natureza puramente

técnica.

A distribuicao a priori, que representa o que se sabe sobre os parametros desconheci-
dos dos dados disponiveis, desempenha um papel importante na anélise Bayesiana. Essa
distribuicao pode ser utilizada para representar conhecimento prévio ou ignorancia relativa.
Nos problemas de inferéncia cientifica, o ideal seria, se possivel, que os dados “falassem
por si”. Por conseguinte, essa distribuicao, geralmente, é adequada para realizar a analise,
como se existisse um estado de relativa ignorancia a priori. No entanto, é compreensivel
a apreensao sentida por alguns estatisticos sobre o uso de distribuicoes priori, que muitas
vezes sao associadas com o receio de que a priori possa dominar e distorcer “aquilo que os

dados estao tentando dizer” (BOX; TIAO, 1992).
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3.1 O Teorema de Bayes

Seja vy = (y1, - . .,Yys) um vetor de n observacoes cuja distribui¢ao de probabilidade
p(y|f) depende dos valores de k parametros 0 = (0y,...,6;). Suponha que 6 tem uma
distribuicao de probabilidade p(6). Entao,

p(wl0)p(0) = p(y,0) = p(Oly)p(y)-

Dado y observado, a distribuicao condicional de 6 é

_ plow(®)

p(Oly) ()

(3.1)

Também, pode-se escrever

[ p(yl@)p(8)dl, se 6 & continuo;

=F 0) =c ' =
p(y) = Elp(yl0)] { S plyl)p(d), se 6 é discreto,

em que a soma ou a integral ¢ tomada no intervalo de admissibilidade de 6 e E[f(0)] é a
esperanca matematica de f(0) no que diz respeito a distribuigao de p(#). Outra forma de

escrever (3.1) é
p(Bly) = cp(ylf)p(0). (3:2)

A condigao em (3.1), ou em (3.2), é referido como Teorema de Bayes. Nesta
expressao, p(f), que representa o que é conhecido a respeito de 6 sem o conhecimento
dos dados, é chamada de distribuicao priori de 6. Correspondentemente, p(f|y), que
representa o que é conhecido a respeito de 6 dado o conhecimento dos dados, é chamada
distribuicao posteriori de 6 dado y. A quantidade ¢ é simplesmente uma constante
de “normalizagdo” necessaria para assegurar-se de que a distribuicao posteriori p(6|y)

integrada ou somada (em caso discreto) é 1.

O Teorema de Bayes, também, pode ser representado nao por uma funcao de y,
mas de 6, através da funcao de verossimilhanca de 6 dado y, ou seja, I(0|y) e, portanto,

(3.2) pode ser escrito como
p(0ly) = L(8ly)p(0). (3:3)

Isso significa que o Teorema de Bayes retrata que a distribuicao de probabilidade

posteriori de € dado y é proporcional ao produto da distribuicao priori de @ e verossimilhan-
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ca de 6 dado y . Isto é,

distribuicao posteriori o< verossimilhanga x distribuicao priori.

Segundo Box e Tiao (1992), a funcdo de verossimilhanca [(f|y) desempenha um
papel muito importante na féormula de Bayes, pois ela é a funcao pela qual y modifica o
conhecimento a priori de 6. Esta funcao pode ser considerada como a representacao da

informacao sobre 6 que vem dos dados.

Tem-se, também, que (3.3) permite atualizar continuamente a informagcao sobre 6

a medida que mais dados sao observados.

Assim, suponha uma amostra inicial de observacgoes vy, entao a formula de Bayes é
p(Oly1) o< p(0)1(0]y1).

Agora, suponha uma segunda amostra de observacoes ys, distribuida independentemente

da primeira, entao

p(Oly2, y1) o< p(O)I(0y1)l(0]y2)
o< p(Oly)l(0ly2).

Obviamente este processo pode ser repetido intimeras vezes, ou seja, se ha n
observacoes independentes, a distribuicao posteriori poderd ser calculada a cada nova
observacao, entao no m-ésimo estagio a verossimilhanca associada com a m-ésima observa-
¢ao é combinada com a distribuicao posteriori de 6 apos m — 1 observacoes, gera uma

nova distribuicao posteriori

p(Olyr, - Ym) X pOlyr, - s Ym—)I(O|Yym), m=2,... n.

3.2 Distribuicoes Priori Nao-informativas

Para identificar qual distribuicao priori deve ser aplicada aos parametros de uma
distribuicao, sem que haja um conhecimento prévio sobre a mesma, e que gere os resultados
esperados quando da realizacao de um experimento, alguns métodos sao apresentados a

seguir.
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3.2.1 Verossimilhanca de dados transladados

Segundo Box e Tiao (1992), se ¢(#) é uma transformacio um a um de 6, pode-se
dizer que uma distribui¢do a priori de 6, que é localmente proporcional a |d¢/df|, é
nao-informativa para o parametro 6 se, em termos de ¢, a curva de verossimilhaca
apresenta os dados transladados, isto é, os dados servem apenas para trocar a locacao da
verossimilhanca [(¢]y). Matematicamente, uma verossimilhanca de dados transladados

sera da forma

10ly) = glo(0) — f(v)], (3.4)

em que ¢(.) é uma funcao conhecida, independente de y, e f(y) é a funcao de y.

Porém, como esperado, uma transformacao que permite que a verossimilhanca seja
expressa exatamente como em (3.4), geralmente, nao esta disponivel. No entanto, para
amostras de tamanho moderado, devido a insensibilidade da distribuicao posteriori a
pequenas alteragdes na priori, é necessario uma transformagao ¢(6), em termos de que a
verossimilhanca seja aproximadamente transladada pelos dados. Ou seja, a verossimilhanca

para ¢ é quase independente de y, exceto por sua locacao.

3.2.2 Meétodo de Jeffreys

A classe de prioris nao informativas proposta por Sir Harold Jeffreys (1961), em
sua publicacao intitulada "Theory of Probability”, é invariante a transformacoes um a um,
embora, em geral, seja impropria e serd definida a seguir. Antes porém precisamos da

defini¢do da medida de informacgao de Fisher (BOX; TIAO, 1992; EHLERS, 2003).

Considere uma tnica observagao Y com fun¢ao densidade de probabilidade p(y|6).

A medida de informacao esperada de Fisher de 6 através de Y é definida como

10)=E [——62 102;@]9)} .

Se 6 for um vetor paramétrico define-se, entao, a matriz de informacao esperada

de Fisher de 8 através de Y como

- 9% log p(y|0)
1) = E [——89(%, ] .
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O conceito de informacao, aqui, estd sendo associado a uma espécie de cur-
vatura média da func@o de verossimilhanca no sentido de que quanto maior a
curvatura, mais precisa € a informacado contida na verossimilhanca, ou equiv-
alentemente, maior o valor de I(f). Em geral, espera-se que a curvatura seja
negativa e por isso seu valor é tomado com sinal trocado. Note, também,
que a esperanca matematica é tomada em relacao & distribuicao amostral.
(EHLERS, 2003)

Definindo-se, entao, o método de Jeffreys tem-se que: A distribuicao priori de um
parametro 6 é aproximadamente nao-informativa se for tomado como proporcional a raiz
quadrada da informagao de Fisher (BOX; TIAO, 1992). Portanto, a priori nao informativa
de Jeffreys tem funcao de densidade dada por

p(0) oc [1(0)]'2.

Se 6 for um vetor paramétrico tem-se

p(6) o< | det ()2
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4  Modelos Exponencializados

Para anélise de dados de vida as distribuicoes de probabilidade mais utilizadas sao
a gama e a Weibull. Ambas distribui¢oes apresentam desvantagens e uma delas é que a
funcao de distribuicao ou funcao de sobrevivéncia da gama nao é facilmente calculada se o
parametro de forma nao é inteiro. Neste caso, torna-se necesséario a aplicacao de técnicas

de integracao numérica, o que faz a gama impopular quando comparada a Weibull.

A distribuicao de Weibull foi proposta pelo fisico sueco de mesmo nome, em 1939,
para representar a distribuicao da resisténcia de materiais e vem se tornando popular para
andlise de tempos de vida, porque na presenca de censura é muito mais facil de tratar,
pelo menos numericamente, quando comparada a gama. Porém uma de suas desvantagens
é que a convergéncia assintotica para a normalidade da distribuicao dos estimadores de

maxima verossimilhanc¢a ¢ muito lenta (GUPTA; KUNDU, 2001a).

4.1 Distribuiciao Exponencial Exponencializada

Com o objetivo de reunir as caracteristicas das distribuicoes gama e Weibull, Gupta
e Kundu (1999) propuseram a Distribuigao Exponencial Exponencializada (EE). Portanto,

Y é uma variavel aleatoria do tipo EE bi-paramétrica se definida como segue:

funcao de distribuicao

Fe(y;a,\) = (1 —e )% a,\y>0. (4.1)

funcao densidade
fe(y;a, A) = aX(l —e M), (4.2)

funcao de sobrevivéncia

Se(yr0.0) = 1= Fe(yia, ) =1 — (1)
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e funcao de risco

. _ Te(y:a, \) _ al(l — €_>‘y)0¢_1€—)\y
hE<y7a7)\) - SE(y’O[’)\) - 1_(1_67)\:[/)0[ 3

em que « é o parametro de forma e A é o parametro de escala. Quando o = 1, tem-se a
distribui¢ao exponencial. Além disso, segundo Kundu (2004), a distribuigao EE é definida
como um caso particular da funcao de distribuicao Gompertz-Verhulst, definida abaixo,

quando p = 1:

1
Gt)=(1—pe ™™ se t> X log p,  p, e Andmeros reais positivos.

Com relacao a taxa de risco da EE, ela apresenta as mesmas caracteristicas da
gama. Entao, se os dados sao de um ambiente de manutencao regular é mais sensato
utilizar a distribuicdo gama ou EE do que a Weibull (ver Tabela 1). Também, segundo
Gupta e Kundu (2002), uma das vantagens dessa distribuigao é que devido a estrutura
simples de suas fungoes de distribuicao e sobrevivéncia, a EE pode ser usada de forma
eficaz na anéalise de dados de tempo de vida, particularmente, na presenca de censura ou

dados agrupados.

Tabela 1: Comparacao das funcoes de risco

Funcao de risco
Parametros gama, Weibull EE
a=1 Constante Constante Constante
a>1 Crescente de 0 a A Crescente de 0 a oo Crescente de 0 a A
a<l Decrescente de oo a A | Decrescente de oo a 0 | Decrescente de oo a A

Gupta e Kundu (2001a) calcularam os momentos da distribuicao EE por

(4.3)

(a—1)...(a—1)
7! :

em que c(a —1,7) =
Dado que (4.3) é uma série convergente para qualquer k > 0, entdo, todos os
momentos existem e para valores inteiros de «, (4.3) pode ser representada como uma

série finita. Logo, a média da distribuicao EE é

1
(i+1)%

E(Y) = % Z(_Uic(a —1,i)
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e o segundo momento é

E(Y?) = i—‘j D (=1e(a - 1,1)

=0

1
(i41)3

Também, pode-se expressar os diferentes momentos da distribuicao EE através da
funcao geratriz dos momentos M (t) de Y para 0 < t < A, em termos da fungdo gama.

Tem-se,
[ee]

M(t) = E(e™) = a) /(1 — e W) let=Ny gy, (4.4)

0

Fazendo a substituicio z = e, (4.4) reduz-se a

(a+1)I(1—1)
Ma—£+1)

1
¢ r
M(t) = a/(l —2)* T xdz =
0

Diferenciando log[M (t)] e avaliando em ¢ = 0, tem-se que a média e a variancia de

Y sao
1

Wla+1) —v@)] e var(Y) = 5[ (1) = ¢ (a+ 1),

B(Y) = -

> =

em que ¥(.) é a funcdo digama e v¢/(.) é sua derivada. Momentos centrais de ordem

superior podem ser obtidas em termos de fungoes poligamas.

Além dos momentos centrais, também, tem-se outras medidas de posicao tais como:
a moda que é igual ao log o para a > 1 e 0 para a < 1, e a mediana cujo valor é
—log[l — (1/2)a]. Estes valores sio validos quando A = 1. A média, mediana e moda
sao funcoes nao-lineares do parametro de forma e quando o parametro de forma tende a
infinito, todas essas medidas, também, tendem a infinito. Para valores grandes de «, a
média, a mediana e a moda sao, aproximadamente, iguais ao log ar, mas elas convergem

para taxas diferentes (GUPTA; KUNDU, 2007).

Com relacao as medidas de assimetria e curtose da EE, as mesmas podem ser

obtidas da seguinte forma:

/A H3 Ha
ﬁl = Wa ﬁ? - E7

Ho 2

em que o, i3 € g Sa0 0 segundo, terceiro e quarto momentos centrais, respectivamente.

Essas medidas sao independentes do parametro de forma.
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A funcao de log-verossimilhanca pode ser escrita como

l(a,\) =nlog a+nlog A+ (a— 1) Zlog(l — W) — )\Zyi. (4.5)
i=1

=1

Logo, para calcular as estimativas de maxima verossimilhanca (EMV) de «a e A,
maximiza-se (4.5) com relacdo aos parametros e obtém-se o resultado de que a EMV de

a como funcao de \ é
n

> log (1 — e=wi)

i=1

Mais detalhes sobre as EMV da distribuicao EE podem ser encontrados em Gupta
e Kundu (1999, 2001a, 2001b, 2002). Além do método de maxima verossimilhanga para
obtencao das estimativas dos parametros tem-se, também, o método dos momentos,
estimadores percentis, minimos quadrados e estimadores [.-momentos que estao descritos

em Gupta e Kundu (2007).

Em relacdo a intervalos de confianga e testes de hipoteses, Gupta e Kundu (2002)
propoem o uso do teste da razao de verossimilhangas (RV) e os resultados de normalidade
assintotica quando ambos os parametros sao desconhecidos. Se o parametro de escala é
conhecido, entdo existe um teste uniformemente mais poderoso (UMP) ou uniformemente
mais poderoso nao viesado (UMPNYV), dependendo das alternativas. Os diferentes casos
serao analisados separadamente. Primeiro considera-se que ambos os parametros sao

desconhecidos e depois o caso no qual um dos parametros é conhecido.
e Ambos os parametros sao desconhecidos

Testa-se o parametro de forma «, quando o parametro de escala também é desconhe-
cido, ou seja, Hy : @ = ag versus H; : a # «g. Neste caso nao é possivel obter um teste
UMP ou um teste UMPNV. A proposta entdo ¢ utilizar a RV Wy = 2[1(&, ) — I(ag, N)],
em que A é a EMV restrita de A quando o = ay e, de ) sdo as estimarivas irrestritas
de a e A, respectivamente. Para amostras grandes, a distribuicao de Wi sob Hy é,
aproximadamente, y3. Um intervalo de confianga ao nivel de (1 — )100% de confianga
consiste em um conjunto de valores o tal que Wi(ap) < Xil*ﬁ” em que Xilﬂ € o
100(1 — )% da x3. Também, pode-se usar os resultados de normalidade assintética para
as EMV (ver Gupta e Kundu, 2002) para construir intervalos de confianga aproximados

ou testes de hipoteses.

No caso do parametro de escala A, o teste de hipotese é similar ao do parametro

de forma, «, ou seja, as hipoteses sao Hy : A = \g versus Hy : A # Ag. A estatistica da
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RV & Wa = 2[1(&, \) — (&, Xo)], em que d& e A sdo as EMV de a e ), respectivamente, & é
o EMV restrito de o quando A = Ay e pode-se aproximar W, sob Hy por uma x? para n
grande. A construcao do intervalo de confianca de A é similar ao de a ou pode-se utilizar

os resultados da normalidade assintotica para o teste de hipdtese acima.

Também, podemos testar simultdneamente o e A. As hipoteses sao Hy : a =
g, A = Ag versus H; : pelo menos um nao é verdadeiro. A estatistica da RV é W3 =
2[1(&, A) — I(a, Ao)]. Neste caso, & e A também sdo as EMV de a e ), respectivamente.
Para n grande, a distribuigao de W3 sob Hy ¢, aproximadamente, x4 e, também, é possivel

usar os resultados da normalidade assintotica para o teste de hipotese acima.
e Parametro de escala é conhecido

Agora considera-se o teste de hipotese para o parametro de forma quando o parame-

tro de escala é conhecido. Suponha o teste de uma das seguintes hipoteses:

Hy o= a, Hi :a+# ap;
Hy :a=a, Hy:a < ag;

Hy a=aq, Hi:a> a.

Considere a tultima hipotese. Desde que A é conhecido, pode-se assumir A = 1. O
teste da razao de verossimilhancas para testar Hy : a = a versus Hy : a > «q é realizado
n

da seguinte forma: Rejeita-se Hy se [[(1 — e %) > ¢ e aceita-se caso contrario.
i=1

Sabe-se que esse teste é equivalente a (ver Gupta e Kundu, 2002)

" Jog(l— e
U: aOZz:l(\)/gFE € ) +\/ﬁ>c

e que sua distribuicao sob Hy é a mesma de

X

V="

+V/n,
em que 2X tem distribuigao x3,, portanto tem-se

2X = —204210g(1 —e ¥
i=1

que pode ser usado como uma quantidade pivotal para obter o intervalo de confianca de
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a. Logo, quando A é conhecido, o intervalo de confianca ao nivel de 95% para « é:

2 2
X2n,.025 X2n,.975
23 log(1— ) —2 5L, log(1 — %)

em que X%,Z’_g% € X3n.025 580 0s quantis 97,5% e 2, 5% da distribui¢do x3,. Para n grande,

a distribuicao de U pode ser aproximada pela normal padrao.

Como ja foi dito anteriormente, as fun¢oes de distribuicao e densidade da distribui-
cao EE apresentam similaridades com as correspondentes funcoes das distribuigoes gama
e Weibull. Comparando a distribuicao EE com a gama tem-se que, segundo Gupta e
Kundu (2004), em muitas situacoes a distribui¢do exponencial exponencializada fornece

melhor ajustamento que a distribuicao gama.

Uma outra situagao possivel esta descrita em Kundu e Gupta (2005). Suponha que
X é a resisténcia de um componente que esté sujeito a uma tensao Y, sendo R a medida
da performance do sistema e surge em um contexto de reabilitagao mecanica do mesmo.
O sistema falha se e somente se em qualquer tempo a tensao aplicada for maior que a
resisténcia. Entdo, com o intuito de inferir sobre R = P(Y < X)), em que Y ~ EE(a, \),
X ~ EFE(f3,\) e sao independentemente distribuidas, primeiramente obtém-se a EMV de

R e sua distribuicao assintoética.

Desenvolvendo a igualdade R = P(Y < X) obtém-se que seu valor é 3/(a+ 3) e

obtendo-se a log-verossimilhanca na amostra observada chega-se as seguintes EMV:

R m A n

o= — m . ) 6 = - n . )
D log (1 —e~w) 2. log (1 —em)
i=1 j=1

e\ pode ser obtido como a solugao da equagao nao-linear da forma h(\) = A, em que

h(\) = n N Xje M m
( ) - (m + n) S log(1—e > Xk) x = (1—e*%4) + > log(l1—e k)
—1

X — (1Y —AY) + Z _ 7>\X + Z 1 ef>\Y

Calculando A, & e 3, a EMV de R ¢ R = 3/(a + f3), e a distribuicio de R ¢,
assintoticamente, normal. A expressao da variancia assintética pode ser encontrada em

Kundu e Gupta (2005).

Admitindo A = 1 tem-se
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n Y log(l—e¥)
j i=1

ny log(l1—e¥)+m). log(l—e %)

=1 7j=1

Gupta e Kundu (2002) mostram que

—25210g(1 —e M)~ XE e — 2azlog(1 — ) ~ X
=1 i=1

Logo,

d V d 1 R 1-R 4
= = , ou X — =
V+cU 1—1—%2 1-R R

sendo que 2 indica equivalente em distribuicao e ¢ = %g‘ As variaveis aleatorias U e V
sao independentes e tém distribuicao x? com 2n e 2m graus de liberdade, respectivamente.
Além disso, Z tem distribuicao £’ com 2n e 2m graus de liberdade e a funcao de distribuicao

de R é obtida de
()

m—+n’
(1 X nﬁ(l—z))

falz) =k x 0<z<l,

mox

= o (2) ()"

O intervalo de confianca a 100(1-v)% de R pode ser obtido como

em que

1 1
Lt Pomona—3 % (7 = 1) 1+ FPamang ¥ (7 — 1)] ’

- .~ . . . e e~
em que F2m72n;% e F2m72n;1_% sao os percentis % ° inferior e superior da distribuicao F' com

2m e 2n graus de liberdade.

4.2 Distribuicao de Fréchet Exponencializada

A distribuicao de Fréchet Exponencializada (FE) generaliza a distribuigao de Fréchet
da mesma forma que (4.1) generaliza a distribui¢ao exponencial. Sabendo que a distribui¢ao

de Fréchet tem funcao de distribuicao

F(y) = e~/
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para y > 0,0 > 0eX > 0, entao a nova distribuicao serda definida com o parametro

adicional « pela fungao de distribui¢ao acumulada (f.d.a.)

G(y) = e~/ (4.6)

para o > 0.

A funcao densidade é

)>\

9(y) = adote /W) =0 (4.7)

e quando o = 1 tem-se a distribuigao original. A Figura 1(a) ilustra algumas das possiveis

formas da f.d.p. da FE para valores selecionados de a e 0 =1 e A = 1.

A funcao de risco é definida como sendo

a)\o.)\yf(lJr)\)efa(a/y))‘

h(y) = (4.8)

1 — e—alo/p)

A Figura 1(b) ilustra algumas das possiveis formas da funcao de risco da FE para

valores selecionados de caeoc=1e A = 1.

B
—

15

-- alpha=0.5 R --- alpha=0.5
— alpha=1 PN — alpha=1
—— alpha=2 ! N —— alpha=2
o ] o |
— —
= =
2 =

0.5

0.0

00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30
y y
(a) F.d.p. da distribuicdo FE. (b) Funcao de risco da distribuicio FE.

Figura 1: Fungao densidade e Fungéo de risco da distribuigao de Fréchet exponencializada para valores
selecionados de c e c=1e A = 1.

Os momentos da distribui¢cao FE sao dados por

E(y™) :/ yrae e @/ =N gy (4.9)
0
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Substituindo z = (o/y)?, (4.9) reduz-se a

EY") = aa’”/ ey, (4.10)
0

Para obtencao da EMV, a log-verossimilhanca de uma amostra aleatéria yq,...,y,
de (4.7) &

(o, a,\) = n log(alo?) + ac? Zy{’\ —(14+X) Zlog Yi-
i=1

4.3 Distribuicao de Rayleigh Exponencializada

Para a > 0 e A > 0, a distribui¢do de Rayleigh Exponencializada (RE) tem f.d.a.:

Gly;a, A) = [1—e ™)y >0,

funcao densidade

g(y; o, \) = 204)\2y67()‘y)2[1 — e*(Ay)Q]afly y>0.

funcao de sobrevivéncia

S(?/’ a, A) — 1 — [1 — 6—(/\y)2]a7 y > O

e a funcao de risco
2aX\2ye~ (W [] — e~ (w)*]a1

h(y; a, A) = [ TP

em que « e A sao os parametros de forma e escala, respectivamente. A distribuicao RE

¢ denotada por RE(a, \). E observado em Kundu e Raqab (2005) que para a < i, a

2
funcao densidade RE é uma funcao decrescente e possui assimetria unimodal & direita
para a > % A funcao de risco, para a < %, é do tipo U ou banheira e para a > %, ¢ uma
funcao crescente. A distribuicao RE pode ser utilizada em modelagem de dados de forca

e, também, em dados de tempo de vida em geral.

Considerando uma amostra aleatoria de tamanho n proveniente de uma RE(«, \),

sendo ambos os parametros desconhecidos, a log-verossimilhanga ¢ dada por

[(a,\) = C +nlog a+ 2n log )\+Zlog Y — )‘QZ?JZ'Q + (a — 1>Zlog [1— e O
: i=1

i=1 =1
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e a EMV de a como fungao de A, &(\) é

n

Of()\) = _E?:l log [1 _ e_()\y)g] .

Maiores detalhes sobre as EMVs e outros métodos de estimacgao estao em Kundu
e Raqab (2005).

4.4 Distribuicao de Weibull Exponencializada

"Proposta por Mudholkar” (CHOUDHURY, 2005), a fungao densidade da Weibull

Exponencializada é

o)=Lt

«

Qe
Q ke

)6]0_1 e (8) (%)c_l ,y>0,a0>0,c>0,0>0. (4.11)

A vantagem dessa expressao é que a mesma pode ser utilizada para determinar
momentos sem qualquer restricdo ou condigao nos parametros (CHOUDHURY, 2005). Se
0 = 1 tem-se a distribuicao de Weibull e se ¢ = 0 = 1, tem-se a distribuicao exponencial.

A funcao de risco é dada por

o {1 - [1 - e(é{)‘]e}a

Mudholkar, também, propos o seguinte teorema sobre a forma grafica da fungao

c e 97167(%6 yye-1
h(y) = ’ [1 } ( )

de risco:

Teorema 4.4.1. Para a familia Weibull exponencializada (4.11), a fun¢ao de risco é:
(a) forma de banheira, se ¢ > 1 e cf < 1;

(b) unimodal, se c <1 e ch > 1,

(c) mondtona crescente, se ¢ > 1 e cf > 1,

(d) mondtona descrescente, se ¢ <1 e cf < 1.

Além disso, as monotonicidades sao estritas exceto para a distribuicao exponencial

correspondente a ¢ = 60 = 1.

Os momentos da distribuicio EW sdo citados, mas nao calculados, por (NADARA-

JAH; KOTZ, 2006):

b=t [ [ (2] (1o [ ()]}



43

4.5 Distribuicao Gama Exponencializada

Definida por Nadarajah e Kotz (2006), a f.d.a. da gama exponencializada (GE),

que generaliza a distribuicao gama padrao, é dada por

G(y) = {Wa’ y)} ) : (4.12)

emquey >0,a>0ea>0.

A funcao densidade correspondente é

(4.13)

oly) = Y e@(y) [7 a,y)]“l'

['(a) ['(a)

Se a = 1, entao (4.13) reduz-se a func¢ao densidade da EE em (4.2) com A = 1. De

forma geral, se a é um inteiro positivo , entao (4.12) e (4.13) podem ser simplificadas para

respectivamente.

A funcao de risco da GE ¢

a—1

oy exp(—y)v* a,y)

T ey

(4.14)

Observa-se que h(y) ~ aa'™*y**"!/T%(a) quando y — 0 e que h(y) — 1 com
R (y) — 0 quando y — oo. Outras caracteristicas de (4.13) e (4.14) encontram-se em
Nadarajah e Kotz (2006).

Entretanto, pode-se obter o modelo exponencializado para a distribuicao gama de
parametros (a, 3). Entao, seja a fungao de distribuigao e func¢ao densidade da distribuigao

gama, respectivamente,

v(a, By)

F(y) = Ta) y >0,
f(y) = %y exp(—By), y> 0.
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Entao, af.d.a. ef.d.p. da distribuicao gama exponencializada ficam assim definidas:

funcao de distribuicao

funcao densidade

() = ARy~ exp(—fy) {’Y(O@ﬁy)] )

(o) [(a)

(4.15)

(4.16)

A funcao de distribuigao da gama exponencializada (GE) pode ser reduzida utilizando-se

a expansao

Y(a,y) =y

Entao, (4.15) pode ser reescrita como
G = )
) ( [ Z (cv —I— m) m‘ ]

By [ sy
~ T(® LZ (a+ m)m ]

e ainda, pode ser reduzida utilizando-se a expansao

—1)iT(b)#

(1—2) Z =) b > 0, real e nao-inteiro.

j=0

e portanto,

Gly) = (ng)a; [1— (1—

(By)™* o~ (DT +1 S )
I'(a)? p <P(A+1-7)j ( Z

s~ Coe) |
(o + m)m!

m=0

Aplicando-se 0 binémio de Newton

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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tem-se que

N S (1T (A +1) = (7 = (1) (By)™
Gly) = AZ >\+1—J;])' O(i)(—l)r(Z—((al;ﬁii!) - (4.20)

r=

Utilizando-se a expansao
[e.e] k [e.e] o0 [e.e]
(Zai> = Z Z Z Ay - - - Gy, (4.21)

e aplicando-a em (4.20), tem-se que

m1+ +my (ﬁy)mﬁ- Fmy

By S (DT +1) - (4
Gly) = NGRS ZF(A+1—]] ;(T) lr;o Z a+m1 Aa+mp)myl.. . m,!

Da mesma forma, combinando (4.17), (4.18), (4.19) e (4.21) e substituindo em
(4.16), obtem-se

AB ML exp(—By) o= (=1 T(N) & .
) = RS S (1) e

7= r=

m1+ +my (ﬂy)mﬁ— +my

XZ Z a—l—m Aa+my)my!..om,

mi1=0

A expressao geral para obtencao do n-ésimo momento de Y é dada por

o0

B(Y") = / y o (v)dy

0

- S ()

7=0 r=0

DI B e e Fe 122
— (+mq)...(a+m.)mq!...m,!

=0 my=

e}

y / Bledtmitetme)y (rhaXtmitetme) =1 gun (30 gy

T

B
T'(r+aX+mi+-+my)

Multiplicando e dividindo (4.22) por tem-se que
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) - e SIS (1)

7=0 >] r=0

1)m1+~~-+mr
";0 Z (a+mq)...(+my)mq!...m,!

XF(r+a)\+m1+---+mr)

ﬁr
= T+a>\+m1+~~~+mr) (Lo ma ot
r+ai+mi my) ex
/ r—l—a)\—l—m1+ +mr)y p(=Fy)dy
0

y~Gama(r+ar+mi+--+m,)

e portanto,

B(Y") =

S o ()

7=0 )‘7 r=0

Z Z ymt=4me D (e 4 o\ +my + - -+ +m,)

| |
= = (v +my) (a—i—mr)ml....mr.

4.6 Distribuicao de Gumbel Exponencializada

A distribuicao de Gumbel é talvez a distribuicao estatistica mais aplicada em
modelagem climatica. E também conhecida como distribuicio do valor extremo Tipo 1.
Algumas de suas aplicacbes em modelagem climatica incluem: problemas com o aquecimen-
to global, analise da frequéncia de inundacoes, modelagem da chuva e velocidade do vento

(NADARAJAH; KOTZ, 2006).

Aqui seré introduzida a distribui¢ao de Gumbel Exponencializada (GbE) que genera-

liza a distribui¢ao de Gumbel da mesma forma que EE generaliza a distribuicao exponencial.
A f.d.a. da distribuigao de Gumbel é

Fly) = exp {— exp (—y — ”)} : (4.23)

para —oo < y < 00, —o0 < pu < oo e 0 > 0. Logo, a f.d.a. da distribuicao de Gumbel
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Gly) = {exp {— exp (—y ; “)} }a , (4.24)

para a > 0. A funcao densidade da GbE é dada por

9(y) = %exp {— exp {a (—%)} } exp (—%) : (4.25)

Assim, a distribui¢do de Gumbel é um caso particular de (4.25) quando o = 1.

exponencializada iguala

A funcao de risco de GbE é dada por

azexp(—az)

h(y) =

"~ o[l —exp(—az)]’

(4.26)

em que z = exp[—(y — p)/o]. As figuras 2(a) e 2(b) ilustram as possiveis formas da f.d.p.

e funcao de risco, respectivamente, da GbE para valores selecionados de ae p =0e o = 1.

15

-- alpha=0.5 --- alpha=0.5
— alpha=1 — alpha=1
n | —— alpha=2 —— alpha=2
S

a(y)
0.3
|
h(y)
0.5 1.0

0.2

0.1

0.0
|
0.0
|

-3 -2 -1 0 1 2 3 -2 0 2 4 6
y y
(a) F.d.p. da distribuicdo EGb. (b) Funcgéo de risco da distribuicdo EGb.

Figura 2: Fungao densidade e Fungéio de risco da distribui¢io de Gumbel exponencializada para valores

selecionados de e o =1e pu=0.

Se Y tem af.d.p. (4.25), entao seu r-ésimo momento pode ser calculado utilizando-se



a transformagio Z = exp[—(Y — p)/o] em (4.25) e, portanto, tem-se que

E(Z") = /zrgexp(—az)zdz = g/z”leazalz
o o
0 0
1 I(r+2
oa” oa”
0
A log-verossimilhanga de uma amostra aleatoria yy, ..., y, de (4.25) é

(1, 0,) = nllog a — log o] — iz:;exp {oz (—yi;“)] —é [éy —nﬂ] |
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5 Modelos Beta

5.1 Distribuicao Beta Gumbel

A distribuigao beta Gumbel (BG) é uma generalizagao da distribui¢ao Gumbel e foi
proposta por Nadarajah e Kotz (2004) com o intuito que a mesma pudesse ser amplamente
aplicada nas diversas dreas da engenharia, ja que sua cauda apresenta maior flexibilidade

em relacao a Gumbel.

Define-se, agora, uma classe de distribuigoes generalizadas a partir da f.d.a. G(y)
por
F(y) = Igy)(a, b) (5.1)

para a > 0 e b > 0 com G(y) representando a fungao de distribuigdo acumulada de uma

varidvel aleatoria conhecida e

By(a,b)
B(a,b)

]y(a7 b) =

representando a razao da fungao beta incompleta e By(a,b) é a propria funcao beta

incompleta. Entao, para obter a generalizacao da distribuicao de Gumbel tem-se que

- (-254)]

para —oo < y < 00, —00 < p < 00 e 0 > 0. Portanto, a funcao de distribuicao da beta

sua funcao de distribuicao é dada por

G(y) = exp

Gumbel é dada por
F(y) = [eXP(—u)(a7 b)

para —o0o <y <00,a>0,b>0, —co < pu<ooeo>0,em que u=exp[—(y—p)/ol.

A funcao densidade é dada por

wexp(—au)[l — exp(—u)]*~!

fly) = B (a.b)
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e, também, pode ser expressa como

o0

a+b Yeuexp[—(a + k)u]
Ty) = ; ET(b— k) '

A funcao de risco é dada por

wexp(—au)[l — exp(—u)]*~?

h(y) - O'B((l, b)[exp(—u) (b’ &)

Segundo Nadarajah e Kotz (2004), utilizando as propriedades especiais da razao
da fun¢ao beta incompleta é possivel mostrar que h(y) é uma funcao crescente de y e que,

além disso, h(y) — 0 quando y — 0 e h(y) — b quando y — oc.

Se Y tem distribuicao BG, entao o seu n-ésimo momento pode ser escrito como

0 = e | 7o e (L))o (252)

—0o0

X exp {—aexp (—u)] dy
o

em que u = exp[—(y — p)/0], o que reduz a equagao acima para

[e.e]

/(p — ologu)"[1 — exp(—u)]"" exp(—au)du.

0

1

EQT) = B(a,b)

Logo, os principais momentos sao

L(a+b) = (=1)![u+ Co + o(l + a)]
BY) = 5 2 ai et D

=0

o Dla+b) & I 1
E(Y?) = W;(_l) X [+ a)T(b—1)]

X [6p® + (7% + 6C?)o* + 12Cuo

+ 120(p+ Co)log(a + 1) + 60 log*(a +1)],

em que C' é a constante de Euler e a variancia pode ser obtida da relacao

Var(Y) = E(Y?) — BX(Y).
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5.2 Distribuicio Beta Fréchet

Proposta por Nadarajah e Gupta (2004), a distribui¢do beta Fréchet (BF) foi
definida tendo a G(y) em (5.1) como a f.d.a. da distribui¢ao Fréchet padrao, ou seja,

-

paray >0, 0 > 0e A > 0. Portanto, a f.d.a. da distribuicao BF é dada por

paray >0, a>0,b>0, 0 >0e > 0. A funcao densidade da BF é dada por

e [_a (g)k] {1 - {_ m }

f(y) - yH—)‘B(CL, b)

e pode ser expressa, também, por

AT(a o (=1)*exp |—(a+ k) (%)A
) = : Ega; g y1+>‘[’€! I'b—k) ]

k=0
A funcao de risco é dada por

e [-a() [ {1-eo [ ()] }

hy) = BDy ™, oy )

Segundo Nadarajah e Gupta (2004), utilizando-se as propriedades especiais da
fungao beta incompleta, é possivel mostrar que h(y) tem uma moda simples em y = yo

com h(0) = h(co) = 0, sendo que y, é a solugdo de dlogh(y)/dy = 0.

Souza et al. (2008) obteve outras formas de representacao da f.d.a da beta Fréchet

dependendo se o parametro b > 0 é real e nao-inteiro ou inteiro. Entao, seja

F(y) = B?Z, 3 /Oy ee(5) (1= e (5) )1y m0ngy,
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Fazendo u = (%)A, tem-se que

F(y) = B(i b /(; e (1 —e ) du.

Se b > 0 é real e nao-inteiro e utilizando-se a relacao

e}

(-2 :Z Fb JJ"

j=0

tem-se que

_ 1 e (=1)D(b)ed
Fly) = B(a, b) /(Z)Ae Z T(b—j);! du

v

entao

B = (=1)e
=TTy & - ) 2

Se b > 0 é inteiro, utiliza-se a expansio binomial (1 — e~*)*~! para produzir

(5.3)

As equagoes (5.2) e (5.3) sdo alguns dos principais resultados de Souza et al. (2008).

Para obtengao do n-ésimo momento da BF, segundo Nadarajah e Gupta (2004)
tem-se que

By™) = B(;w /OOO y" exp [—(a—l) <%>A] {l—exp [— (%)A] }bl dy.

Entretanto, Souza et al. (2008) obteve os seguintes resultados:

v'Se b > 0 é real e ndo-inteiro

TF

BE(Y") =

]Z N /0 TPt gy

em que u = ().
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v'Se r < A\, o r-ésimo momento de Y é dado por

(1—r//\ (a+b) = (—1) (a4 j) /1
EY") = 4
(7 = Z i (5.4)
v'Se b > 0 é inteiro e r < A, tem-se que
b—1
o b—1
E(YT" _ r/)\ —au k fkud
Y B /o Z ( ) '
o” b—1 *
_ - 1)k/ —r/Xx —(k+a v du
em que u = (%))‘, e portanto,
o T 1—7~/)\ “(b—1
B(YT) = > ()t ear (5.5)
Jj=

5.3 Distribuicao Beta-Weibull

Uma variavel aleatoria Y tem distribui¢ao beta-Weibull (BW), segundo Famoye et

al. (2005), se sua fun¢ao densidade é dada por

R (@) o QT ()] o
em que y >0, «, 3, ¢, v > 0.

Algumas de suas propriedades sao:

Lema 5.3.1. O limite da densidade beta-Weibull quando y — oo € 0 e o limite quando

y — 0 € dado por:

00, se ac<1

cl'(a+B) _
fim f(w) =\ sty se ac=1

0, se ac > 1.

Lema 5.3.2. Se X ¢ uma varidvel aleatoria beta com pardmetros o e (3, entao a varidvel
aleatéria Y = y[—log(1 — X)]V/¢ com v, ¢ > 0 é uma varidvel aleatéria com distribuicio

beta- Weibull.

Lema 5.3.3. Se X ¢ uma varidvel aleatdria beta-exponencial com parametros o, (3, e 0,
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entio a varidvel aleatéria Y = 0(X/0)Y¢ com ¢ > 0 é uma varidvel aleatdria com dis-

tribuicao beta- Weibull.

Teorema 5.3.1. A distribuicao beta- Weibull é unimodal. A moda é o ponto yo = 0 sempre
que ac < 1 ou sempre que ac =1 e 3 > (¢ —1)/2c. Para outros casos, a moda é o ponto

Yo que satisfaz a equagao

Be—(c—=1)(yo/) ¢ = el = D)lexp(yo/7)" — 1]

As provas dos lemas e teorema acima estdo em Famoye et al. (2005).

Para valores fixos de «a, ¢ e v = 1, a moda da distribuicao BW decresce quando (3
cresce. Fixando (3, ¢ e v = 1, a moda cresce com «. Para valores fixos de o, G e ¢, a

moda cresce com .

.
Para obten¢ao dos momentos da BW, primeiro calcula-se o valor esperado de (%) .

Entao, apos algumas simplificagoes tem-se que

g Kz>] _ a4+ p)r(r/c+1)

(—1)k(B + k)~ trre)/e
¥ I'(3) '

KT (o — k)

Mg

i
o

Logo,

C(a+ B)T(r/c+ 1)y Z V(B + k)~ (r+e)/e

BY") = T'(3) k:'F (a— k)

(5.7)

O somatorio em (5.7) serd finito quando « for um inteiro > 1 e o somatorio terminara em
a—1. Quando a > 1, a equagao (5.7) torna-se
Do+ A)D(r/c+ 1)y =,
1) (
[(a)I'(5)

E(YT) — )(ﬁ‘i_k) (r4c)/c

As propriedades referentes a funcao de risco da BW sao apresentadas por Lee et

al. (2007) e sdo as seguintes:

Seja S(y) = 1— F(y) a fungao de sobrevivéncia; logo, a fungao de risco da distribuigao

beta-Weibull é dada por

 fly)  fw)
"W = TR T S

em que f(y) é dado por (5.6) e G(y) e S(y) sao, respectivamente, a func¢ao de distribuigao

acumulada e a fungao de sobrevivéncia da BW.



Teorema 5.3.2. O limite da funcao de risco da beta- Weibull quando y — 0 é

00, se ac<1
. — cl'(at+f) _
Imh(y) =\ Ser@: s ac=1

0, se ac > 1.

e o limite da funcao de risco da beta-Weibull quando y — oo é

oo, se c>1
lim h(y): 8 se c=1

Y—00 v’

0, se c<l1.

Teorema 5.3.3. A distribuicao beta- Weibull tem

e taza de falha constante (= 3/v) quando a = ¢ =1,

taxa de falha decrescente quando ac <1 ec <1,

taxa de falha crescente quando ac>1 ec > 1,

taxa de falha do tipo banheira quando ac <1 ec>1, e

taxa de falha do tipo banheira invertida quando ac > 1 e c < 1.

25
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6 Modelos de Cordeiro e Stosic

A Familia de distribui¢oes proposta por Cordeiro e Stosic (2008) é uma variante das
distribuicoes do tipo exponencializada, pois a primeira utiliza a funcao de sobrevivéncia

enquanto que a segunda, a fun¢ao acumulada como demonstrado abaixo.

Distribuicao Tipo Exponencializada

Distribuicao Cordeiro e Stosic ou Estendida

1-G(y) =[1—-F(y
Gly)=1-[1-Fy)

g(y) = M1 = F)* ' f(y)dy

6.1 Propriedades da Familia Cordeiro e Stosic

Para comprovar que a aplicacao da transformacao proposta por Cordeiro e Stosic
(2008) mantém as caracteristicas de fun¢do densidade das distribui¢oes, segue abaixo a

demonstragao das seguintes propriedades:
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_ / 1= Fy) " AF(y)
_ [ —d[l — F(y)]* = /OO [l — F(y)*

= n-FeP|[ =1

ii)P(X <y)=1—[1—F(y)

Prova:
[ otwar = [* A1-r@P @

_ /_y [ — F(2)] '\ F(z)
— _y —d[1 — F(z) = /_oo d[1 — F(x)]*
- [1- F() ; =1-[1-F(y)

i) Z = F(X)

fz(z2) =M1 =221 z€e][0,1]

E(1-2)]=25 r=0,12,..

r] _ r!
E[Z ] T (AF)(AH2).. (M)

6.2 Demonstracoes

Sera demonstrado a seguir, para cada distribuicao inicial, qual a distribuicao produzi-

da com a aplicagao da familia de distribuigoes proposta por Cordeiro e Stosic (2008).
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6.2.1 Distribuicao Exponencial Estendida

Seja a distribuicao exponencial com parametro « e funcao de distribui¢ao e densidade

definidas, respectivamente, por

Fly)=1—e"%,

fly) = ae™,

comy > 0. Entao, af.d.a. e f.d.p. da distribui¢ao obtida com a aplicagao da transformacao

sugerida por Cordeiro e Stosic (2008) ficam assim definidas:
funcao de distribuicao
Gly) = 1-[1-(1-e)]

= 1— (e (6.1)

funcao densidade

9/\(9) = )\oze_o‘y[l — (1 _ e—ay)]k—l
= (Aa)e Qo

Logo, a distribuicao exponencial de parametro « na familia de Cordeiro e Stosic

produz a distribuicao exponencial de parametro Aa, ou seja:

Ezp(a) — Exzp(\a)

6.2.2 Distribuicao Uniforme Estendida

Seja Y uma variavel aleatoria continua que segue a distribuicao uniforme no intervalo

(0,1) com f.d.a. e f.d.p., respectivamente, assim definidas:

Aplicando a transformagao de Cordeiro e Stosic (2008) obtém-se:
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funcao de distribuicao

funcao densidade
ny) = AML-y*!

Logo, a distribuigao Uniforme em (0,1) na familia de Cordeiro e Stosic produz a

distribuicao Beta (1, \), ou seja:

U(0,1) — Beta(1, \)

6.2.3 Distribuicao de Weibull Estendida

Sabendo que a distribui¢ao de Weibull tem fung¢ao de distribuicao e funcao densidade,

-1 [- ()],

=3 (2 e [ ()T,

com «,v > 0. Entdo, aplicando-se a transformagao de Cordeiro e Stosic (2008) a f.d.a e

respectivamente,

f.d.p. ficam assim definidas:

funcao de distribuicao

funcao densidade

w) = 3 (5) e [ (2) [ {i-rren [ () TF
- ) e[ ] ()T
- ) Q)T
- 2@ e[ ()]

Logo, tem-se que a distribui¢do de Weibull de parametros («, ) gera, na familia
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de Cordeiro e Stosic, uma Weibull de parametros (aA™/7,7), ou seja,

W(a,v) = W(aA™7 )

6.2.4 Distribuicao de Rayleigh Estendida

Seja a funcao de distribuicao e funcao densidade da distribuicao de Rayleigh definidas,

respectivamente, por

F(y) =1 —exp (—%‘2) :
1 =Zew (-1,

o2

com y > 0,0 > 0. Entao, a f.d.a. e f.d.p. da distribui¢ao obtida com a aplicacao da

transformacao de Cordeiro e Stosic (2008) ficam assim definidas:

funcao de distribuicao

funcao densidade

2 2 A-1
) ) )
an(y) = )\g exp <_T"2) [1 —1+exp (_Tc?)]

Logo, tem-se que a distribuicao de Rayleigh de parametro o gera, na familia de

Cordeiro e Stosic, uma Rayleigh de parametro (%), ou seja,
R(0) — R(o/V\)
6.2.5 Distribuicao de Pareto Estendida

Sabendo que a distribuicao de Pareto tem funcao de distribuicao e densidade

definidas, respectivamente, por
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Fy)=1- (g)a

ak®
f(y) = ya+17

com y >k, a > 0. Entado, aplicando-se a transformagio de Cordeiro e Stosic (2008), a

f.d.a e f.d.p. ficam assim definidas:

funcao de distribuicao

funcao densidade

o = (- ()]

_ Aaka (E)a(/\—l)
yett \y

Aok
y)\oH-l

Logo, tem-se que a distribuigdo de Pareto de parametros (k, a) gera, na familia de

Cordeiro e Stosic, uma Pareto de parametros (k, Aa), ou seja,
P(I)(k, ) — P(I)(k, M)
6.2.6 Distribuicao Logistica Padrao Estendida

Sabendo que a distribuicao logistica padrao tem funcao de distribuicao e fungao

densidade, respectivamente,

efy
fly) = At e

em que y € IR. Entao, aplicando-se a transformacao de Cordeiro e Stosic (2008), a f.d.a

e f.d.p. ficam assim definidas:

ww - 1-[- ()]

funcao de distribuicao
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funcao densidade

ay) = A - {1 ! ]H

(1+ev)2
e M
(14 ev)AM!

Logo, tem-se que a distribui¢ao logistica de parametros (0,1) gera uma logistica

generalizada tipo II de parametros (A, 1), ou seja,

Lo(0,1) — LoGen(II)(A, 1)

6.2.7 Distribuicao de Fréchet Estendida

Sabendo que a distribuicao de Fréchet tem funcao de distribuicao

-3

paray > 0,0 > 0 e a > 0, entao a nova distribuicao, denominada Fréchet Estendida, é

definida com o parametro adicional A pela fungao de distribui¢ao acumulada (f.d.a.)

ow-1-{i-ea- ()}

A distribui¢ao de Fréchet Estendida (ExF) generaliza a distribui¢ao de Fréchet da

para A > 0.

mesma forma que (6.1) generaliza a distribui¢do exponencial.

A funcao densidade é

oo ool G} v )] o

e quando tem-se A = 1 retorna-se a distribuigao original. A Figura 3(a) ilustra algumas

das possiveis formas de (6.3) para valores selecionados de A e 0 =1, a = 1.

Segundo Nadarajah e Kotz (2006), de forma equivalente a distribuicao EE, (6.2)
também possui interpretacoes fisicas interessantes. Suponha que o tempo de vida de
n-componentes em um sistema em série sao independentes e identicamente distribuidas

de acordo com (6.2). Logo, o tempo de vida do sistema, também, segue a distribuigao
ExF.
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! —

\ --- lambda =05 / AN --- lambda =05
— lambda =1 / N — lambda =1
| \ —— lambda =2

0.8
|

1.0
’

—— lambda =2

a(y)
0.4 0.6
|
h(y)
0.8

0.4
|

0.2

0.0
|
0.0
|

(a) Fungdo densidade da distribuicao de Fréchet (b) Fungao de risco da distribuigdo de Fréchet
estendida (6.3). estendida (6.4).

Figura 3: Fungio densidade e Fungao de risco da distribuigio de Fréchet estendida para valores sele-

cionadosde Aeo =1, a = 1.

A funcao de risco é definida como sendo
Aoy~ 1) exp [— (%) }

RN ON

A Figura 3(b) ilustra algumas das possiveis formas de (6.4) para valores selecionados

dedeoc=1, a=1.

(6.4)

Os momentos da distribuicao ExF sao dados por

BE(Y"™) = /OOO Yl {1 — exp {— (g) a] }A dy. (6.5)

Substituindo z = (d/y)%, (6.5) reduz-se a

E(Y") = a_/ 2~ (/D] _ exp(—2)]Mdz. (6.6)
@ Jo
Esta integral converge se A > n/a. Entretanto, nao sabe-se como reduzir (6.6) a
uma forma fechada. As medidas de assimetria e curtose podem ser obtidas usando (6.6)

para todo A > 4/a.

Para obtencao dos EMV segue-se a forma usual, ou seja, a log-verossimilhanca de
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uma amostra aleatoria yi, ..., y, de (6.3) é

(o, )\ a) = nlog(hac®) + (A — 1) iz:;log {1 —exp [— (:;1) a} } (6.7)

- (1 —i—a)Zlog i —aaZyi_o‘.
i=1 i=1

Entao, toma-se as derivadas de primeira ordem de (6.7) com relagao aos trés parametros

(o, ae ), iguala-se cada equacao a zero e resolve-se o sistema nao-linear.

6.2.8 Distribuicao Gumbel Estendida

Sabendo que a distribuicao de Gumbel tem funcao de distribuicao

F(y) = exp {— exp (—y ~ u)]

para —o0 < y < 00, —00 < 4 < 00 e 0 > 0, entao a nova distribuicao, denominada

Gumbel Estendida, é definida pela fungao de distribui¢ao acumulada (f.d.a.)

G(y)zl—{l—exp {—exp (—y;“)]}A (6.8)

A distribuicao de Gumbel Estendida (ExGb) generaliza a distribuicao de Gumbel

para A > 0.

da mesma forma que (6.1) generaliza a distribui¢do exponencial.

A funcao densidade é

9(y) = 2 {1 —exp {_ b (_%)} }“ P (_%> o {_ o <¥>(ls.9)

e tem-se que a distribui¢do de Gumbel padrao é um caso particular de (6.9) quando A = 1.

Segundo Nadarajah e Kotz (2006), de forma equivalente as distribuigoes EE e EW,
(6.8) também possui interpretagoes fisicas interessantes. Suponha que o tempo de vida de
n-componentes em um sistema em série sao independentes e identicamente distribuidas

de acordo com (6.8). Logo, o tempo de vida do sistema, também, segue a distribuigao
ExG.
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A funcao de risco é definida como sendo

Auexp(—u)

") = e

em que u = exp[—(y — p)/o].

Os momentos da distribuigao ExG sao dados por

o A [ o ()1 o (252)
X exp {—eXp (—y ~ “)} dy.

e fazendo u = exp[—(y — p) /0], reduz-se a

EY") = )\/OOO(,u — ologu)"[1 — exp(—u)]* ! exp(—u)du.

6.2.9 Distribuicao Qui-quadrado Estendida

Seja a funcao de distribuicao e funcao densidade da distribuicao qui-quadrado,

respectivamente,

F(y) = . y>0,

(2)2y2 eXp( 2) y > 0.

fly) = ) , Y2

Entao, a f.d.a. e f.d.p. da distribuicao obtida com a aplicacao da transformacao

de Cordeiro e Stosic (2008) ficam assim definidas:

funcao de distribuicao

funcao densidade

ny) = A
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Por defini¢ao I'(a,y) = I'(a) — v(a,y), entdo

0|3

Logo, tem-se que a distribui¢io x? gera uma distribui¢do aqui denominada Dis-
tribuicao Qui-Quadrado Estendida. A Figura 4 ilustra algumas das possiveis formas de

(6.10) para valores selecionados de A e n =2, e n = 5.

n=2 n=5
o ] o |
— -
- lambda = 0.5 --- lambda=0.5
g - — lambda=1 g - — lambda =1
—— lambda =2 —— lambda =2

0.6
|
0.6
|

a(y)
ay)

0.4
0.4

0.2
0.2

(a) Fungdo densidade da distribuicdo qui- (b) Funcdo densidade da distribuicdo qui-
quadrado estendida com n = 2. quadrado estendida com n = 5.

Figura 4: Fungao densidade da distribui¢do qui-quadrado estendida para valores selecionados de \ e
n=2en=>,.

A funcao de risco é definida como sendo

Ay~ exp(=4)

Q%F(g, )

hy) = (6.11)

A Figura 5 ilustra algumas das possiveis formas de (6.11) para valores selecionados
de Aen =>5.

Outras caracteristicas importantes dessa nova distribuicao tais como seus momentos,

funcao geradora de momentos e fungao caracteristica sao calculadas a seguir:

e Momentos

\ o) . y ny)\—l
N ) r+5—1 _J g
E(Y") = = srmrs /y 2 eXP( 2>F(2,2> dy

0
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o
S 4
- lambda = 0.5
g - — lambda =1
—— lambda =2
© |
o
S
ey
<
<] I
N
<]
S
o

Figura 5: Fungao de risco da distribui¢dao qui-quadrado estendida para valores selecionados de
Aen=>.

Fazendo y/2 = t, tem-se que

)\ T n n n A=l
= —n))\/2r+2_1tr+2_lexp(—t)F (—,t) 2dt
2
0

o= A\2" /t” exp(—t)e A Vat
0

Seja tA = u, entao
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e Funcao geradora de momentos

My(t) = E(e?) =

oy n no \A-1
My(t) = ———— [ 22 22 exp[z(2t—1)]F<—,z> 2dz

Paran=2=1(1,2) = e 7, logo

[e.9]

My (t) = )\/exp[z(2t— 1)]e** Vg2

0
oo

= )\/e%ze_’\zdz

0
oo

= )\/e_z(A_Qt)dz

0
Seja z(A — 2t) = u, entdo

My(t) = X / o

0
N
= )\—215/6 du
0
A A
A —2t
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e Funcao Caracteristica

' o ity)\ %—1 _y r(z Yy\A—1
oriny =By = [ SRERTEA,

T A-1
oy (t) = )\/22 Ye2~texplz(2it — 1)|T <;L z) 2dz

= Tg)/\/zgl exp|z(2it — 1)]T (Z z)x\_l dz

Paran =2 =T'(1,2) = e *, logo

o0

Py(t) = )\/exp[z(%t— 1]e**Ygz

0
00

— /\/62th6)\de

0
00

_ A/G—Z(A—Qit)dz

0

Seja z(A — 2it) = u, entdo

T du
¢y(t) = )\ €_u
/

N — 2t
N
—2@'1&/6 du

0
~ N 2it

6.2.10 Distribuicao Gama Estendida

Seja a funcao de distribuicao e fungao densidade da distribuicao gama, respectivamente,

v(a, By)

F(y) = )

y >0,
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fly) = Fﬂ(z)ya_l exp(—pBy), y>0.

Entao, a f.d.a. e f.d.p. da distribuicao obtida com a aplicacao da transformacao

de Cordeiro e Stosic (2008) ficam assim definidas:

funcao de distribuicao

3 (o, By)
Gy =1 [1 o) } (6.12)
funcao densidade

() = AF’EZ) y* ! exp(—Sy) [1 - %} _ (6.13)

Logo, tem-se que a distribui¢ao gama («, ) gera uma distribui¢ao aqui denominada
Distribuicao Gama Estendida. A Figura 6 ilustra algumas das possiveis formas de (6.13)

para valores selecionados de A\, a =2e = 1.

1.0

—— lambda = 0.45
— — lambda = 0.7
-- lambda =2

\ lambda = 4

0.8

gy)

0.2

0.0

Figura 6: Funcao de densidade da distribui¢do gama estendida para valores selecionados de A,
a=2e=1

A funcao de distribuigdo da gama estendida (ExG) pode ser reduzida utilizando-se

a expansao

= (—1
(1—2)° Z F(b) ( ,  b>0, real e nao-inteiro. (6.14)

j=0
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Entao, (6.12) pode ser reescrita como

o (A+1)
Gly) = 1— { V(F{f)y)} (6.15)
— (=1)'T(A + D)y(e, By)’
b ; T\ +1—j)T(a)ij!
Sabendo-se que
1(a,y) =y (E:zz;/:ﬂ, (6.16)

e aplicando-a em (6.15), tem-se que

S (C1T(A ) ﬂy“’ = A
N ZF)\+1—] (Z Oz+mm'>’ (6.17)

7=0 m=0

Utilizando-se a expansao

(Sa) - S5 Son 615

=1 mi1=1mo=1 mr=1

e aplicando-a em (6.17), tem-se que

oo

(=1 T (XA + 1)(By)™ b 1)mattmg gy ymattm;
JX:F)\+1—] a)ijl Zo mz: a—l—ml (a+my)my!. . myl

Da mesma forma, combinando (6.14), (6.16) e (6.18) e substituindo em (6.13),
obtem-se

g oo — (=1)'T(\)(By)¥
n) = Ay "exp(—y) JZFA Ty (6.19)

m1+ +my <5y)m1+ ]

Z Z_ a+m1 Ao+ my)mq!. . myl
p

A funcao de risco correspondente a (6.19) é

h(y) = A3y~ exp(—y). (6.20)

A Figura 7 ilustra algumas das possiveis formas de (6.20) para valores selecionados

de A e a com = 1.
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o
S
—— alpha=1,lambda=1
3 - alpha = 3,lambda = 3
-- alpha = 2,lambda = 0.4
- alpha =0.6,lambda =4
3 o |
S
n
e
o
S

Figura 7: Funcao de risco da distribuicdo gama estendida para valores selecionados de A\ e «
com B =1.

A expressao geral para obtencao do n-ésimo momento de Y é dada por
[e.e]
EYT) = / Y 9x(y)dy
0

&y
= @) 2 IO 0 (621)

|
=0 ayt
o) [e%S) (_1>m1+"'+mj
% ce
« /ﬁ(a+aj+m1+...+mj)y(r+a+aj+m1+'"+mj)1 exp(—ﬁy)dy
0

I

Multiplicando e dividindo (6.21) por F(T+a+ajfm1+---+mj

3 tem-se que



e portanto,

E(Y")

T(a) 2 T = /)T (a)7]!
> > (_1)M1+ +m;
" mlz_o Z: (a+my)... (a+mi)m!...my!

XF(T+04+O‘j+m1+"-+mj)

X

ﬁr
ﬁ(T+a+aj+m1+---+mj)

Lr+a+aj+m+---+m;

) y(r+a+aj+m1+”'+mj)_1 eXp(—ﬁy)dy

(0\8

/

~
y~Gama(r+ataj+mit-+m;)

ﬁrr(a) =0 ()\ —j)r(a .7]'
X i i (=L)m*t sl (r + o+ aj +my + -+ my)

(a+my)...(a+mj)my!...my!
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~

{  Estimacao Bayesiana na distribuicao
exponencial exponencializada

Kundu e Gupta (2008) realizaram uma andlise Bayesiana na distribui¢do GE e
compararam seus desempenhos com as respectivas distribuicoes cléssicas. Na referida
analise, consideraram que os parametros « e A nao sao negativos e, portanto, perfeitamente
natural assumir a priori gama para ambos, apesar de nao serem prioris conjugadas.

Também, presumiu-se que os parametros « e A sao independentes a priori.

Kundu e Gupta (2008) consideraram a func¢ao perda do erro quadratico. Verificou-se
que os estimadores de Bayes nao podem ser expressos de forma explicita, mas podem ser
obtidos por integracoes numéricas. Eles utilizaram a idéia de Lindley para calcular os
estimadores de Bayes aproximados dos parametros desconhecidos e observaram que a
aproximacao funcionou bem. Eles calcularam os estimadores de Bayes aproximados sob
a suposicao de prioris nao-informativas e compararam-os com os estimadores de maxima
verossimilhanca (EMV) através de simulagoes de Monte Carlo. Propuseram, também,
técnicas MCMC (Markov Chain Monte Carlo) para gerar amostras das distribui¢oes a

posteriori e, por consequéncia, para calcular os estimadores de Bayes.

7.1 Estimacao Bayesiana de parametros desconheci-
dos

Quando ambos os parametros sao desconhecidos, assume-se que a e A seguem a
distribuicao priori gama,
1 (A) o< A Lexp(—al); A >0, (7.1)

d—1

mo(a) o a® " exp(—ca); >0, (7.2)

em que a, b, c e d sao conhecidos e nao-negativos.
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Suponha que {y1,...,y,} é uma amostra aleatoéria de uma distribuicdo GE(«, A).

Baseada na funcao de verossimilhanca dos dados observados,

[(dados|a, \) = " A" exp ( AZ%) H [1— exp(=Ay;)]* 7,
=1

a funcao densidade posteriori de a e A pode ser escrita como

l(dados|a, \)m1(A)ma2 ()
fo fo dad05|a> )\)Wl()\)WQ(a)dOéd/\.

[(a, M| dados) =

Portanto, o estimador de Bayes de qualquer funcao de a e A, ou seja, g(a, A), sobre

a fungao perda do erro quadratico é

g )l(dados|a, A)my ()\)Wg(&)dad)\.

95 = Eoadadoslg(e, N)] = IS fo dados\a, ) (N 7o () ded (73)

Entretanto, ndo é possivel calcular (7.3) analiticamente. Entao, Kundu e Gupta (2008)

utilizaram duas aproximacoes: (a) aproximacao de Lindley; (b) aproximac¢ao por MCMC.

Pelo método de aproximacao de Lindley, os estimadores de Bayes aproximados de

a e A\, sob a funcao perda do erro quadratico, sao

ap = +1 %737'121 + ( Z yle :zli i_t:) yl)) T

( (1- e_Ayz)2> (Toomi1 +275) | + (% B c> _— (b; 1 )
Ap = A +% 5T + ( Z e ;yi ::;);yz)> .

( 133 :_:\zj) ) (Ta2721) | + (d% _ c) - (bg 1 )

respectivamente, em que,

w V U

v e N e e e
o= AYi n 2 _:\yi
U=—, v==3 W=(a—1)y 4
a Lo (1= ey’ ¥ Lo (1 — ey’
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Se « é conhecido, entdo o estimador de Bayes de A\, com a priori dada em (7.1),
nao pode ser expresso explicitamente. Entao, o estimador de Bayes aproximado de A sob

a funcao de perda quadratica é

1
< N ]_ ~ ~ 1 y?e Ayl
A= A —l—ﬁ{[(b—l)log)\—a)\] (a_1>ﬁl- 0—e /\yi)2]
- —2 N
1|1 1 yle M 2 1= g3 (1 + e™)
tilet (a=1)~ 21— 6_)‘%)2] X (}\3 +(a—1)~ ; (1 — o)

Quando A é conhecido e tem a priori dada em (7.2), a fun¢ao densidade a posteriori
de o & gama com parametros de forma e escala, respectivamente, d+nec—> .  log(l—

e~7i). Entretanto, sob a funcio de perda quadrética, o estimador de Bayes de a ¢

n+d
c—Y o log(l—ewi)

Observa-se, também, que para a priori nao-informativa, isto é, quando ¢ = d = 0, o

estimador de Bayes e 0 EMV de « sao idénticos.

Utilizando-se o método MCMC tem-se que a funcao densidade posteriori de av e A

pode ser escrita da seguinte forma:

I(a, M|dados) oc o™t I\~ exp [ (a+ Zy, ] exp(—coo H [1 — exp(=Ay;)]**
=1

=1

Logo, a funcao densidade posteriori de o« dado A é

=1

I(a|\, dados) o< o™t exp {—a lc - Zlog(l - exp(—)\yi))] } :

Portanto, a funcao densidade posteriori de a dado A é uma gama com parametros

de forma e escala, respectivamente, d +n e c — Y log(1l — e ).

A funcao densidade posteriori de A dado « é

n

I(Ma, dados) oc X"~ exp [ (a+ Zyz ] H [1—exp(—Ay:)]* 1,
i=1

Portanto, utilizando os resultados acima em dados de um exemplo, tem-se que,
Kundu e Gupta (2008) concluiram que a aproximac¢ao de Lindley funcionou muito bem e

que utilizando-se o método de simulacao de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos



77

EMV e estimadores aproximados de Bayes, sob a hipotese de prioris nao-informativas,
observou-se que as performances sao bastante semelhantes. Com a aplicagao da técnica
MCMC para gerar amostra posteriori, observaram que tendo-se uma técnica MCMC
eficaz, pode-se usar qualquer outra funcao de perda, por exemplo, funcao de perda
absoluta. Finalmente, concluiram que, apesar de terem usado priori gama para o parametro
de forma, o método pode ser usado para uma classe mais geral de prioris, tais como,

fungoes densidade log-concava. Para mais detalhes ver Kundu e Gupta (2008).
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Conclusoes

A partir da revisao das distribuicoes exponencializadas, a tabela abaixo foi construida
com a finalidade de produzir um resumo das referidas distribui¢oes. Gupta e Kundu sao
os principais estudiosos dessas distribuicoes, que em sua maioria sao aplicadas em anélises

de tempos de vida, como alternativa, principalmente, para o uso da Weibull e gama.

Tabela 2: Resumo das distribuicoes exponencializadas

Distribuicoes continuas Distribuicoes Exponencializadas

Exp()) 9(y) = aA(l — e W) -lem
Fréchet(o, \) g(y) = a)\g/\e*a(o/y)kyf(lw\)
Rayleigh(\) g(y) = 20X 2ye= W*[1 — e~ (W)*|a-1

101 uve el
Weibull(c, a) gy) = < [1 _ e (3) ] e (8) (1)
ay® Lexp(— a,

Gamal(a, 1) g(y) = F(a)p( v) [WF((GZ;)]
Guunbell.) | o(4) = 2exp {—exp o (=252 pexp (=222)

A transformacao sugerida por Cordeiro e Stosic (2008) foi aplicada em algumas
das principais distribui¢oes continuas. As distribuicoes geradas foram denominadas de
distribuicoes estendidas e sao apresentadas de forma resumida na Tabela 3. Algumas

delas ja sao conhecidas e tem suas propriedades amplamente estudadas.

As distribuigoes, aqui denominadas, Fréchet e Gumbel Estendidas, foram apresenta-
das por Nadarajah e Kotz (2006) sob a denominagao de Fréchet e Gumbel Exponencializa-
das, porém nao apresentam a lei de formacao das distribuicoes exponencializadas, mas

das estendidas.

No que diz respeito as distribuicoes qui-quadrado e gama estendidas, elas sao
distribuicoes que ainda nao haviam sido estudadas e que, neste trabalho, tiveram algumas

de suas propriedades calculadas. As prioris para estas distribui¢oes, devido as suas
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Tabela 3: Resumo das distribuicoes estendidas

Distribuicoes continuas

Distribuicoes Estendidas

Exp(a)

U(0,1)

W(a,v)

Rayleigh(o)

Pareto(k, «)

Logistica(0, 1)

Fréchet(o, o)

Gumbel(p, o)

Exp(A\a)
Beta(1, \)
W (aA™Y7,5)
Rayleigh(o/v/\)
Pareto(k, Aa)

LoGen(II)(A, 1)

o)< o (1= [- Y I} oo - ()]

9(y) = 3 {1 —exp [~ exp (=54} oxp (—25) exp [~ oxp (-

) i e Dre e
Xn g<y) - Z%F(%)A
y* " exp(~y) Yap) |
Gama(a, 1) 9(y) = A T'(a) {1 ~ T(a) w

y—p

o

)]

naturezas, utilizam a priori de Jeffreys e apos determinar as posteriores, verificou-se que

as mesmas apresentavam formas nao fechadas, para o que sugerimos um estudo para que

se possa encontrar formas fechadas para as respectivas posterioris.
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